Naprezenia i odksztalcenia
Stress & strain
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Naprezenia i odksztafcenia

Simplifying assumptions: F, A continuous body
subjected to a system

of external forces

1. Soil 1s continuous

2. Soil is homogeneous F
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Naprezenia i odksztafcenia

Shear strain definition

CT

Poison’s ratio definition

AP

Original
configuration

Deformed
configuration

Clay Soft 0.35-0.40
Medium 0.30-0.35
Stiff 0.20-0.30
Sand Loose 0.15-0.25
Medium 0.25-0.30
Dense 0.25-0.35
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Naprezenia i odksztafcenia

States of strains
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Naprezenia i odksztafcenia

Stress definition Internal forces

o. =lim—~
/ 4,-0 AA.
1

External forces

Stress tensor
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¥ Components of Stress Tensor
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Naprezenia i odksztafcenia

Naprezenie jest to graniczna wartosc stosunku sity dziatajacej na nieskonczenie maty
element pola przekroju ciata do wymiaru tego pola:

d/ Przekrdj ciala sztywnego.

r ' \
‘F”E) /S%\x =

; AF gdzie: ¢ - naprezenie
o=lm— :

- sila

A - pole przekroju
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Naprezenia i odksztafcenia
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Naprezenia i odksztafcenia

The state of stress at a point
according to a ‘“reference
coordinate” 1s (9 components)

Do O-yy -

Dy T = Txy =
O350, =T =75
Ol L DR

Z
.

O., E'
1l
W
A’
U‘,f‘_‘
Tox
¢,
> X

‘Marek Cata - Katedra Geomechaniki, Budownictwa i Geotechniki



Naprezenia i odksztafcenia

Gui
States of stress
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Naprezenia i odksztaftcenia

Normal stresses and strains PZ Px Py
O‘Z: ’O-x:_9o-y:_
Xy yz Xz
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Naprezenia i odksztafcenia

Volumetric strain

Assume the initial volume 1s V, = 1, so the final volume 1is:

Vi=(+e)(+¢g)(1+¢.)
AP
R ]
g,=(+e)+¢)l+¢)-1

R LRE RN N RN AR AR AR RE S R A

1

&

~ &, +&, +¢& (small strains)

£, =& +& +e&
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Naprezenia i odksztafcenia

Hooke’s law

a- E i Typical Values of Eand G
Shear modulus Soil type Description E* (MPa) G* (MPa)

Clay Soft 1-15 0.5-5

E Medium 15-30 5-15

G- Stiff 30-100 15-40

2(1 i V) Sand Loose 10-20 5-10

Medium 20-40 10-15

Bulk modulus Dense 40-80 15-35
koo - 3K -2G

— i

3(1-2v) 2G +6K
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Naprezenia i odksztafcenia

Hooke’s law in 3D
Ce e 0 0 0 |o]
g, e i e 0 0 0 o,
E-fnlbnep] 0 0 0 o8
vo| E[O 0 0 2+v) 0 0 |z,
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Naprezenia i odksztafcenia

Elastic materials obey the principle of superposition.
The applied loading order is not important and the equilibrium strain is the same.

t Initial tangent shear modulus, G,

A
Linearly elastic < T,
-inearly eia Slope is E,, the tangent o
A elastic modulus Tangent shear modulus, G,
Slope is E, Y g
the init B
o | tangent
- |elastic
£ Nonlinearly elas .
= . Secant shear modulus, G
-
Slope is E_, the secant
elastic modulus
Yor

\

0 Strain (£,
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Naprezenia i odksztafcenia

Soils are elastoplastic materials actually,

elastic deformation + plastic deformation
P

Slope is E, the initial tangent elastic modulus
4 C

Elastic response
during unloading

Stress

>

|
I
;
|
|
|
|
|
|
[
0O B D Strain
- Plastic == Elastic +
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Naprezenia i odksztafcenia

Vertical stress Horizontal stress

Vertical stress in soil

- Vertical stress, ¢, In o
assembly of
particles

,, o,=0,-K

B
o

G v — p.s'uifgh :n'/ sm’e’h

K — lateral earth pressure
coefficient

UV :7/ihi

Z

L J

Vertical stress in layered system

* Vertical
overburden
stress, o,

G, = Zp:ghf
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Naprezenia i odksztafcenia

Napre¢zenie pierwotne lub geostatyczne c,to napre¢zenie istniejace w gruncie od
cigzaru wyze] lezacych warstw. Zgodnie z zasada superpozycji naprezenie
calkowite 6, w gruncie jest suma naprezenia pierwotnego o, 1 naprezenia od
obcigzenia zewnetrznego o

oc,=0,+0,,

W przypadku przylozenia obciazenia nie na powierzchni polprzestrzeni, lecz na
pewnej glebokosci po wykonaniu wykopu, naprezenie catkowite 6. w dowolnym
punkcie wyznacza si¢ jako sumg naprezenia pierwotnego geostatycznego o,

7
zmniejszonego o odcigzenie wykopem Ao,

e (Gﬂ —Aaﬂ)+ o,

Z

Wartos¢ poziomej skladowej naprezenia geostatycznego 6, oblicza sig ze wzoru:

O =0 = KOGYZ
gdzie: K, - wspdtczynnik parcia bocznego w spoczynku,
c,, - plonowa sktadowa naprezenia pierwotnego.
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Naprezenia i odksztafcenia

O,
Oy
|
: // Skladowe naprezenia
Oxx — et pierwotnego.
| G
G,Yy /{; A /
c,, = YZ
Cyz Cx= O, = Ko,

Wartos¢ wspolczynnika K zalezy od rodzaju gruntu 1 historii jego naprezenia
1 zmienia si¢ w zakresie 0.2 +~ 0.6 dla gruntow normalnie skonsolidowanych 1
0.8 + 2.0 dla gruntow prekonsolidowanych.
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Naprezenia i odksztafcenia

Boussinesq solution

- P
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Naprezenia i odksztafcenia

Przyktad: Znalez¢ napre¢zenia w gruncie wywotane przytozeniem sity skupione;
rownej P = 50 kN w punkcie o wspotrzednych x = 3m, y = Om, z = 4m; v=0.3.

P | 3x%z PEE e
nkas ——(1-2v) — +-=—||=0.266 kPa
27| R Rr’(R+z) Rr

[y g 2
i 3”—(1—21/)( Loty xzj:|=—0.03lkPa

P R Rr*(R+z) R’
3P 2’
GZ=E?—0.49kPa r:\/ng,
2 PR RN AR
s e R=yx’+y +2° =5

zX Xz
27 R’

T {3xyz _(1_2‘/)((213 —|—2)xyﬂ i

’Z' =

L (R+22 )R}
3P z°y

Qi
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Naprezenia i odksztafcenia

Flamant’s solution — extension to line loads

2288 2P’ gl 2Px’z
T e )
gRusas 2Pv + 2P xz*

ST Al e e e

A strip load is the load transmitted by a structure of
finite width and infinite length on a soil surface. The
increase in stresses due to a surface stress ¢,
(force/area) 1s as follows:

o= £ :a +sin & cos(a + 2ﬂ):
T
o, = 95 :a —sin o cos(a + 2,6’):
T
gt :
7. =—|[sina-sin(a + 2,8)]
- 1T

Line load, P (force/m)

T
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Naprezenia i odksztafcenia

| I
UZ=£ ﬁa——st,B !
7| B 2

2
zeﬁ ﬁOt—ilnR—12+lsin2,B
zl BB Ry

(N 9, [l+cos2ﬂ—2£a}
2 B

Simplified solution for rectangular loaded
areas beneath the centre of the loaded area

7

bearing

B
2.6-0.84—
( h L B pressure g

1

B 1.38+0.62§
1+ (j
o2z )

\ J
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Naprezenia i odksztafcenia

Metoda punktow naroznych umozliwia wyznaczanie napre¢zenia pionowego
oraz sumy naprezen glownych pod narozem prostokatnego obcigzonego obszaru
wedtug wzorow:

g amipaEtean} IS HEHEE
: 2(L2+22XB2+22)\/L2+B2+22 N e -
gdzie:

1, - wspotczynnik wyznaczany z nomogramu w zaleznosci od
stosunku L/B (dtugos¢ obszaru obciazonego do jego szerokosci)
oraz od stosunku z/B (zaglebienie punktu ponizej powierzchni
do szerokosci),

g - obciazenie ciagle.
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Naprezenia i odksztafcenia

0 0,05 0100 0,150 _ 0,200 0.25Q a)
n A F B
=z |
Z <l I
—_Z |
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7 R e
NATS 74
/ % 77/ D H C
4,0 }///Z?)é// /// ( AFME | PBGM | BMHD n}il/lGCH). p
// ///\/"-/?7 naroze wewngqtrz obciqionego obszaru
LY 5] b)
6.0 [/ A B__E
I |
I |
T |
c |
soH i 1 ) 1
II I-IT________(ls__éM
1001 Ndmdgram do wyznaczania ( ABMIT _ g BEMG _ pDEMH 3 € FMG) q
2B Y wspolczynnika n, naroze na zewnqtrz obciqionego obszaru.

Zastosowanie metody punktow naroZnych do
obliczania napreZen w dowolnym punkcie podtoza.
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Naprezenia i odksztafcenia

Metodg punktow sSrodkowych mozna wyznaczy¢ naprezenie pionowe pod
srodkiem prostokatnego obszaru obciazonego, postugujac si¢ wzorem:

0 02 04 06 08 10, o
L O Ziideie 77 0 q
==
o B //2;/ Wartos¢ ¢, mozna rowniez wyznaczyc,
: 5 4 //// //4 stosujac superpozycje¢ naprezen pod
\é\% 5/7//// wspolnym narozem czterech obciazonych
20— A7 prostokatow o bokach L/2 i B/2.
[/
17 /]
III ///i;///
O
I
g
I’I l/ ll
4o
18
; Nomogram do wyznaczania
5,01 ILL wspolczynnika 1,
ziBY
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Naprezenia i odksztafcenia

Rozklad Napre¢zenia Pod Fundamentami Sztywnymi

——k ) — )
' 1 qmaX
N 411 1 | 1 1] q1 Ry _ I I oy I I
S S, [ T~ _—
7, AN ST ™~
2 \ Rzeczywisty / A PrZy Qmax
/ \ rozklad naprezen /
\ \
f M S»>S; f |
| | ! \
| \ Teoretyczny | |
| i|  rozklad naprezen [ vy 2z

Y 2 . . . . . .
w poczqtkowym okresie obciqZenia  przy obciqieniu granicznym
Rozklad napreienia pionowego w poziomie posadowienia absolutnie sztywnego fundamentu

Teoretyczny rozklad naprezenia w poziomie posadowienia wyznacza si¢ ze wWzoru

q gdzie:
O =
D 2 p - odleglos¢ rozpatrywanego punktu od
el 2 srodka fundamentu,

r - promien podstawy fundamentu
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Naprezenia i odksztafcenia

Naprezenia pionowe na glebokosci z (ponizej poziomu posadowienia)
wyznacza si¢ jako naprezenia Srednie (calkowe) w obrgbie prostokata
znajdujacego si¢ pod obszarem obcigzanym wg wzoru:

O-ZS e an

gdzie: n - wspolczynnik rozktadu naprezenia

—losennreeye

|- |

1 1
| |
| I z

R o — ——

|

|

|

Rozktad naprezenia o, 1 naprezenie Srednie 6, na
glebokosci z pod obszarem prostokatnym obciazonym
rOwnomiernie
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Naprezenia i odksztafcenia

0,0 02 0.6 0.8
VfV// Nomogram do wyznaczania
ol wspolczynnika n

. zBY
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Naprezenia i odksztafcenia

Simplified solution for square loaded areas bearing
beneath the centre of the loaded area pressure ¢
[ 1.76
1
O,=q em 9
B
1+ —
( 2z j
Simplified solution for circular loaded areas : bearing
beneath the centre of the loaded area B - diameter pressurc g

£ 1.50

o, =q|l- 7 ;
1+(2j
L A )
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Naprezenia i odksztafcenia

Simplified solution for continuous loaded areas (strip loads) of width B and
infinite length beneath the centre of the loaded area

( / \2.6\

1
o, =q|l-

B 1.38
1+(j
L e

In preliminary analyses of vertical stress
increase under the center of rectangular
loads, geotechnical engineers often use
an approximate method (sometimes
called the 2:1 method). The vertical
stress increase under the center of the

load is: Bl
qs The approximate method is reasonably

Z.o ( B+ Z)( T Z) accur.ate (compared with Boussinesq’s elastic
solution) when z > B

.
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Naprezenia i odksztafcenia

Chart solutions for rectangular and circular loaded area - pressure bulbs (stress
bulbs).
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Naprezenia i odksztafcenia

Rozklad napr¢zenia w gruncie od dzialania obcigzenia cigglego
Zastosowanie superpozycji do
wyznaczania napreienia od
obciqzenia cigglego.

Obszar obciazony dzieli si¢ na mniejsze
clementy, w  srodku elementow
przyktada sie zastepcze sity skupione.

RN
A
/// l/ / osrodka  gruntowego };bciacZonego
/% / / / /FmLi wyznacza si¢ na podstawie wzoru
5 Boussinesqa:

S —5
B=nB, \\ ||Z P=qLB, i 2 A

” r

nir

Marek Cata - Katedra Geomechaniki, Budownictwa i Geotechniki



Naprezenia i odksztafcenia

Wyznaczanie napre¢zenia pod narozem prostokatnego obszaru obcigzonego

Na danym obszarze A wydziela si¢
nieskonczenie matly element o polu dA4 = dx dy;
elementarna sita dP = gqdA wywoluje w
rozpatrywanym punkcie M na glebokosci z
ponizej powierzchni polprzestrzeni elementarne
naprezenie:

y io = 3dP 5

y » 14
MI/ 27[22{1+(}/j }
do, Z

Naprezenie pionowe w rozpatrywanym punkcie

Wyznaczanie napreien M od obcigzenia ciggltego dzialajacego w
pionowych od obciqzenia obszarze A wynosi:
ciqglego za pomocq o 3gdxdy
elementarnych zastepczychsit O . = J j ; S 7%
: x”+
skupionych. 4052 {1 L 2)’ }
z
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Naprezenia i odksztafcenia

Welcome To
GEOTECHNICAL

GEOTECHNICAL =
EN G INEERING

I"'f' JJ':}./' Lo il ..-Kf"'f..l.::.:::'_.#

DONALD P.CODUTO

DOMALD P, CODUTO

http://www .prenhall.com/coduto/html/Geotechnical/Software.htm

Geotechnical Engineering: Principles and Practices includes the following
computer software:

STRESSP - Geostatic and induced stresses beneath a point load

STRESSL - Geostatic and induced stresses beneath a line load

STRESSR - Geostatic and induced stresses beneath a rectangular area load
~ STRESSC - Geostatic and induced stresses beneath a circular area load
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Naprezenia i odksztafcenia

JOB TITLE : .

FLAC (Version 4.00)

L0:500
LEGEND

23-Oct-04 18:48
step 4096
2.417E+00 <x< 7.583E+00

-4.126E+00 <y< 1.039E+00

-0.500

YY-stress: contours
-1.10E+05
-9.00E+04
-7.00E+04
-5.00E+04
-3.00E+04
-1.00E+04

-1.500

Contour interval=:1.00E+04
Net Applied Forces
Max Vector = 5.000E+04
\_A_A_A_A_A_A_A_A_A_l
0 s

-2.500

-3.500

Marek Cala
Katedra Geomechaniki

Naprezenia pionowe wywolane sitg P= 50 kN.

Marek Cata - Katedra Geomechaniki, Budownictwa i Geotechniki



Naprezenia i odksztafcenia

JOB TITLE :..

FLAC (Version 4.00)

|0.000
LEGEND

23-Oct-0418:52

step 6872

1.219E+00 <x<-8.781E+00
-6.663E+00 <y< 8.990E-01

-1.000

YY-stress contours
-4.50E+04
-4.00E+04
-3.50E+04
-3.00E+04
-2.50E+04
=2.00E+04
-1:50E+04
-1.00E+04
-5.00E+03
0:.00E~+00

-2.000

-3.000

-4.000

Contour:interval=--5.00E+03
Net Applied Forces
Max Vector =.:-1.000E+04

-5.000

NN FER A
0 2E 4
-6.000
Marek Cala

Katedra Geomechaniki

Naprezenia pionowe wywolane obcigzeniem ciggtym g= 50 kKN/mb o szerokosci 2 m
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Naprezenia i odksztafcenia

Bardzo przydatnym 1 pogladowym sposobem przedstawienia stanu napr¢zenia
jest kolo Mohra. Znajac wartos¢ 1 kierunek sktadowych naprezenia o, 1 o,
mozna wyznaczy¢ naprezenia normalne 1 styczne w dowolnym kierunku,
stosujac nastepujace zwiazki:

.

| N
r | N
G}‘l . —I_l- Y {}IJ
N Oy oo T v X _I 0 I-_ = -~ X
v —{oHl—=- | \
T_}’.I'-_
U},

“
r
v
.

2 g
-co0s20=0,-cos" 0+o0,-sin" 0

e 0, —0,
max 2
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Naprezenia i odksztafcenia

Wzory na naprezenia gtowne oraz ich kierunek:

2
(Tx+O' O _—0O
" Y X y 2
GI—T‘F (Tj +7T

2
o.+0 c.—O0
i Y X Y 2
& (—j Tz

Transformacja skladowych stanu
naprezenia.

Wartosci sktadowych stanu naprezenia

mozna okresli¢ z nastepujacych wzordow:
o.—0O

iEarit cosZgo—TysinZgo
o.+0, O.—0C ,
o= > >+ - ~Cos2¢+17,,sin2¢
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Naprezenia i odksztafcenia

Kolo Mohra dla odksztalcen

(+)4
Yer!2

2
8x+<9 E,—€& 5
51: > y+\/[ > y) +7/xy

(&,,72:/2)

Ymax! 2
2

L
25 7 5) }/xy &3

£ —¢€

1 2 ;
I ien ’ -Sin 260 of  Ee-ra2

& +éE, £ —& ; i
£, = 12 2+ 2.cos20=¢,-cos" O+¢,-sin" 0
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Naprezenia i odksztafcenia

Kolo Mohra dla przestrzennego stanu napre¢zenia i odksztalcenia

If all the principal stresses are considered (3-D), there are three Mohr’s
circles. However, in general we concern the maximum shear mostly and
therefore the major and the minor are only important. (c,- intermediate
principal stress.
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Naprezenia i odksztafcenia

Odwzorowanie Stanu Napre¢zenia w Ukladzie p — q

Przedstawienie na jednym wykresie wielu stanow naprezenia dokonuje si¢ poprzez
nanoszenie punktu, ktorego wspotrzedne sq rowne:
p:O-1+O-3 q201_03

2 2
W wiekszosci przypadkoéw naprezenia gtowne wystepuja na pionowych badz na
poziomych ptaszczyznach, a zatem roOwnania mozna napisa¢ w postaci:

o,+o0, PEERRRE_ i X
P = G
2 2
Ten sposob przedstawienia stanu napr¢zenia w gruncie sprowadza si¢ do
naniesienia jednego najwyzej lezacego punktu dla ¢ dodatniego lub najnizej
lezacego punktu dla ¢ ujemnego na kole Mohra.
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Naprezenia i odksztafcenia
Sciezki Naprezenia
Sciezka naprezenia to linia prosta lub krzywa powstata w wyniku potaczenia

szeregu punktow stanu napre¢zenia naniesionych na wykres, przedstawia ciaglosc
kolejnych stanow napre¢zenia.

a) b)
%} al,
E Sciezka naprezenia
E
D
C
A B
- -
Oy A D
koto Mohra wykres p —q

Przedstawienie kolejnych stanow napreienia przy zwigkszeniu
pionowej skladowej napreZenia o, i stalej wartosci sktadowej o,
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Naprezenia i odksztafcenia

Example problem:

At some point on the free surface of a machine element,
the Cartesian stresses were determined. Construct the
Mohr's circle for this state of plane stress to determine
the principal stresses and principal directions.

O, =

o, +0, . (e G
2 2

2
j +7;, =33 MPa

2
O.+1tO O —0O
St (_j Lo 27 MPa
2 3%

.
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