Projekt 5: Réwnanie Poissona - relaksacja wielosiatkowa.
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Rysunek 1: Siatka obliczeniowa dla kroku k (czarne wezly) i kroku k/2 (czerwone wezly). Warunki
brzegowe sa typu Dirichleta: Vp, (y) na lewym brzegu, Vp,(x) na gérnym brzegu, Vp,(y) na prawym
brzegu i Vg, (x) na dolnym brzegu. Rysunek po prawej stronie pokazuje rozmieszczenie starych (czarny)
i nowych (czerwony) weztéw w komérce o boku k.

Na zajeciach wyznaczymy rozktad potencjalu w obszarze pokazanym na rys.1 rozwiazujac rownanie
Poissona

@+87y2 (1)

metoda relaksacji wielosiatkowej. Zakladamy, ze gestos¢ p = 0, wobec czego o rozkladzie potencjatu
decydowaé beda wylacznie warunki brzegowe (typu Dirichleta).
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1.1 Dyskretyzacja

Dyskretyzacje rownania Poissona wykonujemy jak na poprzednich zajeciach. Najpierw wprowadzamy
siatke wezléw (najgestsza) i okreslamy wielkosci na siatce

r — x;=Azx-i, 1=0,1,2,...,n, (2)
y — y]:ij7 j:071727"'7ny (3)
Viz,y) — V(i) ="Vij (4)
Zakladajac
Arx=Ay=A (5)

otrzymujemy podstawowy przepis relaksacji

1

Vij =1 (Vig1,j +Vicrj + Vigr + Vij1) (6)

ktory modyfikujemy tak aby wykonywaé na siatce kroki o dtugosci k- A (w 'x" 1y’ )

]. Z:k;2ka7n$_k
4 (Vitkg + Vierg + Viger + Vi), J=Fk2k,....ny—k "

Vij =
Proces relaksacji zaczynamy od znalezienia rozwiazania na najrzadszej siatce (k = kpqz), Dastepnie
przechodzimy na siatke dwukrotnie gestsza, na ktérej powtarzamy obliczenia (k = kjnq./2) zaczynajac
od rozwiazania uzyskanego na rzadszej siatce (+przyblizone rozwiazanie w nowych weztach). Proces
zmiany siatki i nastepujacej po niej relaksacji powtarzamy az do uzyskania rozwigzania na najgestszej
siatce (k = 1).

1.2 Zageszczanie siatki

Zageszczanie siatki pokazane jest schematycznie na rys.l. Aby wyznaczyé przyblizong wartosé po-
tencjalu w nowych (czerwonych) weztach dokonujemy interpolacji liniowej wartosci z najblizszych
sasiadow danego wezla

Vigk joke = le(VZJ"’Vz+kJ+VzJ+k+Vz+kj+k) (8)
Viekges = 5 (Virks + Virkjon) (9)
Viekjor = %(W,J’—&-kz"‘vi-i-k,j—i-k) (10)
Vits = 3(Via+ Virns) (1)
Viges = 3 Vi + Vi) (12)
(13)

1.3 Warunek stopu

Catke funkcjonalna dla réwnania Poissona

S = //dxdy( . V) (14)



ktorej wartos¢ osiaga minimum dla potencjatlu V bedacego doktadnym rozwigzaniem tego réwnania,
zapisujemy w wersji dyskretnej, przy czym ilorazy réznicowe dla operatoréw d/dx i d/dy usredniamy
po kazdej komérce o boku k- A (tak aby objeto$é¢ po ktorej catkujemy byta taka sama dla kazdego k)

ng—k ny—k
s = ¥ i (k- A) <Vz‘+k,j —Vij | Vitkjh = Vm’+k>2 T (Vi,ﬁk —Vij | Vitkjh = Vz’+k,j>2
= = 2 2-k-A 2-k-A 2-k-A 2-k-A
dla  i=0,k,2k,3k,...,n, —k, j=0,k2k3k,....ny—k (15)
Relaksacje na siatce o indeksie k prowadzimy az do spelnienia warunku
58 g
”T@H < TOL (16)
Sit-1

gdzie: it - numer iteracji, TOL - mala liczba.

2 Zadania do wykonania

1. Przyjmujemy wartosci parametrow: A = 0.2, n,; = 128, ny = 128, Tz = A Nay Ymaz = A -1y,
TOL = 1078 oraz warunki brzegowe Dirichleta:

Vs, (0,y) — (+1)-sin<7r ) (17)
Vi, (T, Ymaz) = (—1)-sin<27r$jax> (18)
) (19)

) (20)

ymax

VBS (xmamy) = (+1) - sin <7T

yma:v

Vig, (2,0) = (+1)-sin<27r

Tmazx

2. Rozwiazaé¢ réwnanie Poissona z zadanymi WB metoda wielosiatkows dla & = 16,8,4,2,1. Dla
kazdego k po spelnieniu warunku stopu sporzadzi¢ mape potencjalu (5 map). (60 pkt) Dla
kazdego k zapisa¢ do pliku wartosci catki funkcjonalnej w funkcji numeru iteracji. Sporzadzié
wykres zmian S*)(it) dla wszystkich k na jednym rysunku. (40 pkt)

Uwaga 1: Wszystkie obliczenia wykonujemy korzystajac z jednej tablicy potencjatu (jak dla najgestsze;j
siatki), w ktérej poruszamy sie z aktualnym krokiem k.

Uwaga 2: Warunki brzegowe wyznaczamy tylko raz - przed rozpoczeciem relaksacji na najrzadszej
siatce. WB okreslamy dla kazdego wezla brzegowego (jak dla k = 1). Po okresleniu WB, zerujemy
potencjal w kazdym wezle (k = 1) wewnatrz obszaru (start metody).

Uwaga 3: Po uzyskaniu samouzgodnienia na siatce o indeksie k, zageszczamy siatke tj. w nowych
weztach (czerwonych) wpisujemy wartosci interpolowane. Jest to potencjal startowy dla relaksacji na
gestszej siatce, gdyz stanowi on (na ogdt) dobre przyblizenie dokladnego rozwiazania.



