Projekt 8: Rownanie adwekcji-dyfuzji — symulacja transportu masy
metodg Cranka-Nicolson.
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Rysunek 1: Geometria uktadu, w ktérym rozklad gestosci u(z, y,t) zmienia sie ze wzgledu na adwekcje
w polu predkosci i pod wpltywem dyfuzji. Na lewym i prawym brzegu natozone sa periodyczne warunki
brzegowe — plyn przeptywajacy przez prawy brzeg pojawia sie na lewym brzegu.

Na zajeciach wykonamy symulacje transportu masy rozwiazujac rownanie adwekcji-dyfuzji

?;; = —¥-Vu+ DV3u (1)

wykorzystujac niejawny schemat Cranka-Nicolson.

2 Dyskretyzacja, metoda CN, periodyczne warunki brzegowe, wa-
runki poczatkowe

2.1 Dyskretyzacja

Wprowadzamy siatke réwnoodleglych wezléw w przestrzeni (x,y) oraz na osi czasu (t)

t = t,=At-n, n=01,... (2)

Ar = Ay=A (3)

r = x;=A-i, i=0,1,...,n, (4)

y = yi=A-j5, j=0,1,...,n, (5)
u(,y,t) = uw@i,y,tn) = ui; (6)
v o= (V@) (@ yp) = (07, 07) (7)
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2.2 Metoda Cranka-Nicolson

Réwnanie (1) dyskretyzujemy stosujac dwupunktowy iloraz réznicowy ”do przodu” dla pochodnej
czasowej oraz symetryczne ilorazy réznicowe dla pochodnych przestrzennych
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Roéwnanie jest niejawne; aby je rozwiaza¢ przenosimy w; 7 na lewa strong i w kazdej iteracji (przejscie

tn — tnt1) relaksujemy ponizsze réwnanie 20 razy dla kazdego wezla (i, j)
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gdzie p =0,1,2,...,20 jest numerem iteracji Picarda. Na starcie przyjmujemy dla wszystkich wezléw
1\#=0
(uf;r ) = u; (10)

2.3 Warunki brzegowe
Na lewy i prawy brzeg naktadamy periodyczne warunki brzegowe. Oznacza to, ze
e lewym sasiadem wezta (0, 7) jest (ng,7)
e prawym sasiadem wezla (ng,7) jest (0, 7)
Dolny i gérny brzeg oraz obrys zastawki omijamy (réw. adwekcji spelnia je automatycznie, bo Uyy.eq =
0, ale réw. dyfuzji juz nie i musimy o tym pamietad).
2.4 Pole predkosci

Pole predkosci wygenerujemy majac do dyspozycji funkcje strumienia (wezytywana z pliku). Poza
brzegami i zastawka predkosci wyliczamy z definicji, v* = a—z’ oraz v¥ = —g—’ﬁ, zastepujac pochodne
symetrycznymi ilorazami réznicowymi

. Vi1 — Yij-1

vy = o =2 e =1 =120y =] (11)
W= —% i=1,2,...mp—1, j=12...n,—1 (12)

Na zastawce ustalamy
V5=V =0, d=i1,...,02,5=0,...,5 (13)



na dolnym i gérnym brzegu
Viﬁ):V-y =0, 1=1,...,np,—1

1,My

a na lewym i prawym brzegu przepisujemy predkosci z sasiednich wezléw

xr — €T ;o
‘/07‘7' = Vlyj’ ] = 0,1,...,ny
xr _ T N
anhj = an_Lj, ] —0,1,...,ny

2.5 Warunek poczatkowy

Jako warunek poczatkowy [u(z,y,t = 0)] przyjmujemy ponizszy rozklad gestosci

exp (_ (z—2a)*+(y— yA)2>

u(x,y,t =0) =

2mo? 202

gdzie: (x4,y4) to polozenie srodka gestosci, a o to rozmycie.

2.6 Algorytm dla ré6wnania AD
Pseudokod

inicjalizacja parametroéw: ng, ny, i1, i2, Jji, D, A
utwérz tablice: u%, u',vy,v®,vY

wczytaj funkcje strumienia: ¥

wyznacz pole predkosci: v*, oY
WYZNacz: Umar, At

inicjalizacja gestosci: u’ = wzér (17)

FOR IT=1 TO ITMAX STEP 1 DO

//start iteracji Picarda
inicjalizacja kolejnego kroku: u =wu
FOR K=1 TO 20 STEP 1 DO
FOR i=0 TO n, STEP 1 DO
FOR j=1 TO ny-1 STEP 1 DO
IF((i,j) € (zastawka)) THEN
CONTINUE
ELSE IF(i==0 || i==n,) THEN
uj ; = wzor(9) + periodyczne WB
ELSE
u}’j = wzbr(9)
END IF
END DO
END DO
END DO
//zachowujemy rozwigzanie do nastepnego wywolania

u = u!

wyznacz i zapisz do pliku: ¢, Z4

END DO

(17)



3 Zadania do wykonania

1. W obliczeniach uzy¢ parametrow: n, = 400, n, = 90, i1 = 200, io = 210, j; = 50, A = 0.01,
c=10-A, x4 =045, ya = 0.45.
2. Wezytaé funkcje strumienia z pliku ”psi.dat”, format:

int i, int j, double %

3. Wyznaczy¢ pole predkosci. Stworzy¢ mapy predkosci v*(z,y) oraz v¥(z,y). (20 pkt)
Uwaga: V¥ powinno by¢ wszedzie dodatnie (przeplyw w prawa strone), a V¥ dodatnie przed
zastawka 1 ujemne za nig.

Wyznaczyé krok czasowy At wedlug wzoru:

At = =

- )
4vmaz

(18)

gdzie Vg, to maksymalny modul wektora predkosci (nalezy najpierw znalezé punkt 4,7, dla

ktérego modut predkosci | ;| = \/(Uf’j>2 + (v%)Q jest najwiekszy).
4. Zaimplementowaé algorytm dla réwnania adwekcji-dyfuzji.
5. Wykonaé¢ symulacje dla D = 0 (brak dyfuzji). Sporzadzi¢ wykresy:
e calki gestosci c(t)

c(ty) = Zuf] A2 (19)
1,J

Uwaga: wartosé ¢(t) moze odchylaé sie od 1 o +0.005.

e Sredniego potozenia pakietu w kierunku 'x’

T (tn) = Zl'z : qu : A27 (20)
i?j

e 5 map rozktadu w(z,y,Ty) dla Ty, = k - tyaz /5, k = 1,...,5, timae = IT-MAX - A. War-
t0S¢ tmaz (lub inaczej: IT_M AX) dobraé¢ (empirycznie) tak aby na wykresie z s, (t) widoczne
byty 3 maksima.

Za komplet wynikéw (50 pkt)

6. Powtorzyé obliczenia z poprzedniego punktu dla D = 0.1, stworzy¢ wykresy c(t), xs-(t) oraz
mapy u(x,y,Tx), k=1,...,5. (30 pkt)
Uwaga: wartosé ¢(t) powinna male¢ w czasie (pakiet znika) ze wzgledu na dyfuzje.

4 Przykladowe wyniki
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Rysunek 2: ¢(t) oraz xs,(t) z dyfuzja oraz bez. Przejécie od maksimum do minimum oznacza ze pakiet
przechodzi przez prawy brzeg (r = Zmae) 1 pojawia si¢ na lewym brzegu (x = 0).
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Rysunek 3: Rozklad gestoéci w trzech wybranych chwilach czasowych dla D = 0.1. Na trzecim rysunku
widac, jak pakiet przechodzi przez prawy brzeg i pojawia sie na lewym brzegu.



