Projekt 9: Dyfuzja ciepta - metoda Cranck-Nicloson.
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Rysunek 1: Siatka weztéw uzyta w obliczeniach z zaznaczonymi warunkami brzegowymi: Dirichleta
(czerwony) i von Neumanna (niebieski).

Na zajeciach znajdziemy rozwiazanie zaleznego od czasu réwnania dyfuzji (7' = T'(z,y, 1))

oT
VT = — 1
T (1)
Roéwnanie to zdyskretyzujemy na siatce, zapiszemy w postaci macierzowej i znajdziemy jego rozwia-
zanie w kolejnych chwilach czasowych przy uzyciu metody Cranck-Nicolson (do rozwiazania ukladu
réwnan liniowych w tej metodzie wykorzystamy rozklad LU). Geometria ukladu wraz z siatka weztow,

w ktérych wyznaczona zostanie temperatura pokazane jest na rys. 1.

1.1 Dyskretyzacja rownania + metoda CIN

Najperw definiujemy siatke wezléw, dla polozenia (x,y) i czasu (t)

Az = Ay=A (2)
x, = i-A, i=0,1,2,...,n, (3)
Yy = j'Av j:071a2?"'7ny (4)
t, = n-At, n=0,1,2,... (5)
(dolny indeks - polozenie, gérny - czas).
Zapisujemy réwnanie (1) korzystajac ze schematu C-N
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zastepujemy pochodne ilorazami réznicowymi [d2 f /da? = (fir1 — 2fi + fi—1)/A?] i grupujemy wyrazy
wzgledem chwil czasowych
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At
= Ta5A2 ( v+ T — AT + T + TiT,Ljfl) - T (8)

Dokonujemy teraz reindeksacji weztéw (pare wskaznikéw (i, j) zastepujemy jednym [)

| = i+j-(na+1), 1=01,2,....N 9)
N = (ng+1)-(ny+1) (10)
j = floor(nxgl) (11)
)

i = l—j5-(ny+1) (12
Roéwnanie 8 mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej
AT =B.T"+¢ (13)

[uwaga: pojawienie si¢ wektora ¢ nie wynika bezposrednio z réwnania (8), ale dodali$émy je aby zapewnié¢
spelnienie warunkéw brzegowych von Neumanna, dla WB Dirichleta przyjmujemy ¢ = 0. (géra/do6t
na rysunku 1],
oraz z uwzglednieniem tylko niezerowych elementéw macierzowych
aLi—ne T+ aga TP + ad T+ aga TP + gm0
= bgene 1T oy + T2y + 0T+ b Ty + brggn, 41T, 41 @ (14)

1.1.1 Niezerowe elementy macierzowe z uwzglednieniem WB

e Wnetrze obszaru (szary obszar na rysunku)

i = 1,2,...,np—1 (15)
jo= 1,2,...,n,—1 (16)
At
Ulopg—1 = Q-1 = QL = Alng+1 = 55 (17)
2At
apr = TAZ 1 (18)
At
bii—n,—1 = bri—1 =041 = bri4n,+1 = “oAZ (19)
2At
bl}l — F - 1 (20)

e WB Dirichleta (lewy i prawy brzeg)

i = 0,ng (21)

Jj = 0,1,2,...,n, (22)

ag; = 1 (23)

by = 1 (24)

g = 0 (25)

e WB von Neumanna na géornym brzegu dla chwili n + 1
o1+
= —kp(T"' - T 26
a9y B( B) (26)



po zastapieniu pochodnych ilorazami jest nastepujacy
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a po reindeksacji weztéw i po pogrupowaniu wyrazéw
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gdzie
i = 1,2,...,n,—1
j = Ty
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L + kA
¢ = Tp (wektor c)
b« = 0, (caly wiersz)

e WB von Neumanna na dolnym brzegu dla chwili n 4 1
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po zastapieniu pochodnych ilorazami jest nastepujacy
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x = —kp(T} = Tp)

a po reindeksacji weztéw i po pogrupowaniu wyrazéw
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gdzie
i = 1,2,...,n,—1
g =0
1
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Lil4+ng+1 ]CDA
¢ = Tp (wektor c)
by« = 0, (caly wiersz)
1.1.2 Warunki Poczatkowe
WP narzucamy na wektor startowy 70
T} = Ta, i=0,j=0,1,2...,n,, (lewy brzeg)
) = To, i=ng j=0,1,2...,n,, (prawy brzeg)
Tlo = 0, w pozostalym obszarze
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2 Algorytm CN

Algorytm CN dla réwnania dyfuzji w wersji macierzowej

inicjalizacja: A, B, ¢, T = T0
oblicz rozktad LU: A
FOR it=0 TO IT_MAX STEP 1 DO

d=B-T+¢ //T=T"
rozwigz ukl. réwn (LU): A-T=d //T=T""
END DO

3 Zadania do wykonania

W obliczeniach do znalezienia rozktadu LU, rozwiazania uktadu réwnan liniowych, mnozenia macierz-
wektor czy dodawania wektoréw nalezy uzy¢ biblioteki numerycznej np. GSL (lub innej dostepnej na
Taurusie).

1. W obliczeniach nalezy uzy¢ wartodci parametréw: n, = 40, ny, = 40, N = (ngy +1) - (ny +1) ,
A=1,At=1,Ty =40, Tg =0, Tc =30, Tp = 0, kg = 0.1, kp = 0.6, IT_MAX = 2000.

2. Utworzy¢ macierze A[N|[N], B[N][N] oraz wektor ¢[N] i wypeli¢ je zgodnie z wzorami zamiesz-
czonymi w sekcji 1.1.1

3. Utworzy¢ wektor startowy T'[N] i narzuci¢ warunki poczatkowe (sekcja 1.1.2)
4. Znalez¢ rozklad LU macierzy A (GSL)
5. Zaimplementowaé algorytm CN (sekcja 2)

6. Wykona¢ IT_MAX krokdw.

7. Dlait = 100,200, 500, 1000, 2000 sporzadzi¢ mapy rozktadu temperatury w pomieszczeniu T'(x, y)
(50 pkt.)

8. W stanie ustalonym réwnanie dyfuzji redukuje sie do V27T = 0 (brak zmian w czasie - znika po-
chodna czasowa). Dla it = 100,200, 500, 1000, 2000 prosze sporzadzi¢ mapy rozktadu V2T(z,y)
i sprawdzi¢ czy tak jest. (50 pkt.)

4 Przydatne procedury z biblioteki GSL

e rozklad LU
int gsl_linalg LU_decomp(gsl_matrix * A, gsl_permutation * p, int * signum)
Po wywotaniu procedury znaleziony rozktad LU jest wpisany do macierzy A

e rozwigzanie ukladu réwnan z uzyciem LU

int gsl_linalg LU_solve(const gsl_matrix * LU, const gsl_permutation * p,
const gsl_vector * b, gsl_vector * x)

e mnozenie macierz-wektor (BLAS 2)



y=aop(A) -7+ By
op(A) = A AT AH

int gsl_blas_dgemv (CBLAS_TRANSPOSE_t TransA,
const gsl_matrix * A,
double beta,

(TransA =

gsl_vector * y)

CblasNoTrans, CblasTrans,

e dodawanie dwoch wektoréw (BLAS 1)

y=al+1y

int gsl_blas_daxpy(double alpha,

5 Przykladowe wyniki
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Rysunek 2: Wyniki dla ¢ = 100
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