Rownanie falowe

Rownanie dyfuzji oraz dyfuzji-adwekcji — typowe paraboliczne (opisuje dazenie do réwnowagi).

Dzi$ zajmiemy sie typowym réwnaniem hiperbolicznym (oscylacje: mechaniczne, elektryczne,
elektro-magnetyczne)
rownanie falowe (dla struny)

u(x,t)

(Il zasada Newtona F=ma)

Pu(w,t)

T, T sin(a) + Ty sin(3) = p(x)dx 12

sita naciggu struny T (kierunek poziomy):
T =T cos(a) = Th cos(f)

€T Pulx. t
o I)d:z: U(I )
Ot?

— tan(a) + tan(3) =



Rownanie dyfuzji oraz dyfuzji-adwekcji — typowe paraboliczne

Dzi$ zajmiemy sie typowym réwnaniem hiperbolicznym
rownanie falowe (dla struny)

(dazenie do réwnowagi).

(oscylacje)

el u(x,t)
Ju
tan(a) = —|.
() e .
uwaga:
x+tdx () — C)i|
T, an(o) = O x+de
X
Tl
02
, plx)  Ou(x,t)
—tan(a) + tan(p) = dx———
(0) + tan(9) o
0, ), N 2.,
1 %l o @l _ plx) O u(x,t)
T ‘h £ZT
dx — 0 drx \ Ox or T Ot?
2 9
0 1 0°u T

— (.‘(;1‘) =

oxr 2o

| ——

(predkosé rozchodzenia

p(x) sie drgan)



O*u  ,0%u
— = " —
Ot? Ox?

c — state: Ogdlne rozwigzanie dla nieskonczonego osrodka (d’Alamberta)

Q+ g g—cﬂ u(x,t) =0
ot ox)\ot  ox)

dowolna funkcja
U(IE t) — f (35' L Ct) drgania rozchodzace sie bez zmiany ksztattu

[brak dyspersji w rownaniu falowym]

aZu . CQ 6271’ Liniowos¢ rownania:
o2 Ox2
O*(u+v)  ,0%(u+0v)
= C
— 2 2

8t2 8332 zasada superpozycji



Liniowos¢ rownania i zasada superpozycji:

F=exp(-(x-0.5+ct)?)
+exp(-(x+0.5-ct)?)

X

Sygnaty mijajg sie bez zmiany ksztattu [(jedna fala przenika druga.]

poniewaz rownanie liniowe: jesli wskazemy baze zupetng funkcji ze znang
ewolucjg czasowg = problem rozwigzany
baza: mody normalne (fale stojace) (drgania wtasne)



baza: mody normalne (fale stojgce) (drgania wtasne)

Dwupunktowe warunki brzegowe
u(0,t)=u(L,t)=0

x=0

Poszukajmy rozwigzan, w ktorych tylko amplituda (a nie ksztatt fali) nie zalezy od czasu:
u(x,t)=X(x)T(t)

//’ o \t=0
/ t=t2
‘ t=t3 \\ ‘
*u  ,0u -/ tlzt
— C —— T
ot> Oa? T(t)=cos(w t+¢)=
Ccos(w t)+D sin(w t)

1 d?T(t) ¢ d*X(x) )

[gdy gestosé struny zmienna ¢ moze byc¢ funkcjg potozenial]



Rownanie na czes¢ przestrzenng fal stojgcych (drania wtasne, drgania normalne)

2 9 . o
d= X, (x) w2 LRI ¢ PN
2 - nf.)./,\,;\/‘?'l- oy T(t) di? X(z) da?
ax- ()

Dla ¢ niezaleznego od x:

d*X, () Py k-liczba falowa, wektor falowy
dr2 —k, X0 () k=27/ & tutaj A dtugoéé fali
| k=w/c

X, (x)=sin(k x)

WB: spetnione, gdy X(0)=X(L)=0
k,=nr/L
Fale stojgce:

L = =\ Miedzy warunkami brzegowymi
) " catkowita liczba potéwek dtugosci fal..




2 = —/{:an(x) warunki brzegowe: kwantyzacja k — kwantyzacja w
72
1 &Tt) & d&PX(x) o,
T(t) d2 — X(x) daz2 —  °
X (x)=sin(k x), T =sin(w,t), cos(w,t) C = \/ T / P
kn:njz'/L T oznacza naciag struny

k=w/c — " @ =Ckn

Wiemy, ze nizsze tony
przestrzenne drgania wtasne nie zalezg od c, daja struny o wiekszej grubosci [ p ].
ale czestosci tak.
Wiemy rowniez, ze
im silniej struna naciggnieta tym
wyzszy dzwiek.




Drgania wtasne dla zmiennej gestosci struny

- = 5/ \/Y?l(*r\)
Sy

W przypadku ogdlnym [c=c(x)] przyda sie rachunek numeryczny. Wyliczy¢ X, oraz w,

p(x)

X, (x +Ax) = —Az?p(a ) "X, () — X, (v — Ax) + 2X,,(x)



Réwnanie wtasne z warunkami brzegowymi: Metoda strzatow.

;42
X.(x+ Az) = —Az?p(x) ‘%X () — Xolx — Az) 4+ 2X,(2)
0

W<® }59
w — parametr rownania A
o — doktadna wartos¢ wtasna

@

w X, wstawi¢ warunek brzegowy
ale co wstawic¢ za X, ?? (dla réwnania Poissona opisywanego dla metody Numerowa
to byt powazny problem)

dla drgan wtasnych wstawiamy cokolwiek
(rbwnanie wtasne jest jednorodne rozwigzania okreslone
co do statej multiplikatywnej )



2
Test metody dla p(x)=1 WS
(L=1, Tg=1) 9(r) = P(é’ﬁ)ﬁ

Analityczne: k,=nz /L

i . .
k =0 .57/L ol| Miejsca zerowe — a
wartosci wiasne
N i przy ktérych funkcje wtasne
0‘6 20 spetniajg prawy warunek
\\é 0} 7 brzegowy
X \} N ?7' ~ T .
VANRE ¢
SN X,
/( <
k=K =2m/L ol —
! . ! 012345678 9101112
0 1

X /T



O/

Przyktad: p(x)=1+40(x-1/2)? (struna ciezsza przy mocowaniach)

O 1 1
0 100 200 300 400 500

a

o.=0 — czestosci wtasne rownoodlegte
Czestosci wtasne malejg z o (ciezsza struna)
duze o — czestosci grupuja sie w pary

40

20

W kazdej parze: funkcja parzysta

I nieparzysta.

Srodek struny — prawie niewazki,

na czestosci wptyw ma ksztatt funkcji
przy brzegach — a tam zblizony dla
kazdej funkcji z pary

11



Drgania wiasne a ogdlne rozwigzania rownania falowego

Rownanie ogodlne:

O*u 50
= C ——

o2 Ox?

Warunki poczgtkowe:
u(x,t=0) oraz v(x,t=0)=du/dt

o @ Zadac wychylenie

$ l i predkosci
|

roztozy¢ warunki poczgtkowe na drgania wtasne
problem zaleznosci czasowych jest rozwigzany

12



Drgania normalne a ogdlne rozwigzania rownania falowego

Rownanie ogodlne:
Warunki poczgtkowe:

u(x,t=0) oraz v(x,t=0)=du/dt
O*u 50

Ot? dx?
o @ Zadac wychylenie
l i predkosci
}

roztozy¢ warunki poczgtkowe na drgania wtasne
problem zaleznosci czasowych jest rozwigzany

>0 & @]
u(x,t) = Z Cp, sin(kpx) cos(wpt) + Z sp sin(k,x) sin(w,t)

n=1 n=1

du(x,t) > 0
T - Z CnlWn sii ( A?”';I") S ( Wn, t) + E SnWn Sin ( kf?'z.if) COS(wnt)
o 1

n«')—“
=1 re— 1L

v(x,t) =

w chwili t=0, za ksztatt struny odpowiadajg wspétczynniki c,
a za predkos¢ — wspotczynniki s,



Superpozycja drgan wtasnych:

>0 >0
u(x,t) = Z cp sin(k,x) cos(wpt) + Z Sp sin(kyx) sin(w,t)
n=1 n=1

Uwaga: dla réwnan
dyfuzji i adwekcji warunek
poczatkowy byt tylko jeden
du(w,l = 0) — h(x) Czasowy rzad réwnania byt = 1.
dt: o Dla réwnania drugiego rzedu w czasie,
wartos¢ u(x,t=0) nie wystarczy dla jednoznacznego
okreslenia rozwigzania.

Warunki poczgtkowe u(z,t =0) = g(v)

o0
g(x) = Z ¢, sin(k,x)
1

L
n= > / sin(k,,x)drx
0
h(x) = E Spwp Sin (k) —
n=1 9 L
Cn = 7 / g(x)sin(k,x)dx
L Jy
9 L .
Sy = h(x)sin(k,x)dx
LW‘?'L J0
L onma. . mamz L , ,
Sll’l(—) SlIl( )dbb = —Onm dla drgan wtasnych jednorodnej struny:
0 L L 2 Dyskretna sinusowa transformata Fouriera
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rozktad na mody normalne

o0
Q(SL) — Z Cn Sin(kn;z:) na przedziale (O,L) kn — —

n=1

L
n =T / g(x)sin(k,)dx
0

Rozwiniecie w szereg Fouriera:

g(x) = okresowa, odcinkowo ciggta z okresem T:

50 TL7T
L) CL() . . b 3 . OKn; — 2
g(x) = 5} + (an, cos(opx) + by, sin(o,x)) T
n=1
9 A
Ay = T / g (05 Wn T )dr Rozktad na drgania normalne a szereg Fouriera:
0 drgania podlegte warunkom brzegowym g(0)=g(L)=0.
9 T dla naszego problemu L to dfugos¢ struny i nie ma
= (] T sin u) T)d’r interpretacji okresu (na strunie miesci sie potowa dtugosci fali).
T O T



Warunki Dirichleta zbieznosci szeregu Fouriera

g(x) = % + Z (an cos(op) + by, sin(o,x))

n=1

Rozwiniecie Fouriera zbiezne w sensie jednorodnym

N 2
lim / g(x) — — — (@ cos(0px) + by sin(o,x))| de =0
[

N —oo

n=1

oileg(x) 1) catkowalna w kwadracie
2) odcinkowo ciggta » rozwiniecie Fouriera dazy do g(x) ,, prawie wszedzie”
tzn. poza punktami dyskretnymi punktami
(rozwiniecie Fouriera jest wszedzie ciggte!)

Twierdzenie Dirichleta: W punktach nieciggtosci szereg Fouriera zbiezny
do g(x)=[ g(x-0)+g(x+0) ] / 2

tw. Dirichleta nie rozwigzuje wszystkich problemow

16



dla struny: pewien praktyczny problem z kanciastymi (nierézniczkowalnymi)
warunkami poczatkowymi.

1
Fala prostokgtna
-1
-T 0 T
a =
g(x) = ) + Z (a,, cos(o,x) + b, sin(0,x))
: _ n=1
Uy = —f g(x) cos(wpx)dr =0
T —T
b — 1 [ o() sin(wnz)da = ( % dla n nieparzystego
"o, _W‘} CoTATne i 0 dla n parzystego

g(:c)_%<sin(x)+w+@+...)

W punkcie nieciggtosci = [g(0-)+g(0+) ]/2=(-1+1) /2 =0

17



_4§:s (2n + 1))
_7r — 2n + 1

Nad nieciggtoscig wartos¢ schodka
przestrzelona o okoto 18%

v

Na PC pracujemy ze skoriczonymi bazami:

N=15 , .

Rownania rozniczkowego przez rozktad
N=55 warunku poczgtkowego na drgania wtasne
N=100 Zjawisko Gibbsa nie rozwigzemy dokfadnie, jeéli
ten jest nieciggty.

w=0.08949 (stata Wibrahama-Gibbsa)

00 02 04 06
X

18



Na PC pracujemy ze skoriczonymi bazami...

Zbieznosc szeregu Fouriera w sensie bezwzglednym

>0
a
g(x) = 50 + Z (a, cos(opx) + by sin(o,))

n=1

Szereg jest bezwzglednie zbiezny jesli mozna go obcig¢ na pewnym wyrazie

rozwiniecia:
>0

la,| + |bn| < o0
n=1

Rozwiniecie fali prostokatnej nie jest bezwzglednie zbiezne:
- 1

1 —
—— — OO  Bo 0gdlny szere — an + b
Z on + 1 gomy S281€9  m=1

n=1 harmoniczny jest rozbiezny

Whniosek: w skoriczonej bazie funkcji wtasnych mozemy
rozwigzywac tylko problemy z warunkiem poczatkowym,
ktdrego rozwiniecie w szereg Fouriera jest bezwzglednie zbiezne

- g(x) - schodkowa, o

_ 2
- h(x)=exp(-x7), |a|

3
L
-+ +++
+ Thetasag,
-Aﬁﬁﬂﬁﬂﬁﬁﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

O 10 20 30 40

n

19



0%u 9 0*u
_ C
Ot? Ox?

metoda roznic skonczonych, zamiast rozktadu na drgania wiasne (ktory moze by¢ wolnozbiezny)

roOwnanie falowe ciag dalszy

Rozwigzanie numeryczne: dzielimy strun¢ na N fragmentow,
dla kazdego z nich rozwigzujemy réwnania Newtona
(zabieg odwrotny do wyprowadzenia rownania rézniczkowego)

dr

V=—

dt
v(x,t) - predkosc a — ﬂ — E
dt m

u(x,t) - wychylenie

z rOwnania falowego:

a(x,t)

ul(r+ Axst) +u(r — Az, t) = 2u(x, 1)
- Ax?

20



Schemat Verleta (popularny dla symulacji dynamiki molekularnej)

_dr

\Y V=—
dt Schemat Verleta
IV F Phys. Rev. 159, 98 (1967)
TF Tu T m

m

Pomyst: rozwina¢ potozenie r w chwili #+A4¢ 1 t-At w szereg Taylora

dr(t) Ld°r(t) , , 1d°c(t) . i
= — — At At
r(t+ At) =r(t) + g7 At + 5 At” + & + O(AtY)
1 1 dr(t
r(t 4+ At) = r(t) + V(1) At + Ea(t)AtQ + 2 dzg )At?’ + O(AtY)
1 1 dr(t |
r(t = Af) = x(t) = V()AL + ga(t) A — d’;g ) A + O(At)

tylko o jeden rzad
r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + a(t)At* + O(At*) | mniej dokladny niz RK4

21



r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) +a(t)At* + O(At?)|  Schemat Verleta

Jesli chodzi nam tylko o tor ruchu: swietny schemat.
Nie uzywa predkosci, ale ta czgsto potrzebna potrzebna:
np do wyliczenia energii, ale rowniez : sit (np. oporu, Lorentza)

jesli sity niezalezne od predkosci, a informacja o nich potrzebna jest do innych celow
mozna - wykona¢ krok do t+At, a potem

B B rzad bledu wyzszy,
V(g = fE+ At —rt At) O(A2) «———  weiaz doktadnie dla ruchu
(t) + O(Ar)
2At jednostajnie przyspieszonego

a state miedzy t a At

jesli sity zaleza od predkosci: nie wykonamy kroku do t+At, mozemy co najwyzej:

r(t) —r(t — At)
At

V(t) = + O(At)  kiepsko: wynik dokfadny tylko dla a=0

22



predkosciowa wersja schematu Verleta
(dajacy predkosci jednoczesnie z potozeniami)

Potozenia — poswigcamy jeden rzad doktadnosci:

et + At) = () + V(£)AL + %a(t)AtQ + O(AF)

Potrzebny przepis na predko$¢ w chwili t + At z bledem O(At?):

Rozwina¢ r w Taylora wzgledem punktu t+ At:

1 ‘
r(t) = r(t+At) = V(L + At)AL + Za(t + ADAE + O(A?)

Dodac¢ stronami:

V(t+At)=V(i)+ %(a(t + At) +a(t)) + O(At?)

Wzory podkreslone na czerwono — Verlet predkosciowy.

(wzor potencjalnie
niejawny)

23



bt + A = £() + V(DAL + 2a(D)AL + O(AF)

2
At ,
V(t+ At) =V () + 7(a(t + At) +a(t)) + O(At?)
Verlet predkosciowy
VIt + At/2) = V(1) + %a(t)

r(t 1 At) — I'(t) + AtV(t + At/2> - Inny (popularny) zapis wzoréw w

czerwonej ramce

At
V(t+At) = V(t+ At/2) + —-a(t + At)

uwaga: jesl sity (przyspieszenia) zaleza od predkosci
ostatnie rOwnanie jest niejawne

24



Rozwigzania numeryczne 1. (laboratorium)

L=1 u(x’ U

u(x,t=0)=exp[-100(x-0.5)?] 1

V(x,t=0)=0 | 0.7
0.4

1.0 <0.5¢8 o
-0.4

Odbicie ze zmiang
fazy (idzie gora , wraca dotem)

0.0
0

25



Rozwigzanie numeryczne 2.

Moze si¢ swobodnie

: przesuwac po mocowaniu
Swobodne warunki brzegowe: /

na brzegach na strun¢ nie dziala zadna sita pionowa:

Warunek brzegowy (9 U
Neumana (na pochodna) ‘ _ 0
zamiast Dirichleta Or (z=0,t) —

(na wartos¢ funkcji)

100 Odbicie bez zmiany fazy: idzie gora, gora wraca

0.80 —

0.60 —

0.40 —

0.20 —

T T 1 T

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



energia drgania:

1E = 2 p(2)dav? (. t) + ~Toda | 2 2
— — : U\, — X e
2,0@ X , 510 e

kinetyczna Potencjalna: odksztalcenie struny

| 1 L rou\’
— — . ; _T — d /
E 5 /0 vi(x, t)dr + 5 0/0 (dl) x

Dla pojedynczego modu wtasnego U (ZL t) — Sin(k‘nﬂ?) Sjn(wnt)

2 L Az ‘ L ‘
E = % P cOS> (wpt) / sin? (knx)dx + %Tm Sil’lz(w‘nt) / (:()3“)(k:-n_:f:)d:r;
0 0
I = 7[) COS (w.n,t)a + ETU sin (w.n,t)a T,=pc?
L 9 9 . 9 . . . .
F = —( kc) P (COS ((,unt) + Sin ((,unt)) <— Kinetyczna na potencjalng si¢ zmienia,
4 catkowita zachowana

27



Analiza chwilowa drgania

>0 >0
u(x,t) = Z cp sin(k,x) cos(wpt) + Z Sp sin(kyx) sin(w,t)
n=1 n=1

Rozwiazujac réwnanie falowe schematem Verleta mozna z zaleznosci czasowych
wydoby¢ czestosci wlasne bez koniecznosci rozwiazywania rownania wtasnego

Gdy drgania thumione - cz¢stos$¢ przestrzenna modow witasnych nie ulega zmianie
(zobaczymy), ale czasowa — tak.

Analiza chwilowa drgania na podstawie wychylenia zaleznosci potozeniowych =
wychylenia g(x) 1 predkosci #(x) w danej chwili.

2 L
Cn — 7 An:f' dx
T /0 g(x) sin(kyx)dx

I,
Lu,n/ h(z)sin(k,x)dz

238



Rownanie fali thumionej

8211, 9 82 U du a > ( = stata thumienia
— C 20— ¢ niezalezna od potozenia

B Ox? dt

Opory zwigzane z pre¢dkoscia struny [np. powietrza]

Warunki brzegowe u(x=0,t)=u(x=L,t)=0
Warunki poczatkowe u(x,¢) oraz v(x,¢).

Mody normalne dla fali thumione;:
Poszukajmy rozwiazania metoda separacji zmiennych u(x,t)=X(x)T(t)

XT" = X"T —2aT'X/ : XT

anlli 'sPNa ali 2 cze$¢ przestrzenna bez zmian!
1 yay - C 2\ 2
| - — = —W"- >
| E— E— > .
T T X )(n (X) _Sln(knx)
......................................................................................... —
k=w/c

29



Czes¢ przestrzenna: pp—

™ 2a1" (mm)2
T T "

T" +2aT" 4+ w:T =0

wstawiamy T=exp(rt), rOwnanie charakterystyczne: exp(rt) [ r’+2ar+w,?] =0,
szukamy rozwiazan na r

mozliwe przypadki: 2 pierwiastki rzeczywiste, jeden podwdjny, obydwa zespolone

Warunki poczatkowe: T’(t — O) — () Struna spoczywa w chwili poczatkowe;

T(t — O) — 1 Rozwiazanie okre$lone co
do statej multiplikatywnej (rdwnanie jednorodne)

) _
ol s N e AN
Wn < @i oexp(—at) (cosh {y/a? —wit ) + —=—sinh { \/a wna”
W‘.rl
") = —— oexnl—at) [1 + ot
AL rE}\L/ 3 W;L L= \J\-t/\ l_/[[,/f L:— | MLJ
AT T 'l nll B B T W} s ‘-l' f\‘_ d B s “_‘ /_'l-" ]
Wy > G -:Api\—u.-t) COS (v‘ wé — uJ-)f) i = Sin (V w,?)l — u,-zf)
L i u—’é—az J
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T,(t) =< w,=a: exp(—at) [1 + at]

\ L

@,= ncr/L
L=1,c=1, w,= n7x

wp < a: exp(—at) |cosh ( a — wﬁ() + ———sinh ( a® — wﬁ!.)}

2 2!
a“—w;,

Wy —a=

e Y eos 2 _ 2 a___ g 2 _ 2
w, >a: exp(—at) |cos ( w2 —a 1‘) + ——2—sin ( w2 —a T)]

Stabe tlumienie a<w,
a=0.5
a=0

Drganie
Z o,

. \ / I~
-0.51 \ .

-1.0
01 2 3 4 5 6

Poza zanikiem drgania
widzimy zmniejszenie czgstosci

a=8, wl 1 w2 = ,,przettumione”
pozostate ,,thumione”

1.2

-0.4 |
0 1

Najpierw zgasng wyzsze ttumienia
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Rozwigzanie rOwnania fali thumione;

AV IR AV IR ..
o w 2(} u i
=2t 20
ot ox dt
rozwigzanie ogolne:
(x.
u(x, t) = cn Ty () sin(k,x)

n=I1

Polozeniowa analiza Fourierowska

- rozklad na mody normalne w danej chwili : € (t)
= ¢z€SC przestrzenna nie zmienia si¢ pod wptywem tlumienia.

(x.
L
: L
u(x,t) = Z Cp sin(kp ) cos(wpt) / u(x, t) sin(k,x)dr = Cny cos(wpt)
0

n—1

Z‘”‘ / " o ) sin (k)  sinunt
. . VT, 1) S Kpl)ar = —WnCp— SIN{Wnpl
f[}(ﬂj’ f) = —w, Cph S]Il(ATn_[E) sm(wnt) /s l ( ) ) ( n ) Wntn 9 Wn )

n=1 \
A aby wydoby¢ ¢, : drugie rOwnanie
w ogolnosm wydzielimy przez ,, podniesiemy
zalezne od czasu w kwadracie i dodamy
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(3 L u(x, t)sin(k,x)d \ ( Lz(a: t)sin(k,x) dﬂf\

L / Lwn j 0
it wagledny: T = s
udziat wzgledny: n o oc 2
Z?n:l C-'m,
Przyktad: L=1 E=K+P (kinetyczna+potencjalna)

W chwili poczatkowej pakiet f(x,t=0)=exp(-100(x-0.5)?)
<<>X >v > >

\\
a=8 )
@ Spadek E najszybszy gdy K najwigksze

»
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=0 0.04

0.03—N=1

N C '
oS 0.02

0.01F

0.00

0

—+ N

Parzyste n nie wnosza przyczynku (symetria)

0.03

a=0.5 0.02

AN C
&

0.01r

n=1

0

O.OO\EP‘NZ*

c

Wnp < a: exp(—at)

cosh ( a’ — w’ﬁf‘) +

W, = a: exp(—at) [l + at]
W, >a: exp(—at) ('()H( w2 — u'—’f) +
@, =N
0.60————— — Wszystkie mody

0.40

w thumione rownie
4_ . .
silnie

«— oscylujacy udziat

0.20 - 5 modow normalnych
By A
0.004————~——1——J, 1m wyzsze ®, tym
0 1 % 3 4 bardziej staly
wzgledny udziat
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a=4, wigksze tylko od o,

1.00
0.80-
0.60-
0.40

0.20-

0.00

o 1 2

s 1.00;

0.80
N o 0.60_
—
0.40
0.20
0.00
0 4 8 12 16
t
1.00 '
a=12 -
wicksze  0.80
od ®, 1, i _
= 0.60
—

0.40
0.20

0.00

0 1 2 3 4
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Laboratorium: R. hiperboliczne z niejednorodnoscia:
Drgania ttumione z sila wymuszajaca

F Sita przylozona punktowo

0% u 0% u ou

O12 — 2 - QCLE + CLF(:L" f)<— niejednorodnos¢

ap (1) = cos(wt) dla x = xg
FA5 Y7 0w pozostalyeh punktach

;

wymuszenie periodycznie zmienne
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Dla t=0 struna spoczywa (v(x,t)=0)w potozeniu rownowagi (u(x,t)=0)

Predkos¢ dzwigku = 1 Sita przytozona w $rodku struny x,=1/2

a=1
w=0.51

W=2T

\ u(x,t)

e - - - -

\ \ \ \ \ \
4 5 6 7 8 9 10

pojawia si¢ ,,stan ustalony” = drgania periodyczne.

et

czas

W stanie ustalonym ruch jest periodyczny z okresem
sity wymuszajacej (mode locking).
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Stan ustalony a energia struny

Sila przylozona w Srodku struny x,=1/2

Brakuje w, ??
Dlaczego?

Srednia energia w stanie ustalonym:

1 f2
< E e f E(t){ff

oty —t Jy,

Rezonans

<E>
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Stan ustalony a energia struny

Srednia energia w stanie ustalonym:

1 f2
Sila przylozona w $rodku struny x,=1/2 < B >= PR— f E(t)dt.
2 —t1 Jy,
Rezonans
[ I 1T I I I
n=1 =1
()
n=2 V

Brakuje w,, 7?

W s$rodku Oiéé

- 45678910
studni = wezet /b
dla parzystych n wipl
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<E>

mody z parzystym n wzbudzone gdy punkt
przytozenia przesunac¢ ze srodka

X

0

| I | I | I | I | I |

T I T I T I T I T I T I T I T I T I T
a=1

=05

XO: 0.4

I I I

i1

Krzywa rezonansowa w przyblizeniu opisana
przez sumg funkcji Lorentza

o0 2

s(w) = Z (w0 — wi)21+ (a/2)2

1=1

012345678910

w / pi

w; = \Jw? — a?

Sita sprze¢zenia = kwadrat 9 . 9.
wartosci modu normalnego w C; = Sl (Z’]T X 0)
miejscu przytozenia sity:
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<E>

Srednie energie stanu ustalonego a wzory lorentowskie

<E>

a=1 i a=

<E>

X0= 0.45
012345678910
w/ pi
[T T 7T T [ I
a=1 Rezonans a stata ttumienia
1a=1.5
A a=2
IKI/J a=3
1a=4
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Laboratorium 2: odbicie pakietu od granicy osrodkow

ot  p(x) Ox?
u(x — V') —exp —100(x — Vit — 1/4)%)

po=1

W/\/\

du 1 oy { Ll <
PRET = po dla x>




1

2

1

2

I dlax <
po dla x >

=100

Po

potozenie

czas
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Czesc¢ energii, ktora

pozostaje po 1zejszej stronie struny p=1

po odbiciu
1—+/po
I+./po

;

30r

lewa czesc¢ struny

czesc prawa

8.0 01 02 03 04 05
t
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Domena zaleznoS$ci (Domain of Dependence)
i kryterium stabilnosci CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

domena zaleznosci:

tylko zdarzenia z trojkata ograniczonego
charakterystykami moga

mie¢ wplyw na rozwigzanie w punkcie P

45



kryterium stabilnosci CFL

Numeryczna domena zaleznos$ci (Courant-Friedrichs-Lewy)

_ , [NUMERYCZNA PRZESZEOSC]
0%u 5 Ou

o

Ox?
schemat Verleta dla przyspieszenia danego przez prawa strong rownania:

w(jym+1)+u(g,n—1)—2u(j,n) Cou(j+1,n)+u(j—1,n)—2u(j,n)

=C 2 2

w(G+1.n) +u(j —1.n) — 2u(j,n)

w(j,n+1) = AL __
u(j,n+1) = ¢ N

—u(j, n—1)+2u(j, n)+O(At!, Ax?)

r_-n —I—_]._

czas O O O . /

v

Tj4+1 Ljt(n+1)

— 77NN
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kryterium stabilnosci CFL
(Conrant-Fried richs_Lewy)
u(j + L) +u( — 1,n) - 2u(j.n)

w(j,n+1) = EAL :
Y ) Ax?

—u(j, n—1)+2u(j, n)+O(At!, Ax?)

doktadna

cdt < dx

warunek: jak dla adwekcji

aby przekroczy¢ kryterium CFL (predkos¢ dzwigku): schematy niejawne
dla rownan mechaniki

standardowy schemat niejawny = schemat Newmarka

(dlaczego Crank-Nicolson si¢ nie stosuje?)
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algorytm Newmarka (uogolnienie predkosciowego Verleta,
standardowy chemat niejawny dla rownan opisujacych uktady dynamiczne)

W Verlecie predkoseionm it ) =u(t) +v(t)dt+dr/2 a(t)

uzywamy
przepisow:

zy=1/2 v(t+dt)=v(t)+dt [(I-pa(t)+ya(t+d)]

Czyli: w Verlecie: jawna formula na polozenie, potencjalnie niejawna na predkos¢
ta nie wystarczy dla bezwzgledne;j stabilnosci przy kroku czasowym cdt>dx (zobaczymy analiza v.Neumanna)

dla Newmarka: wprowadzamy niejawnos¢ (wazenie przyspieszen z terazniejszosci 1 przysztosci)
rowniez do wzoru na potozenia:

u(t+dt)=u(t) +v@)dt+dr?/2 [(1-2p)a(t)+2La(t+dt)]

algorytm predkosciowy Newmarka

zrodto: WJT DANIEL, computational mechanics 20 (1997) 272

zrobmy z tego formule potozeniowa: bez predkosci, za to dwupoziomowa (t+dt) wzgledem t, t-dt
wyeliminowac predkosci : Zl
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u(t+dt)=u(t) +v(t)dt+dt?/2 [(1-2f)a(t)+2La(t+dt)]

(*) v(t+dt)=v(t)+dt [(1-y)a(t)+ya(t+dt)]

dla kroku poprzedniego=

u(t)=u(t-dt) +v(t-dt)dt+dt’/2 [(1-2)a(t-dt)+2Pa(t)]

dla kroku poprzedniego =

v(t)=v(t-dt)+dt [(I-y)a(t-dt)+ya(t)]

u(t)=u(t-dt) +v()di+dt?/2 [(1-2B)a(t-dt)+2 fa(t)]-dE[(1-p)a(t-dt)+ya(t)]
l
u(t)=u(t-dt) tv)dt+de’/2 [(2y-2—1)a(t-dt)+(2-2y)a(t)]

|
u(t-dt)=u(t)-v(t)dt-de’/2 [(2y-2 —Da(t-dt)+(2 f-2y)a®)] | (*)

dodamy stronami gwiazdki aby usuna¢ pr¢dkos¢ ze schematu
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u(t+dt)=u(t) +v)dt+dt?/2 [(1-2P)a(t)+2La(t+dt)]

+ stronami

u(t-dt)=u(t)-v(t)dt+de’/2 [(-2y+2 +1)a(t-dt)+(2y-2B)a(t)]

l skasujemy predkosc¢

u(t-dt) tu(t+dt)=2u(t) +di?/2[2 fa(t+dt)+(1-45+2y)a(t)+(-2y+2 f+1)a(t-dt)]

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt) +de [ Pa(t+dt) +(1/2-2 f+y)at) +(-y+ f+1/2a(t-dt)]

algorytm Newmark = wersja polozeniowa, dwa parametry 7,3

dla porownania Verlet potozeniowy

, 07
u(t + dt) = dtza—; + 2u(t) — u(t — dt)

wagi przy przyspieszeniu: B+1/2-2B+y—y+p+1/2=1
(wszystkie wybory daja schemat, ktory w granicy matego dt redukuje si¢ do Verleta)
Newmark sprowadza si¢ do Verleta gdy y=1/2, =0 (maks doktadnos¢

lokalny btad czwartego rzedu)
rola y, B — zobaczymy jak si¢ sprawdzaja w praktyce

50



u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt) +de [ Pa(t+dt) +(1/2-2 f+y)at) +(-y+ f+1/2a(t-dt)]

u(ttdt)=2u(t) -u(t-dt)+de’[ fa(t+dt)+ ca(t)+ oa(t-dt)]

jak wykona¢ krok czasowy?

sposob rozwiazywania zalezy od wyrazanie na a
dla struny:

dt?
m+1  _ orm _ ygrn—1 rn+1 m+1  orm+l

o (Ul + U — QU;-) +0 (U + UpA =207 )]

Po przegrupowaniu wyrazow:
uktad rownan liniowych z macierza trojprzekatniowa

O @O
O OO
O OO

stencil:
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schemat Newmark MRS, struna
t:
di=dx 101 weztow

doklad Verlet
oadny (g, y=1/2) (B=12,4=172)  (B=112,y

Il
ek
N

7

y \/< ! 45

\‘\
W
7 I

o an

Y

dla dt=dx
_ 2 najlepszy wybor

/ B=0, y=1/2
- (Jawny, Verlet)

0.5




dla dt=dx
najlepszy wybor
B=0, y=1/2
(jawny, Verlet)

widzimy eksplozj¢
Verlet 1 rozwiazania z maksymalna
dla dt=dx*1.01 zmiennos$cia przestrzenna:

-10.00 | | | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Newmark jest po to aby przekroczy¢ krytertum CFL
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101 weztow
rola y (dt=1.5dx, =0.5)

v=0.5 55 .6 MRS: schemat Newmark
' 7|  rola parametrow metody

B>0 — wynosi stabilnos¢ poza kryterium CFL,
kosztem generacji wyzszych czestosci
przestrzennych

v>1/2 ogranicza
wzmacnianie
wyzszych czgstosci
kosztem dyssypacji
(zaniku catego pakietu)

v<1/2 — schemat jest niestabilny

zostawmy y=1/2 (jak dla Verleta)
1 manipulyymy f3




101 weztow MRS

poza CFL: dt > cdx
dt=1.5dx,

55

NS)
2> >
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) = - S
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) = W =
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R = i N — 0
- W mrS a.m
v W @ O = K
bZooVUMoJ .ZC
o 2 X2 N = 9 >
o Q9w 2 =S g 5
& N 2 &N & =
s 582 ko > S
=) [ [>) o <
- N

—

b=.25

OO0

]
N

1=0.5, schemat staje si¢ stabilny dla >0.15



Projektowanie schematu Newmarka dla zadanego kroku czasowego.
dobra¢ minimalne 3 aby metoda byta stabilna dla danego dt ?
Bedziemy wiedzieli, ze po wyzsze 3 nie warto siegac.

analiza von Neumanna dla y=1/2

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt)+d*[ Pa(t+dt)+(1/2-2 S+ y)a(t) +(-y++1/2a(t-dt)]

u(t+de)-de? fa(t+dt) =2u(t) -u(t-dt)+de[(1-2 B a(t)+ fa(t-dt)]

Ansatz von Neumanna:

n __ \n+1 A0

2 2
/\2[1—2,{3% (cos(kAx) —1)] = 2)\—1+:;i2 A(1 —20)2 (cos(kAx) — 1) + 32 (cos(kAx) — 1)]
2 2 \
A2[1 — 25 =2\ —1+ ar N1 = 208)2¢ + 52]
dx? dx?
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dt? dt?

2 _
dt? dt?
ML= 28—=c] = 2A\[1 + (1 = 28)5—c] + 1 = 28dt"c = 0
A =41+ (1— 26)d—tgc]2 — 41 — 23dt*c]?
N dv? ¢
dt? dt?
_ 2 . -
A = 4dt*e(2 + T3¢ 4505:1;26)

1+ (1 — 26)%;(‘ + L fe(2+ (‘% — 48495 ()

da?

Sytuacja bedzie taka: dopoki A<O : 2 pierwiastki, o module nie wigkszym od 1
gdy A>0 metoda stanie si¢ niestabilna
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1"‘(1—26)dt2(3:t dt (2_|_Cdt2 _456&2 )
1—266(#2

\ —

-2<c<(0) zawsze

zeby pod pierwiastkiem liczba ujemna

potrzeba aby:
2 dtz(l 4/3) > 0 b 1+1
+——c(1 —40) > >~
da? 1 204
dr?
JAP<I? ; .
daje ten sam wynik 5 . L 1
4 CdL
“da?

f>1/4 — metoda stabilna dla dowolnego ¢ [ poniewaz ¢ < 0]

uwaga: mozemy sobie teraz
sprawdzi¢ stabilnos¢ Verleta dla dt=dx oraz beta=0 , %4+1/(2c) <0 [ok.]
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p

dobor beta zapewniajacego
stabilnos¢ schematu Newmark
w MRS dla zadanego kroku czasowego

0.5
- 0.15

0.0 -

-0.5

-1.0

-1.5

-2_0‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
20 -16 -12 -08 -04

dt=1.5 dx

A o . dt?
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1 1 dobor beta zapewniajacego
6 S R — stabilno$¢ schematu Newmark
4 9pdt? w MRS dla zadanego kroku czasowego

“dr?
2.00 —
1/4
0.250
1/4 )

0.00 0245

o dt=15dx
-2.00 — B

0.235 —
-4.00 — 0230

0.225 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-6.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2.00 1.60 1.20 -0.80 0.40 0.00

-2.00 -1.60 -1.20 -0.80 -0.40 0.00
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2.00 —

struna, b. wiele
chwil czasowych

dt=15dx
=.25

Ze schematem Newmarka spotkamy
si¢ ponownie przy omawianiu MES,

0.40 0.80

1.20

2000000000000000000000000000000000000.00 —

999999999999999900000000000000000000.00 —

bo beta byla zbyt mata:

0.00 —

-999999999999999900000000000000000000.00 —

-2000000000000000000000000000000000000.00

MRS, Newmark, y=1/2

Ay

0.00

Pokazemy, ze umozliwia on skuteczne prowadzenie
Rachunkoéw dla lokalnie zaggszczonej siatki

1.20
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