u(t) /

v

RRZ: Jednokrokowy schemat réznicowy
u'(t)=f(t,u) U(t+AD)=u(t)+d(t,u(t), At)



At
klasyczna formuta RK4: Uy = Uy 1 + ? (kl + 2ko + 2kq + 'th)

k‘l — f(t-n,—la u-n,—l)

At Atk
by = flta1 + st + =)

At Atk
k.‘% — f(tn—l + T Up—1 + 9 2)

ky= f(th_1 + At u,_1 + Atks)

4 wywotania f na krok,
btad lokalny O(At>)

gdy f tylko funkcja czasu RK4
redukuje sie do formuty Simpsona :

A
Up = Up—1 T Ft (f(tn—l) + 4f(tn—1/2) + f(tn))

u(t)




Metody RK — wtasnosci tabel Butchera 1)do regionow stabilnosci jawnych RK

2) do metod niejawnych RK
ogolna
Ci [ 11 Q2 -+ dis w wersji ogdlnej
Co | o1 Q9o -+ Qo (niejawnej = sumov\\:anie dos)
1—1
k@' = typ—1 + C@'At, Up—1 + At a; 5
Cg | Qg1 Qg2 - " Agg 4 ! ! ; / j)
bl bg “ e bs
S
dla metod jawnych Uy = Up—1 + ALY ik
1=1
01 O 0 0 0
Co | A91 0 0 0
c3 | a3z azg 0O 0 Un = Up—1 + A Y bif(tno1 + GALT)
Cs | Q41 Qa2 agz3 0O =
i—1
bl b2 bg b4 []7 = Un—1 —;—AtZa@jf(tn_l +CjAt, Uj)
j=1

3



Metoda musi by¢ doktadna dla rozwigzania statego:
w przeciwnym wypadku powstanie blad lokalny O(At) (metoda nie bedzie zbiezna
zerowy rzad zbieznosci ®)

jesh =0 to u,=u, ,

s
Uy = Up_1 T+ Atz bzk‘z
1=1
1—1

tomamy zawsze ki = f(tn—1 + ;AL up—1 + Al Z ajjk;)
j=1

podobnie, jesli rzad zbieznosci 1 (jak Euler) lub wigcej = wynik doktadny dla funkcji liniowe;j

f=1
\
d bi=1
=1

np RK4

At
Uy = Up_—1 + ? (kl + ka -+ ij + ]/hl)



Up = Unp—1 + At Z b'if(tn—l + CiAt: U?)

i=1

i—1 rozwigzania posrednie = mniej doktadne
U = tny + Aty aijf(tn-1 +¢;ALU5) iz wynik kocowy, ale:
j=1

zazadajmy aby rozwigzania posrednie U; (dla chwili t,_;+c;At)
byty rzedu zbieznosci pierwszego (nie gorsze niz Euler).
Maja dziata¢ doktadnie dla f=1 i rozwigzania u=D+t, co daje: u(t+dt)=u(t)+dt

i—1 1—1
Ui = Up_1 + At E Ajj = Up—1 + CiAt — C; — E (]Jij
g=1 j=1
dla RK4:
R ° ° ° olo o0 0 o0
172 4 1/2 0 0 0 Co (91 0 0 0
12 . 0 1/2 0 0 C3 | 31 (A32 0 0
ca | a a a 0
T 1 o 0 1 0 4 41 42 43
by b by by
1/6 1/3 1/3 1/6




metoda RK rzedu doktadnosci p jesli dziatac °
bedzie doktadnie dla wielomianéw stopnia p Up = Up—1 + AL Z bik;
/ [—1 -
u = (t — tn—l) ki = f(tn—1 + it up_1 + Atzaijkj)
j=1
Z rozwigzaniem: Stawic .
wstaw 1
! | T T = ALY bi(e A
ut) = —(t = tn-s) i:ll
dlal=1,2,....p s
1 _ b [—1
T E i(ci)
1=1
0 0 0 0 0 I=1 poznajemy
1/2 1/2 0 0 0 _ _
Zastosowanie do tabeli Butchera RK4:
1/2 0 1/2 0 0
Yo=1/6 *0 +1/3*1/2+1/3*1/2+1/6*1=3/6
1 0 0 1 0 1/3=1/3 * V4 +1/3 * Yit1/6=2/6
Ye=1/3*%1/8+1/3*1/8+1/6=1/12+1/6=3/12
1/6 173 173 1/6 dla I=5 prawa strona= 0.20833

warunki tego typu sg konieczne, ale nie wystarczaja do wyznaczenia catej tabeli B.
mozna poda¢ wiecej rozwazajac inne rownania 1 wykorzystujac
zalozony rzad doktadnosci metody.



mozna poda¢ wigcej rozwazajac inne rownania 1 wykorzystujac

zalozony rzad doktadnosci metody. [zapisujemy dla ogolnej, tj. ewentualnie niejawnej RK]

Up = Up—1 T Atiszz /

=1

J=1

U, = u,_ 1+ Athb?U

Uy = Up—1 + Atz bif(tn—1 + c;At,U;)

Ui =up—1+ Atzaijf(tn—l + ¢ At,Uj)

1)

1=1
s w notacji wektorowej
Ui = Up_—1 T+ At E CLf,;jUj j U = fon—l]- -+ AtAU (2)
j=1
. _ 21 _ [ U [ 1] ail a2 a1s
Z 0znaczenlami:
62 Us ! 21 (22 a2s
b= | 93 U= | Us 1= | 1 A= . .
i b i i US 1 As1  Gs2 QAss

z (2) eliminujemy U

wstawiamy do (1)

U=1u,_1(I-AtA)""1

Un = Un_1 + un_1 AtbT (I — AtA) "1




. doktadne rozwigzanie U(t)= exp(t)

e U= exp(t)u,
doktadne:

o 11 Ag At? At*

RK:

Wy = Uy 1 + Uy 1 AtbT (I— AtA)_1 |
1
1l —=x

Up = Up—1 (1 + Atb" (I+ AtA + At?A? + .. )) |

zrOwnujac wyrazy tego samego rzedu w At

1 di dy RK

T A k—1 a metody
_' =b" A 1 rzedu doktadnosci p
k! czyli dla k=1,2,..,p

:1—|—$+x2—|—x3...



— — bl A1 dlak=12..p

=1
1 T
k=2 —— —=Db" Al
2 wczesniej dowiedzieliSmy sig, ze
l S
bTA:[dl do dg ds] v z : v}
7=1
d, — Z b oraz S
m 1 _
— bi(ci)l 1

bTAl:Zk:dk:Zk:%:bmamk:% Lo

dla I=2 da wzor po lewej (zal. ze posrednie min
rzgdu 2)

1

T A k—1 : : :
— =b A 1 nowe niezalezne warunki dostaniemy dla k>2

k!



stabilno$¢ bezwzgledna jawnych metod RK
u'= AU
Z oznaczeniem z=AAt dostaniemy wg wczesniejszej analizy

Uy = Uy 1 {1 + zbt (T+2A + 2A% 4+ . )} 1

metoda RK rzedu p doktadnie odtwarza p pierwszych
wyrazow 1. T rozwigzania doktadnego

1
A

U, = Zz— i HbTAR | w,

k=p+1

dlak=1,2,...p

— bl AR




stabilno$¢ bezwzgledna jawnych metod RK

u’= Au

Z oznaczeniem z=AAt dostaniemy wg wczesniejszej analizy

)|

Up = Up—1 {1 + ZbT (I + zA + 22A2 —+

metoda RK rzedu p doktadnie odtwarza p pierwszych
wyrazow 1. T rozwigzania doktadnego

1
kl

U, = Zz— Z FbT AR Uy—1

k=p+1

dla k=1,2,...p

— bl AF1]

B:=multiply (A, ,3);

5= a3 al

adal +ab a?
B:=multiply(B,A) ;

C:=multiplvy(B,A);

o= o e o

at a3

oo T o T e B o

o= o e o

oo T o T e B o

o= o e o

o O o O

0 0
0 0
0 0
0 0
0
0
0
0
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stabilno$¢ bezwzgledna jawnych metod RK

u’= Au

Z oznaczeniem z=AAt dostaniemy wg wczesniejszej analizy

Up = Up—1 {1 + ZbT (I + zA + 22A2 —+

metoda RK rzedu p doktadnie odtwarza p pierwszych
wyrazow 1. T rozwigzania doktadnego

1

k!

- (X

dla k=1,2,...p

=b' AF ]

E k?bTAk—ll U, 1
k=p+1

macierz A dla jawnych dolna trojkatna bez diagonali
A" =0

dlatego: - mozemy urwac druga sume
wspotczynnik wzmocnienia dla jawnych RK
jest wielomianem

dlam=>s

)|

B:=multiply (A, ,3);

5= a3 al

adal +ab a?
B:=multiply(B,A) ;

C:=multiplvy(B,A);

o= o e o

at a3

oo T o T e B o

o= o e o

oo T o T e B o

o= o e o

o O o O

0 0
0 0
0 0
0 0
0
0
0
0

12



rzad doktadnosci liczba stopni (odston) metody

/ / zamiast oo

Pk

Uy = Zi—+ Z AR Up—1

k=0 k=p+1

Liczba krokow a rzad zbieznosci jawnych metod RK:
rzad p 12 345678

minimalna liczbaodston s 1 2 346 7 911

czyli dla p <4 druga suma znika, mamy dok}adnie:

A2AE2 A NEAH

n = (1 + XAt .
w, = (1 + +—— c +— VU1

stad wspotczynnik
wzmochienia dla
RK1,RK2,RK3 i RK4

rozwigzanie doktadne U=eXp(At) _, U ( tn ) = exp ( AAt) Uu ( tr—1 )

RK doktadnosci p doktadnie odtwarza pierwsze p wyrazow rozwini¢cia Taylora

rozwigzania doktadnego

13



Stabilnos¢ bezwzgledna RK

S

p k

< k11T A k—1
ZE+ > pTAM] <
k=0 k

=p+1
p k
ponadto: dla p<4 mamy 2 <1
dla stabilnosci bezwzgledne;: Z L=

wniosek: region stabilnosci bezwzglednej jawnych metod RK o rzedzie doktadnosci
nic wickszym niz 4 jest niezalezny od wyboru a,b,c !

w szczegolnosci dwie poznane metody rzedu drugiego:

At At
Up41 = Up + Atf (tn + —, Uy + f (tn,,» ’U-‘-n,))

2 2
At At
Up+1 — Unp + 7f (t?'l-:‘ 'u-‘?'z.) + 7]( (tn + At Uy + Atf (tna u‘n))

maja ten sam region stabilnosci

14



rejony bezwzglednej stabilnosci jawnych metod RK w s-odslonach

dla danego s —
rejony identyczne
dla wszystkich wariantow

zakres stabilnosci
rosnie z rz¢dem doktadnosci

zobaczymy, ze
przeciwnie niz dla

4
3.5} P ok
— | <1
_ J = _
3 —0 k! ',_%\\3_4
2.5t / =3 \
. N\
dt Im()) 2 //ﬁ \ /
15 VY N
A / , / RKL ) \\
0.5 |/ Vs \
' ( [ Euler
0 | M

rysunek skopiowany z
Quarteroni: Numerical Mathematics

liniowych formut
wielokrokowych!

RK3/RK4 obejmujg rowniez fragment Re(A)>0

dla rzeczywistego A region stabilnosci: dtA

RK1
RK2
RK3
RK4

(-2,0)
(-2,0)
(-2.51,0)
(-2.78,0)

15



bk

98

43

48

35

38

23 |

28

135

i8 |

Przypomnienie, problem z A,=0.1:

RK4

tolerance 68,8801

I
il

Hl ‘||

il

1
o888

1
186888

1
158688

t

1
28888

dla rzeczywistego A region stabilnosci: dtA

RK1
RK2
RKS3
RK4

Lot ——

('210)
('210)
(-2.51,0)
(-2.78,0)

2.78/ 2,

RK3/RK4 obejmujg rowniez fragment Re(1)>0

16



Region stabilnosci jawnych metod RK jest ograniczony

Z;+ Z KT AR <1

k=p+1

funkcja pod modutem jest wielomianem (skonczone rozwiniecie w szereg Taylora)
kazdy wielomian ucieka do nieskonczonosci gdy z daleko od poczgtku uktadu wsp.

(niezaleznie od kierunku na ptaszczyznie Gaussa)

dla szerszych regiondw bezwzglednej stabilnosci:
niejawne metody RK

h k=p+1

dla niejawnych RK druga suma moze ustablizowac
rozbieznosc pierwszej dla duzego |z|

17



niejawna metoda Rungego-Kutty w jednej odstonie
[lawny RK w jednej odstonie= jawny schemat Eulera]

1=1

j=1

\

Up = Up—1 T Atz bz’f(tn—l + ¢; At, UZ)

s
Ui =up_1+ AtZaijf(tn_l + CjAt, Uj)

Uy = Up—1 + Athy f(t—1 + 1AL, Up)

Ul = up—1 + Ata11f(?5n.—1 + ¢ At, U1)

aby wyznaczy¢ wspotczynniki b,=b, c,=c, a;;=a
rozwijamy metode RK w Taylora wzgledem t,; i u(t, ;) i porownujemy z rozwigzaniem

doktadnym

Ui = u(t,_1) + Ataf + O(At?)

ty = u(ty_1) + Ath [ f + eALf] + fi x (Uy = u(t,—1)) + O(A?)]

—

liczone w t,,_;, u(t,.,) celujemy w btad lokalny
O(A)

wstawi¢ wyzej 1 8



tn = ulty_1) + A | f + cALf] + [l fAta + O(AF)

|

ty = u(ty_1) + Ath [ f + cALf] + fi x (Uy = u(t,—1)) + O(A?)]

1 liczone w t,_,, u(t,.

Ui = u(t,_1) + Ataf + O(At?)

wstawi¢ wyzej

|

19



niejawna metoda Rungego-Kutty w jednej odstonie (bedzie stopnia 2)

tn = u(ty_1) + Ath | f + cAtf] + fl fAta + O(A?)]

do poréwnania z rozwinieciem doktadnego rozwigzania (2 wyktady wstecz)

At? !/ / At% 117
u(tn) — u‘(tn—l ) —‘_Atf(tn—l ’ un—l) + T [ft -+ f{u‘f] (o 14tm—1) -+ ?U (Sn)

b=1
c=a=1/2

20



niejawna metoda Rungego-Kutty w jednej odstonie (bedzie stopnia 2)

tn = u(ty_1) + Ath | f + cAtf] + fl fAta + O(A?)]

do poréwnania z rozwinieciem doktadnego rozwigzania (2 wyktady wstecz)

Atz !/ / AtB 1
u(tn) — u‘(tn—l ) —‘_Atf(tn—l ’ un—l) + T [ft -+ f{u‘f] (o 14tm—1) -+ ?U (Sn)
b=1 5
c=a=1/2 Z b, =
=1
1 S
[—1
zamiast Taylora 7 — Z bi(cz‘)
moglismy uzy¢ i—1
warunkow koniecznych: <
C; — E Oyl;j
j=1

21



niejawna metoda Rungego-Kutty w jednej odstonie (stopnia 2)

Up = Up—1 T Atbl f(tn—l + ClAta Ul)

Uy = y—1 + Atay f(t—1 + 1AL, Uy)

2) ,korektor”
wykonac¢ krok wg ,reguty punktu Srodowego”
z U, policzonym niejawnym Eulerem

1) ,predyktor” = niejawny Euler

do potowy kroku czasowego

(rozwigzac trzeba jak pokazywalismy)
niejawna metoda punktu srodkowego 2 2



porownanie metod RK drugiego rzedu = jawnej i niejawnej

jawna metoda punktu srodkowego RK2 (dwustopniowa — znaczy f wzywane w 2 chwilach czasowych):

At
Up—1 = Un-1 + 7f(tn—17 un—l) predyktor = jawny Euler
0 0 0
Uy = Up—1 + Atf(tn_% : un—%) korektor = punkt srodkowy | 1/ 1/2 10
0
niejawna metoda punktu srodkowego NJRK (jednostopniowa 172 | 172
f — tylko w jednej chwili) 1

2) wykonac krok wg ,reguty punktu Srodowego”
z U,

1) ,predyktor” = niejawny Euler
do potowy kroku czasowego

23



region bezwzglednej stabilnosci niejawnej metody punktu srodkowego

u=Au, z=1At

2
Ul =up—1 + §U1 — U, Un—1

1 —z/2
Unp—1
Up = Up—1 + 2
1 —z/2
1+ 2z/2
Up — Up—-1 wsp. wmocnienia=funkcja wymierna

1 —2/2 Re(z)<0

~. '1+z/2 24

1 9 ' g 1 jest A-stabilna, ale metode
gdy rozwiniemy w Taylora / — < / 2 rzedu doktadnosci juz mieliSmy
1+z+2%/2+2%/4 [zamiast 6] (trapezéw)




niejawna metoda Rungego-Kutty w jednej odstonie (metoda rzedu doktadnosci 2)

tabela Butchera

At
Uy = Up—_1 + Atf(tn_l -+ —, Ul)

2
1/2 1/2
At At .,
Ulzun—1+7f(tn—l‘|‘7aUl) 1

maksymalny rzgd metody RK w s odstonach wynosi 2s

najdoktadniejsza niejawna metoda Rungego-Kutty w 2 odstonach - rzagd doktadnosci 4 jak jawne RK4

1
4 6
+

Pl

\ po|— No|—

dla najdoktadniejszych niejawnych RK nie uzywamy chwili t, ;, ani chwili t.
tylko ¢ danych przez mapowanie zer wielomiandw Legendre’a do przedziatu [0,1] (patrz dalej)

25



Metody kolokacji dla zwyczajnego rownania rézniczkowego U ’=f

zajmiemy sig pojedynczym krokiem czasowym t,,_; do t, dofitowany wielomian
u (tn —1 ) = U
/ —
u (tn —1 ) o f (tn —1 u (tn —1 ) ) poszukiwany wielomian, ktéry spetnia warunek
/ _ poczatkowy i nachylenie (f) w 2 chwilach
u(tn) = f(tn,ul(tn)) >

t

poszukujemy wielomianu,
ktéry interpoluje a) wartos¢ funkcji w chwili poczgtkowej
b) rbwnanie rézniczkowe w 2 dyskretnych

punktach

wartos¢ tego wielomianu w chwili t, wyprodukuje przepis na u,,

26



Metody kolokacji dla zwyczajnego rownania rézniczkowego U ’=f
najpierw przyktad, potem uogodlnienie:

zajmiemy sig pojedynczym krokiem czasowym t,,_; do t,

u(tn_l ) = U
/ _
u (tn_ 1 ) o f (tn_ 1, U (tn_ ! )) poszukiwany wielomian, ktry spetnia warunek
/ oczatkowy i nachylenie (f) w 2 chwilach
W) =t ults)) ooy achiors 2w

t

wielomian, ktéry interpoluje a) wartosc funkcji w chwili poczgtkowej
b) rownanie rézniczkowe w 2 dyskretnych punktach
jego wartos¢ w chwili t, produkuje u,

3 warunki — potrzebna parabola w(t) = a(t — tn_l)z + 8t —tn_1) +~
Y = Uo
w(t,)=u,
/8 — f(tn—l; U(tn—l)) f(tnpun) +f(tﬂ—1}uﬂ—1)

Unp, = 5 At -+ u(tn_l)

200At + f(tn—la u(tn—l)) - f(t*n,a u(tn))

27



Metody kolokacji dla zwyczajnego rownania rézniczkowego U ’=f
najpierw przyktad, potem uogodlnienie:

zajmiemy sig pojedynczym krokiem czasowym t,,_; do t,

u (tn —1 ) = U
/ _
u (tn —1 ) o f (tn —1, U (tn —1 ) ) poszukiwany wielomian, ktry spetnia warunek
’U/, ( tn) _ f ( tn7 U ( tn ) ) poczatkowy i nachylenie (f) w 2 chyilach

t

wielomian, ktéry interpoluje a) wartosc funkcji w chwili poczgtkowej
b) rownanie rézniczkowe w 2 dyskretnych punktach
jego wartos¢ w chwili t, produkuje u,

3 warunki — potrzebna parabola w(t) = a(t — tn_l)z + 8t —tn_1) +~
Y= Uo

t,)=u, : _ fltn,tn) + ftn—1,%n-1)
/8 — f(tn—la u(tn—l)) W( ) ) tn _ 2 - - At + u(tn—l)

200t + f(tn—1,u(tn-1)) = f(tn, u(tn)) wzor trapezow (dlatego rzedu 2: doktadny dla paraboli!

28



Niejawne metody Rungego-Kutty mozna uzyskac na drodze kolokacji (zaktadamy c szukamy a i b)

du . g o
— = f(t? u) poszukujemy przyblizonego rozwigzania problemu
dt poczatkowego w postaci wielomianu stopnla S

> w( Z d; t7
u‘(tn— 1) = Up—1

do wykonania kroku: w(tn)

zobaczymy jak generowac metody RK:
wejscie = chwile posrednie [c]
wyjscie =wagiaib

29



Niejawne metody Rungego-Kutty mozna uzyskac na drodze kolokacji (zaktadamy c szukamy a i b)

du . g o
— = f(t? u) poszukujemy przyblizonego rozwigzania problemu
dt poczatkowego w postaci wielomianu stopnla S

> w( Z d; t7
u‘(tn— 1) = Up—1

do wykonania kroku: w(tn)

do wyznaczenia (s+1) wspotczynnikow wielomianu:

w (tn 1 ) — Up—1  ma spetnia¢ warunek poczatkowy

W (th_1 + c;At) = f(tn_1 + At w(t,_1 + ¢ AL)) = k;

i rOwnanie rézniczkowe w 1=1,2,...S
wybranych punktach w przedziale [t ;,t]
wybor definiowany przez C; €[0,1]

30



w (t*n,. —1 ) = Up—1

UJl(t'n,—l -+ C@ZAt) — f(tn.—l -+ C’iAt: UJ(tn—l =+ CzAf)) — k?@i

Interpolujemy pochodng w wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a

w chwilach czasowych t, ;+CAt

w'(t) =Y kiLi(t)
1=1

: Lty = [ =2

T = Tj gdzie

wielomian weztowy Lagrange’a

T, =tlh—1+ CjAt

Li(75) = di;

31



t—Tj

w' (t) = Z ki Ly (¢) Li(t)= ] i =tn_1 + cjAt
1=1

S T =T
J=117] /

scatkowana pochodna + warunek poczatkowy daje

w(T) = Z k:q;f L;(t)dt 4+ w1
=1 t

n—1

na koncu przedziatu:

s to
witn) =Y ki / Li(t)dt + u,_q
i=1 t

n—1

s
jak RK Up = Up—1 + At Z b;k;

=1
wiozylismy ¢
tn dostalismy b
pod warunkiem, ze ~ Ath; = L;(t)dt jeszcze a do wyznaczenia
tn—1
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t—’Tj

T, =tlh—1+ CjAt

w'(t) = Z kiL;(t) Li(t) = H
i=1

. -, Ty — Ty
J=1,i#7 J

pochodna scatkowana do t + warunek poczgtkowy daje

w(T) = ;l@f

T
tn—l

L?; (t) dt + Uy —1

\wstawié do:

w,(tn_l _|_ CLAt) — f(t*n,—l _|_ C«iAt, w(tn—l _|_ CLA-[:)) — kL

S
jak w RK
pod k; = f(tn—l +ciAt,un_1 +Atzaz‘jkj)
warunkiem ze j=1

\ t??.—l‘FC'iAt
At&ij = / Lj(t)dt

tn—l
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ln ty_—1+c; At
Atbi :f L,(t)dt Atarzﬁj :/ Lj(t)dt
i

.
n—1 n—1

PO przesunieciutot,: po podstawieniu 7 =t/At

i : At 1
wyrazenia, naa b Ath, — / Lit)dt = / Li(r)dr At
sq hiezalezne od kroku czasowego: 0 0

podobnie: @i 2/ Lj(T)dT
0

Mamy przepis na uzyskiwanieaib zc
wybor punktow kolokaciji : t, ,+cAf = tak aby uzyskac maksymalny rzgd doktadnosci
albo np L-stabilnos¢

tabela Butchera dla najdoktadniejszej niejawnej RK (2 odstony, rzad 4):

L_Vv3| 1 1 V3

25 1. 1,6

1 3 1 3 1

2T 6 |1 7§ 1
T 1
2 2

A oraz b w tabeli Butchera wynikajg z wyboru punktéw kolokaciji ¢
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1
53:/ L@;(T)dT cl
0

1 V3 1 1 V3
2 \9§ . 4\/§ 4 . 6
1
c2 3775 |3+t 7
Cl,g,j :/O Lj(T)dT 5 5
bl b2
S
T —C
J
L= I —=
j=lg#i
1 b1
1 3
T— 2 M3 1 V3
Ly = 2__ 6 = 3(—7+ =+ —) / 1 V3 1 1
_ V3 2 6 0 _ S,V Sl ==
3 L VX xldgxl=g
1 3
T— 5t & 1 \/§ \/_ 1
Ly = e = VBT - S+ ) 3><l——3><1 l><1:—
3 26 Vx5 - Xl 2
L / wspofczynniki w tabeli Butchera dla niejawnych RK
1 ajg : y . .
0 mozna uzalezni¢ od punktéw kolokacji
> itd.
LQ g
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V3
6
+

el
Wl
| =

o | — b=

B | s | =
b [ —

b | —|_ s | =
=[S
w

z teorii kwadratur Gaussa -- maksymalny doktadnos¢ [do catkowania wielomiandw stopnia 2s-1 ]
uzyskujemy wybierajgc punkty kolokacji (Gaussa) w s zerach wielomiandw Legendre’a.

2 punkty: Gauss scatkuje doktadnie w’(t) — gdy ta bedzie wielomianem stopnia 3, stad 4-ty rzgd metody RK
2 punkty Gaussa: doktadnie scatkujemy do wielomianu trzeciego stopnia
dla 2 punktow wybranych jak popadto — doktadnie tylko do pierwszego stopnia

A Legendre polynomials - Wikipedia, the free encyclopedia - Microsoft Internet Explorer =3 %/

Fik Edycjs Widok Ulbione Marzedzia Fomoc ‘

Stz - > - @ [ 41| @wvel alkbore @ritmede 33| By 3 B - ﬁ PZ W przed2|a |e [_1' 1]

Adves [{€] Hp fjen wiipedia.orgjmiifLegendre_polynomials | @pre ‘Latza ”l@ © ‘CO ‘S'E‘C'”m'a‘id')' > (O setngs- |
2 =
e -1 ma zera w £ sqrt(3) / 3

2

3 %(513 — 3z1)

4 1(352* —302° +3)
5 £(63z° — 70z° + 15z)
B

7

g

a

feata” - 31ca 4 1057 - ) Przedziat [-1,1] w [0,1] mapowany wg.

(42927 — 6932° + 3152° — 35z)

5(64352° — 120122° 4 60302* — 126027 + 35) t:= (X+ 1 )/2

145(121552° — 2574027 + 180182" — 46202° + 315z)

1
0 325 (461892"" — 1093952° 4 900902° — 300302" + 34652° — 63)

256

co daje punkty kolokacji niejawnej
metody RK maksymalnej doktadnosci

.................................................................... N mamy przepIS na generaCJe tab|IC BUtChera
z zer wielomiandw Legendre’a

-1 -0.5 0 0.5 1
x
=
& [ [ 4 meermet

st | @ G LG G- WO E 2| @ul:2.] B Gs.| n Bo.| B Poa [ ER.] G| B e GUMNITBARELE o




region bezwzglednej stabilnosci dla ogoélnej niejawnej metody RK

u’=Au, z=AAt

R(z) = (1 +ob (1 - zA)_11>

dla metod niejawnych: nie mozna obcigc rozwiniecia Taylora, bo A petna
wspotczynnik wzmocnienia nie jest wielomianem,
okazuje sie, ze jest funkcjg wymierng

|IR(z)|< 1 moze by¢ nieograniczony
niejawna 1 stopniowa

1+2z/2
11— z)2

Up = Up
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region bezwzglednej stabilnosci dla ogdlnej niejawnej metody RK

R(z) = (1 + 2b! (I - ZA)_11> WSp wzmocnienia niejawnego RK
1 metoda rzedu p
R(Z) = eXp(Z) + O(Z ) ma wspotczynnik wzmocnienia,

ktory do O(zP*!) zgadza sie z eksponentg

Wspotczynniki wzmocnienia jawnych RK — wielomany, niejawnych — funkcje wymierne

przyblizenie Padé (j,k) funkcji exp(z) [funkcja wymierna bedgaca przyblizeniem exp(z) maksymalnego rzedu]

Pr(2) _ Do +piz+ ..+ prat

Rip(z) = .
jk( ) Qj(z) qGo+qrz+ ...+ q;z/

P\ Q; nie majg wspolnych czynnikéw (nie mozna uprosci¢ utamka)

Warunek normalizacji: q,=1

Do wyznaczenia k+j+1 wartosci.

Rzad doktadnosci do uzyskania: k+j (bo od wyktadnika 0 zaczynamy uzgadniac).
R;(2)=exp(2)+O(Z7*1)

J

SR k i

z LDz -
Z 0 22‘_0 — +O(z"T
i—0 U i—0 4i%"
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przyktad:
wyznaczyC¢ przyblizenie Padé (j,k)=(2,0) funkcji exp(z)

Z z Zi‘zopizz + O(FHH
i=0 1! g:o qiz"
) = Po

1+ qrz+ L2

+0(z3)

(1 + z + %) (1 + 12 + %zzg) — pg +O(z°)

28

Po=1 24|
q,+1=0 (po=1, q;=-1, q,=1/2) 2.0
0,+1/2+0,/2=0 X i
— 3 1.2

exp(z) 1 — 24222 + O(z”)

39
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R,, pozostaje skonczone dla rzeczywistego z, w przeciwienstwie do obcietego rozw. Taylora




przyblizenia Padé R, funkcji exp(z): % A SN g

wspotczynniki wzmocnienia metod RK
Jawny RK1 (Euler)

k=20 1 2
- K
1 1 142/2 1422/3422/6 RK2 (jawna)
— 1—z 1—2/2 “—--..  1-2z/3
/2 1 1+z/3 1+z/2+42% /12
niejawny Euler 1—2+422/2 1/_'22/3+22/6 b=2/24 27 12 niejawny
RK Radaua s=1 RK Radaua rzedu 2 ’\ jednostopniowy RK

dla s odston metoda rzedu 2s jest tylko jedna,

. 0 . .. ) i 0.0 . RK
a jej blad wzmocnienia jest przyblizeniem Padé eksponenty R, moao Y sy

s RK Legendre’a 2stopniowy

Metody, ktore prowadzg do diagonali oraz dwoch pierwszych poddiagonali tabeli Padé
sg A-stabilne (bezwzglednie stabilne dla Re(z)<0)

na diagonali R..: |g< | = | ps | wiec |R(z)| -1 gdy |z| >«
ponizej diagonali - dla (1,0),(1,2)(2,1) : |R(z)| >0 gdy |z| >«
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definicja:
metoda jest L-stabilna jesli jest A-stabilna oraz |R(z)|—0 gdy
|z| >0

k=20 1 2
7 =20 1 1+ 2 1+ 2+ 2%/2
1 1 14+2/2 14+22/34+2°/6
11—z 1—2/2 1—2/3
9 1 14+2/3 142/2+2%/12
1—2z+422/2 1-2z/3+422/6 1—z/2422/12
L-stabilne

A-stabilne najwyzszego rzedu doktadnosci (czyli nie L-stabilne) przydatne, gdy
rozwigzanie szybko oscyluje, czyli Re(A)~0, ale |Im(A)|>>1

metody L-stabilne przydatne w problemach sztywnych gdy Re(i)<<0
wtedy okazuje sie by¢ optacalne zrezygnowac z wysokiej doktadnosci na rzecz stabilnoSci
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Punkty kolokacji wybrane wg zer wielomianu Legendre’a
: maksymalny rzad 2s, metody A-stabilne, nie L-stabilne
. ze wspotczynnikami wzmocnienia z diagonali tabeli Pade

Osobna klasa to metody RK pochodzgce od wielomianéw Radaua (2s-1)

definiowanych na podstawie wielomianu Legendre’a P
jedno z zer wielomianu: na prawym koncu przedziatu

R&=P1P,

Tabela Butchera dla RK Radaua s=2: FI< Redkue: aelponiacka peskiEepnaD
1 5 1 w tabeli Pade : sg L-stabilne
3112 " 12 (lepsze od RK Legendre’a w problemach sztywnych)
3 1
3 1
3 1
4 4
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NJRK 2, sposob rozwigzywania rownan

-
=[S
w

Do — Do
2
w w
s [ =
N | _|_ | =
=S
o

DO || =

predyktor= uktad rownan nieliniowych

Uy =1 +dt{ay f(tn—1 + crdt, Uy) + arnf (t—1 + cadt, Us)]
Uy = Uy + dt [ao) [ (L1 + crdt, Uy) + asaf (t,—1 + codt, Us)]

korektor (podstawienie po rozwigzaniu rbwnan predyktora na U1, U2)

Up = Up—1 T+ dt [blf(tn_l -+ Cldt, (/’Tl) —+ bf_)f(tn_l —+ Cf_)dt, (/’Tf_))]
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Niejawne metody RK = sposob rozwigzywania

jawne RK = stosuje sie kolejne podstawienia = tatwo
A niejawne RK = metoda Newtona

/ korektor = tylko podstawienie

Up = Up—1 T Atz bif(tn—l + CiAta Uz)
i 1=1
/“ /K”'1 ” Ui = up—1 + Atzaijf(tn—l -+ CjAt, Uj)
F(x)=0 ST

F(Xn+AX):F(Xn)+AX F ’(Xn) predyktor: uktad s rownan nieliniowych do rozwigzania
-F(x,)=4x F(x,) () =0 r‘

M. Newtona dla uktadu 2 réwnan | 9(z,y) =0

m. Newtona
jedno réwnani

—f . Ax
fla 4+ Axy + Ay) = fla,y) + Axfo(z.y) + Ayf)(x,y) + O(Az® + Ay?) [ _f ] = { 7 g;? ] [ Ay ]
g(x + Az,y + Ay) = g(x,y) + Axgl,(x,y) + Ayg, (z,y) + O(Az® + Ay?) I Y ‘

poszukiwany taki krok Ax, Ay, aby lewa strona znikta: macierz Jakoblego
—f(x,y) = Az fy(x,y) + Ayf,(:

—g(z,y) = Azg, (2,y) +A99u 44


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

Niejawne metody RK — rozwigzywanie rownan predyktora
S
Ui = up—1 + At Z aijf(tn—l + CjAta U])
J=1

uktad s : réwnan nieliniowych

Ff,;(Ul, UQ, . .,UN) = Uz — Unpn—1 — AtZaijf(tn_l + Ath, Uj) =0

j=1

uktad rownan rozwigzywany w jednej iteracji na przesuniecia AU,

[~ = — 8F1 8F1 8F1 n B n by’fO:
Fy U, oU, -  oU, AU, . ,
I OFy  OF, O AU ot A O I

2 | 90,y 90U, - 09U, 2 P
OF, OF, OF.
L Fs . . 9U, oU, - oU, 4 L AU, .

"/
)

j
Iy

I

Ax
Ay
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Niejawne metody RK — rozwigzywanie rownan predyktora
S
U?l = Up—1 T At Z aijf(tn—l - CjAtv U])
J=1
uktad s : réwnan nieliniowych
S
Ff,;(Ul, UQ, « e UN) = Uz — Unpn—1 — Atz Cb,;jf(tn_l + Ath, Uj) =0
j=1

uktad rownan rozwigzywany w jednej iteracji na przesuniecia AU,

81 E)Fl aFl
B i3 B aU:i auz aUZ AU,
' oF. OF.  OF. :
OF; - of e s aom o aom 4 L AUs
JL c )
a7 Okl_AtE asz/'_(tn—l_I_Atc*-.U”)
U, — J()Ug I
j:

= Okl — At Z &A:ja_i(tn—l + Atcj UJ)OJI

j=1

. of
= Okl — Atakla_u(tn—l + Ate, Up)
| w kazdej iteracji musimy wyliczy¢
s pochodnych f pou

(w s chwilach czasowych) 46



1! (t 1 ug) niejawne RK dla ukfadu 2 rownan (laboratorium)

— JcQ(t7 “U,17 ’U,Q)

predyktor dla pojedynczego rownania:
Uy = w1 + dt (a1 f (L1 + c1dt, Ur) 4+ arof (La—1 + codt, Us)]
UQ = Up—1 T dt [anf(tn—l + Cldta Ul) + a‘22f(tn—1 + ngt,_ Ug)]
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2) niejawne RK dla uktadu 2 rownan (laboratorium)

= fi(t,u',u
= [t u’)
predyktor dla pojedynczego rownania:
(/’Tl — Up—1 _|_ df [a-ll f(t?'z,—l ‘|‘ Cldt [J'T ) _|_ alzf( n—1 _|_ (zdf (/2)]
(12 = Uyp_1 + df [Qzlf( n—1 + (1df L ) -+ Clng( n—1 + (zdf (/2)]

predyktor dla dwoch réwnan

numer szukanej funkcji

v nr chwili
Ull‘:/’ui_l t+dt [ary f (toor, c1dt, UL, UT) + agg (s cadt, Uy, U3)|
Ui = v | +dt CL11f (tn_1, crdt, UL, UT) + ago f*(tn_1, cadt, Uy, UQQ)
Uy = up_y+di ag [ (tnoy, crdt, UL UP) + ago fH(tny, cadt, Uy, U3)]
U2 = w2 +dit lao f2(bnor, crdt, UL, UD) + oo f2(Ly, codt, UL, U2)




2) niejawne RK dla uktadu 2 rownan (laboratorium)

= [t ulu
= fAtul )

predyktor dla pojedynczego rownania:
(/’Tl — Up—1 _|_ df [a-ll f(t?'z,—l ‘|‘ Cldt [J'T ) _|_ alzf( n—1 _|_ (zdf (/2)]
(12 = Uyp_1 + df [Qzlf( n—1 + (1df L ) -+ Clng( n—1 + (zdf (/2)]

predyktor dla dwoch réwnan

numer szukanej funkcji
nr chwili

h ur A+ dt a11f (tn-t1. c1dt, UL, UD) + ago f* (tn-1. codt, Uy,

U = up g +dt jan f2(byoy, cadt, UL UP) + an f> (b, cadt, U,

Ul = ul | +dt aglf (tn_1, crdt, UL, UD) + aso fH (tn_1, codt, U,
( U7) (

(]22 — ’U,%_l —+ it CLQlf lln_l, Cldt, Ull + CLQQ,fQ tn—la Ctha U21~

SH oS O
S~

w zapisie wektorowym: wracamy do formy dla pojedynczego réwnania U,=[U,",U,3]
= Up_1 T dt [Clllf(tn—la Cldta Ul) - CLIQf(tn,—la ngt; U2)]
= Uy_1 +dt |anf(t,—1, c1dt, Uy) + agaf(t,—1, cadt, Ug))

na laboratorium - fliniowe wiec uktad réwnan liniowych 4 9



Uktad m réwnan rézniczkowych rozwigzywany niejawng metodg RK

u = f(t, u) «— u, f, U; wektory o m zmiennych

niejawny schemat RK: (wzory jak dla pojedynczego rownania, ale z arytmetykg wektorowg)

J=1

j=1

predyktor zapisany w formie ukfadu s rownan nieliniowych:

U, =u,1 + At Z a;jf(tn—1 +c;At,U;) <+— S rownan predyktora to

uktad nieliniowy do rozwigzania

gdy juz mamy U

S
w, =, 1+ At Y bif(ta-1+ At U;) * korektor ma forme podstawienia

[lak w jawnych RK]

tyle rownan nieliniowych
ile etapow w RK (s)

Fi(U,Us,...,Uy) = Ui =yt — ALY ajf(ta—1 + Ate;,Uj) =0 kazde przyblizenie U,

- - - OF, OF
F, U, 0U,
F OFQ 8F2

2 | | 9ty 09U,
OF.  OF.

L Fs - L U, 90U,

OF . of

—— =10y — Atay —

U, M e

U,
OF -
oU,

OF .
9U.

tn—1 + AtC[ ; Ul)

j=1

ma m sktadowych

A

AU; |

AU s wektoréw o m sktadowych
: tacznie ms niewiadomych

AUS v

_ of of;
«—— Mmacierz m na | . — =
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Uktad rownan rozniczkowych rozwigzywany niejawng metodg RK z iteracjg Newtona

- . - OF OF OF, -~ r -
i T CH - B s
B Fs B 8U21 8U22 e an AU,
' OF . dF o 8F |
L ¥, . L U, 09U, **° 09U, 4 L AU, -
OF .. of of of;
—— =10y — Atap— (t,—1 + Atc, Uy macierzmnam[‘—] =
Z 0znaczeniem: of :
macierz Jakobianu Ji = 3_11(15”—1 + Ate, Up) - (macierz m na m)
policzona w |-tej odstonie
i F1 | i I— Ata11J1 —AtCLlQJQ —Atal_s..]s 17T AUl )
F2 —Atagl-]l I— At(lgg.]g R —AtCLQSJS AUQ
] Fg, il i —AtCLSlJl —At&_gg.]g . I — AtCLSSJS 1L AUH |

to jest przepis na jeden krok iteracyjny, a iteracji moze byc¢ wiele

dla uktadow wielu (setek-tysiecy) uktadow rownan wyliczenie (oszacowanie)
Jakobianu w s odstonach - nowych w kazdej iteracji -
moze by¢ kosztowne, wtedy rezygnujemy z liczenia J w kazdej odstonie 5 1



pomyst: zastosowac Jakobiany wyliczone w chwili poczgtkowej u,,_; i nie zmieniac

ich w czasie iteracji

wtedy:
J = S—i(t.n_l, u, 1)
\
[ F, [ I — Ata;J; —Ataqeds
B Fjg _ —AtanJ; 11— A%CLQQJQ
| Fs | | —Ataady —AtC:lHQJQ

odpadajg indeksy przy J i mamy

[ F1 i [ I-— At&ll.] —Af/&lQJ
F2 —Atagl.] I— AtCLQQJ
i F_S. ] i —Ata_s.l.] —AtCLSQJ

przyblizony Jakobian nie zmienia
rozwigzania gdy osiggniemy zbieznosc¢

moze jg spowolni¢ albo uniemozliwic, ale
przy duzych macierzach zazwyczaj sie

optaca
—At&lst [ AUl i
—AtCLQSJS AUQ
I - AtasJ, | | AU, |
—Atals.] [ AUl )
—Atag_s.] AUQ
I - Ata,J | | AU, |

J policzymy tylko raz, ale wykonamy wiecej iterac;ji

czesto optaca sie raczej dtuzej iterowac

niz w kazdej iteracji wylicza¢ s macierzy Jakobiego
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Metody RK produkuje sie na zamowienie

ze wzgledu na

1)  doktadnos¢

2)  AlL-stabilnos¢

3) tatwosc iterowania rownan predyktora — SDIRK
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DIRK:

macierz A jest dolnoprzekatniowa (diagonally implicit RK)
SDIRK: wszystkie wyrazy na diagonali sg identyczne (singly diagonally implicit ...)

metody DIRK: iteracja Newtona (uktad rownan) rozwigzywany blokowo
metody SDIRK: dodatkowo pojedyncza faktoryzacja macierzy m na m (nie sm nasm)

wtedy macierz uktadu rownan pojedynczej iteracji Newtonz

[dokiadnosé najwyzej s+1 [zamiast maksymalnej (2s)]

ale tania iteracja Newtona]

A =

wtedy macierz uktadu rownan pojedynczej iteracji Newtona:

I — AtaJ
—Atagg.]

i F1 i I-— Atall.] —Atalg.]
F2 —Atagl.] I— AtCLQQJ
i F_S ] i —AtCLSlJ —AtCLSQJ
[ T — Atad
—Af/agl.]
4 —At&; J
ma postag
i —Atagrd

—Atagod

—AtCLlSJ
—AtCLQ,SJ

I — AtagJ

I — Atad

—Atagzd

| a
a91 a
As1  As2
_ AUl -
AU,
= = AUS =
0 -
0
0
I - AtaJ
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DIRK: macierz A jest dolnoprzekatniowa (diagonally implicit RK)

SDIRK: wszystkie wyrazy na diagonali sg identyczne (singly diagonally implicit ...)

metody DIRK: iteracja Newtona (uktad rownan) rozwigzywany blokowo

metody SDIRK: dodatkowo pojedyncza faktoryzacja macierzy m na m (nie sm nasm)
[dokiadnosé najwyzej s+1 [zamiast maksymalnej (2s)]

ale tania iteracja Newtona]

wtedy macierz uktadu réwnan —F = MAU pojedynczej iteracji Newtona:

[ I — AtaJ
—At&gl.]

| —Ata:
ma postad ~°"“’

| —AtasJ

0 0
I— AtalJ 0
—At&gg.] I — Atald

—Atagsnd —Atagzd

zamiast faktoryzacji macierzy sm na sm (ztozonosé [sm]3) :
1)  faktoryzujemy tylko jedng macierze m na m : blok diagonalny [ztozonos¢ [m]3] dla s=4: 64 x szybciej

2)  rozwigzujemy rownanie m na m na DU, z pierwszego ,wiersza blokowego” i przechodzimy
do drugiego gdzie DU, wykorzystana do ztozenia prawej strony rownania na DU, itd..

-

I - AtaJ
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skonstruujmy SDIRK dla s=2, max p=s+1

o

)
[\

| =

ci1|la O
Co | (¥ a
b1 by
b1 + b2
bici + baco

2 2
b]_Cl _|_ bQCQ

a

o+ a
T T acy
b AAl=Db Ac:[bl bg][ ]
acy + acs
_—

ta z minusem : A-stabilna
ta z plusem - nie

warunki konieczne na wsp RK:

R _
j = sz(cz)l 1 I<p
i=1

S
C; — E aij
j=1

1 dlak<p
— = bTAk_ll niezalezne
k! dla k>2
al a 0
1-a_ 1-2a (l
Yo

Yo
AN

1 V1
2

a = —



