Metoda elementow brzegowych

mozliwe podejscia:

1) Metoda roznic skonczonych
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silna posta¢ roOwnania +
ilorazy r6znicowe

3) Metoda elementow brzegowych

Viu = —p

Lu=f
plus warunki brzegowe

2) Metoda elementow skonczonych

AL

obszar podzielony na elementy,
w kazdym z elementow rozwigzanie U
w postaci wielomianu interpolacyjnego

tylko brzeg dzielony na elementy
w ktorych zadajemy u a liczymy 6u/on (lub na odwrot)



Formalizm wazonych reszt: L o U = rozwiazanie dokladne
(uniwersalny dla metod U = f
przyblizonych)
Lu = [+ €(r)
4 AN
rozwigzanie przyblizone jego blad

btad fatwo oszacowac: Lu — f = €

chcielibysmy &(r)=0, ale zadowolimy sie:

/ w(Lu — f)dQd = / wedS! =0 w(r) =fcja wagowa
Q2

Q

staba forma rownania rézniczkowego

obustronnie mnozymy przez funkcje wagowa,
catkujemy obustronnie 1 zagdamy znikania btedy
w sensie ,,stabym” (btad ortogonalny do funkcji wagowej )



1. Metoda roznic skonczonych w formalizmie reszt wazonych
( odpowiednos¢ dla stabej formy rownania)

1) przestrzen dzielimy na identyczne elementy,

1 —

2) w kazdym elemencie rozwigzanie
przyblizone rozwijamy w bazie funkc;ji
ksztattu (interpolacja Lagrange’a na
weztach naroznych)

i, y) = 3 exonle )

/Qw(La — £)dQ = / wedQ = 0

Q 2
up

W05 0 05 1 -1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
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3. Funkcje wagowe: (tyle funkcji ile wezidw)
kazda waga: delty Diraca scentrowana w jednym z wezléw.
(Btad dopuszczamy tylko poza weztami)

1,2,3+wartos¢ gldwna pochodnej na granicy elementow = rownania MRS



Metoda réznic skonczonych: Viu = —p

continuum opisane na dyskretnej siatce

Viu =

dx

u(@ +dv,y) +u(r —dv,y) —2u(z,y) | w@y+dy) +ul@y—dy) - 2u(z,y)
da?

dy?

+ O(dx?,dy?)
metoda najprostsza w zastosowaniu
(duzy komfort jesli rachunek pojdzie t3 metoda), lecz:
podaje rozwigzanie tylko w dyskretnych punktach

wolno zbiezna: wymaga wielkich siatek
(czesto zbyt wielkich)

stabo sprawdza si¢ lokalne zageszczanie siatki
(btad ilorazu r6znicowego skacze o jeden rzad
przy nierownej siatce)



2. Metoda elementow skonczonych

1) elementy np. czworokatne,
roztozone jak nam pasuje
[pochodne liczymy doktadnie]

- 2) w kazdym elemencie rozwigzanie
przyblizone rozwijamy w bazie funkcji
ksztattu

i, y) = 3 exonle )

/Qw(La — £)dQ = / wed = 0

Q

3. Funkcje wagowe: ¢, (metoda Galerkina): rGwnania na C,
Btad ortogonalny do bazy. Metoda rOwnowazna wariacyjne;.



3. Metoda elementow brzegowych

/Qw([/a — £)dQ) = / wedQ = 0

Q

1) funkcja wagowa = rozwigzanie fundamentalne
(swobodna funkcja Greena zwigzana z operatorem L )
= pozostanie nam roéwnanie caltkowe

2) wprowadzimy elementy brzegowe, oraz
funkcje ksztattu, ktore opisza
warto$¢ U oraz jej pochodnej normalnej

3) policzymy ,,drugi warunek brzegowy”

4)  warto$¢ U w dowolnym punkcie dana
bedzie przez calke konturowa wzdtuz brzegu



rozwiazanie fundamentalne (swobodna funkcja Greena)

niejednorodne rOwnanie
rozniczkowe: | u=f pIUS wD.
L1 = ( T — a) « Rownanie fundamentalne

- operatora L
w(x; a)

rozwigzanie fundamentalne
(odpowiedz na punktowg niejednorodnosc,
na zrodio punktowe)

X=punkt biezacy, a = zrodto punktowego
zaburzenia

na rozwigzanie fundamentalne
nie naktada si¢ zadnych warunkow brzegowych, poza

Li(x;a) =0dlax # a



Li=—d(x — a)

— rozw. fundamentalne bedzie okreslone z doktadnoscia
do rozwigzania rOwnania jednorodnego Lu=0

funkcja Greena: jedno z rozwigzan fundamentalnych:
ma spelnia¢ zadane warunki brzegowe

w MEB swobodna funkcja Greena: dowolna, ogélna

byle dana prostym wzorem,

warunkow brzegowych spelnia¢ nie musi

(metoda ma dziata¢ dla dowolnych warunkoéw brzegowych)



dalej pracujemy z L=V?

rozwigzanie fundamentalne 1D:

d?u*

da?

0, ¥ > x;

—0(x — ;)

1, r <ux

r, rT< X

w () = 4 Z

Ti, T > T

= H(x-X)
y A

X:Xi U*(X;Xi)

X

Ciggta funkcja

nieciggla pochodna



Vi = —6(r;)

L 1 . 1
U,(I',I'Z) — +47T’I‘ B r@_’ KUJ(I.; r?:) — _% 1I1(|I‘ — I'Z|)
113D



rozwigzanie fundamentalne 2D:

V3u(e, g 2, yi) = —0(a; — x)0(y; — y)

wspotrzedne cylindryczne wzgledem zrodta

, . 1 0 O , , . .
poza zrodtem: —— | r— ] =0 roOwnanie Laplace’a z radialng symetrig
ror \ Or
u=A 111(7‘) + B poza zrodtem rownanie

fundamentalne spetnione,
czy rowniez w =0 ?



catkujemy obustronnie, ma wyjsc:

9 .
catka powierzchniowa po D: / VoudD = — / odD = —1



zamiast po D tatwiej po kole otaczajagcym zrodio VQ . (5
(mozna, bo poza nim: 2, _ ) — (rqj )
D /

n catkujemy obustronnie

/

catka powierzchniowa po D / VudD = — / odD = —1

+ catkowanie przez czesci 2D

/ | aVbdl" = / aV2bd) + / | Va - Vbd§2
Jr JQ ot

—— a=1,b=1 /

f V2udD = / Vudl = @dr
on




1 = Aln(fr) + B ]Vszde — —/MD = —1

n
0
5. , ol
VaudD = | Vudl' = —dI’
on
0 0 A . r
/ldl“ /idF /—dF = —2me  Ma wyjsc -1
r €
. b « Dla A=-1/2m:
u (7 ’ O) I hl( ) + B laplasjan z 7, ma wlasnosci delty Diraca
. 1
u(r;r;)) = ——In(jr —r;|) + B
2T

B pozostaje dowolne, zazwyczaj bierze sie B=0



2D:

u(r;r;) = 5o In(|r — ry]) -
7T

Podobnie mozna sprawdzi¢, ze w 3D:




niejednorodne rOwnanie rozniczkowe rozwigzane przy pomocy swobodne;j
funkcji Greena, przyktad

d*u + Wb

ﬁ +x =0 u(0)=u(1)=0

rozwigzanie: u(X)=x(1-x2)/6

metoda wazonych reszt

1/ 5
/0 (% + L) w(x)dx =0

catkuyjemy przez czgsci [u’w]'=u"w+u’'w’ —u’w=[uw]-U'w’

drugi raz przez czesci [uw’|’=uw’+u’w’ > uw'w’=[uw’]-uw”’

/1 / d*w Je dw
o u——s ) dv — u—

1

1
+/ rw(x)de =0
0

0

1 1
N du
—W
0 dx

1
+/ rw(x)dr =0
0

0



1 2 1 1 1
d“w dw du
/; d/'-_ Ve / s e d,a:O
/o (u_dﬁ) T U 0 + o 0 +/U zw(x)dx

w(x) = u(x, x;)

u (v xy) =

- -1 1 .

L du du L
— (U.O (.‘I-‘ — Iz)) dr — u— + —ul + riudr = 0
J0 dI JO

0 dI 0

I wymagana znajomos¢
zarowno U jak 1 jego pochodnej (normalnej) na brzegu !



odpowiednik réwnania catkowego,
ktore bedziemy rozwigzywac w 2D

1

di 1
+ / xudr =0
0 J 0

1 1

du
| (ud(x — ;) da — u— '
./o (ud(x — x;)) dx U

+ —u
o dx

odpowiednik

odpowiednik AR _
calki objetosciowe;j

catki powierzchniowe;j

ou . Ou
q_% q_an

[ w16 = a2 = [ (itrixa(e) = i) dr + [ plyidrir)ao

Q

w 2D dostaniemy

1D: pochodna normalna:

Q Q + d / dx z prawej czes$ci przedziatu
2D: «— i\i\ > - d/ dx z lewej czesci przedziatu




('} ’ . 1 l »

b dil du L
— (uwo(x —x;))de — u—/| + —U| + xiudr =0
Jo dI 0 dI 0 Jo

X; z przedziatu (0,1), wlasnosci delty + warunki brzegowe na u(0)=u(1)=0:

1

du
—u(x;) + L

1
+ xudr =0
d.’I-‘ Jo

0

mozna rozwigzac analitycznie



.. analitycznie: X; z przedziatu (0,1),

du T, TS
U(i’z) + @’U Ti, T > Ty

—u(x;) + d—;iz:(l L;2;) — dé'ﬁﬁg; T;) + | /0 xudr =0
du 1
—ulx; —; rudr =0
)+ oy + /0 1

x=1"

du i !
—ulx;)) + —ux; + rudr + xude =0

du i !
—u(x;) + —x; + / xxdr + / xx;dr =0
d:)f| I 0 v I



du i !
—u(w;) + ——; + radr + raide =0

dx
. 1
(2,) + du N 1 . N 1, .
—U\T; —; — X; = =
Yooda 37 T2
x=1 €T;
du 1 .
3 ?
—ulw;) + —x; + =27+ —(1 —a7) =0
( 3) dx|X:1 3 ) 2 ( Z)
du 1 . N X; (2.)
—; — —$ — = U\T;
dod . 6 2 3
bc : jeszcze raz u(1)=0
N du( ) . 1 uwaga: wyznaczylismy
dr 3 po drodze w. Neumanna
1 ‘ : :
) e e (1 tak bedziemy
u(x) = —(x —a”) robi¢ w MEB)



Rozwigzanie fundamentalne
d*u*
da?

= —0(x — x;)

u* (s ;) = <

d*u N 0
-5 T L= +wb u(0)=u(1)=0
T ©=u()
doprowadzito nas do roOwnania
catkowego:
1 .1

du . ,
uw(x;) + —ul + [ xuder =0

d.’I-‘ 0 J0

—_—

a funkcja Greena
[z warunkami brzegowymi]

d*g

@ = —5(.‘1‘ — ."I.‘_z-_)

plus g(x=0)=g(x=1)=0

fcja Greena: konstruowana
pod rownanie niejednorodne

odpowiedz na zrodto punktowe+
warunki brzegowe narzucone na
roOwnanie niejednorodne, ktore
chcemy rozwigzac



Funkcja Greena z warunkami brzegowymi

d*g
d.‘If2

wlasnosci g? 1) spetnia okreslone warunki brzegowe na brzegu

= —o(x — x;) plus WB np. g(x=0)=g(x=1)=0

pochodna w zrodle:

/oa:iJrF dzg /oa:iJrF
— = — 5(;’17 — I)
2 v
J Xj—€ dI J T;—E€

dg
dx

r=x;+e€

2) skok pochodnej w zrédle (mielismy tak rowniez w rozw. fund.)

3) ma spetnia¢ rownanie jednorodne poza zrodiem

Ax << Xy

g(x) = |
B(.‘If — l) L >



Ax < T

g(x) =

B(;’lﬁ— 1) >

4) zazadaymy ciggtosci fcj1 Greena w X;

plus skok pochodnej:\‘ 3
= - X;
B-A=-1] — | A=(1x)
N
(1—z)r o<

—zi(r—1) ;x>

:



swobodna funkcja Greena

(
- r, v <x;
w (s ;) = <
Tiy T > T4
\
y A
X=X:
bout(xx;)
X

wlasnos¢ ogolna:

funkcja Greena (z warunkami brzegowymi)
(1—x)x v <y

g(a;x;) =
—x(r—1) ;2 > x;

Z U” do g: dodane rozwigzanie Laplace’a
-XIX

:

g(a;b)=g(b;a) [wptyw zrodta w a na punkt b
taki jak zrodta w b na punkt aj



. d*u
Jaki zysk z g? — 4+ =0 + wb u(0)=u(1)=0

da?
1 ) 1 1 1
d=w dw du
/ (u—2> dr — u—1| + —w +/ zw(x)dr =0
0 dx de |, dv |, 0
/ d*g .
wezmy: W=(g(X;X;) @ — —O(.‘I-‘ — .'I-‘.zi)

plus WB np. g(x=0)=g(x=1)=0

-1
U (Iz) == / xXqg (.‘I-‘; X ) dx
/0 zamiast: y 1
u(x;) + aty

1
+ xudr =0
d.’I-‘ Jo

0

ogolnie Lu=f

3|
w(w;) = / f(x)g(z; x;)dx
Jo

Rozwigzanie rOwnania rézniczkowego:
Niejednorodnos¢ scatkowana z funkcjg Green’a



Green z warunkiem brzegowym
1
u(a;) = / rg(w;a;)de Greena swobodna
J 0

df
/ u(x;) = —d—Zﬁ

Znacznie prostsze
dlaczego w BEM stosuje si¢ trudniejszy przepis?

1 1
+ f xudx
0 0

znalezienie funkcji Greena g z dowolnymi warunkami brzegowymi dla dowolnie
skomplikowanego brzegu jest trudne w ogole,
a w szczegolnosci trudne do zautomatyzowania.

Dlatego zamiast g:
swobodna funkcja Greena: prosty wzor, zalezny tylko od typu rOwnania



Roéwnanie rozniczkowe do catkowego

Viu = —p(r)
|

staba forma rownania z fcjg Greena jako wagag
A |
/ i (Vi + p(r)) d2 =0

Q

Q

Calkowanie przez czesci:

/' aVbdlN = / aV2bdS) + / Va - VhdS)
JI J J €

Tozsamos¢ Gaussa Greena

da ob
/Q(bVa aV b)d F(b - a5n>d1



BEM odpowiada metodzie reszt wazonych z waga w postaci rozwigzania fundamentalnego:

VZu(r;r;) = —6(r —r;)

Lu = f g /sz},(Lu — f)dQ =0

Vu = —p(r) ’ / ' (V2u + p(r)) df) =0

TGG: / (bVQa — aV2 (b— — a—) dl’ '
Q ( b — U

/ bV2adQ) = aVzbdQ+ b— —a— ir — 4
JO) .

u

/ uV2ud) = / uV20ud) + (u@ — u@> dI’
Q0 Q

/ uVudQ = — / ud(r; r;)dS) —|— (u@ — u@) dl’
Jo Jo on



V?u = —p(r)
/ i (Vi + p(r)) d2 =0
Q

" ou Ol
s Sl e B T
/o VT = /Q olrixe)did+ / (“an “'an) "

/

; o ou oAl
[) ud (r;r;)d§) = [) p(r)u(r;r;)dS) + / ( lizy u%) dr

ciu(r;) = / ud(r — r;)dQ
Q

_ Ju ._3u
q_ﬁn 7=

Z 0znaczeniami: on

ciu(r;) = /F [u(r;ri)q(r) — ¢(r;ry)u(r)] dl” - /Qfd(r;ri)p(r)dﬂ



Podstawowe rownanie MEB:

ciu(r;) = /F [ (r;r)q(r) — ¢(r;r;)u(r)] dI’ - /u(r;r@-)p(r)dﬂ

Q

pochodzi z:

1) reszty wazone z waga w postaci rozwigzania fundamentalnego

2) druga tozsamo$¢ Greena aby przerzuci¢ operator réozniczkowy
Z nieznanego rozwigzania do rozwigzania fundamentalnego

3) wilasnosci delty Diraca

4) silnej formy réwnania rézniczkowego

Zamienilismy czastkowe rOwnanie rdézniczkowe na
rownanie catkowe (w sposob scisty): do tej pory : brak przyblizen



ciu(r;) = / ud(r — r;)dS?
0

Jakie c; ?

C; zalezy : gdzie umieScimy zrodio I;

wewnatrz na zewnatrz




° na brzegu
ciu(r;) = / ud(r — r;)dS?
Q

dla metody elementow brzegowych: akurat sytuacja z brzegiem jest najwazniejsza

r; na brzegu: C;=?

brzeg ma prawo
miec kanty

tadkiej czesci b ;
1 BlaGiIe) C2&8C1 DI2CEU- & powiekszeniu fragment gladkiej

czesci brzegu jest odcinkiem proste;j r
(delta Diraca przecigta na pot)
/‘\ ®

—_— wnetrze
Ci="2 i




1D: /x w(@)d(z — x;)de = /;O w(x)d(x — x;)dx

o0

delta jest ,,funkcjg” parzysta
ciu(r;) = / ud(r — r;)dS)
Q

catkujemy po prostych przechodzacych przez r;
1 obracamy je o kat m:

krecimy

catka po kierunku niebieskim: zero
[zawsze poza obszarem Q]

catka po kierunku zielonym:

V2 u(r;)

o kat wewnetrzny

\ przyczynek od ,,kierunkéw zielonych™:
wnetrze:

1 W
Q’U,CS — idQ:—u i)
e P e



podstawowe rownanie MEB

ciu(r;) = /F [t (r;r;)q(r) — ¢(r;ry)u(r)] dI - /fd(r;ri)p(r)dﬂ

Q

Jesli znamy U oraz g znajdziemy rozwigzanie w kazdym punkcie

wewnatrz Q!
Ale warunki brzegowe zadaje si¢ albo na u albo na g,
skagd drugi warunek brzegowy?



Metoda elementow brzegowych: nie zawiera niewiadomych
nie wnosi wiele do idei,

Powiedzmy wiec ze¢ p=0

na kazdym elemencie brzegowym zadany jeden
warunek brzegowy, ,,drugi” wyliczany Iy I's

wartos$ci U 0raz g opisane przy pomocy interpolacji

U, ) U, f f wielomian
J 71 «— weztowy
! l'\ ‘\ ()l H o l" (5) Lagrange’a

|
51/ z \53 Sy JF
u(§) = u1d1(§) + u202(8) + uzds(§) + uapa(§)



w jaki sposob wyliczany drugi warunek brzegowy?

crur;) = / (rs ) a(r) — (e ru(r)] dT

k
N
- Z / q(r, r;) Z u(n, k)Pr(r)dly N weztow, N niewiadomych
n=1 k

punkt obserwacji r; ustawiany kolejno w kazdym wezle brzegowym.
kazde wstawienie da nam iedno rownanie = ukltad r()wnaﬁ lintowych

Cill; — Zank ZZunkhm

f= (i, o = [,



Problem modelowy: stagnation flow
V2u=0, u=x2-y?
grad (u) = (2x,-2y)

Przyklad Przeplyw stagnacyjny (flow in the corner)

10

1 __I . I_ -I 1
‘ A S S s R, O
u = 22 . N e w8 0 O = 2
Sy I S . / .
. _ - -_____.-'
& - iy o S L g i 4
A
- .
\ \ \ -1 - f I,
¢ T \ S w 4 L]
v = —2y S CC N T / / T
. T / T
| i L1 Y { i |
4—1—-'|-"|' | \ i '.I \ |I I| II ] T—H_
I I Lt
T T T T HREN :
I /) Vol — :E /z
g [/ | —_—
| MR, L
7 ! / o . Y I'\
+.' l'l .\‘ %
— \ '\'\"l‘
4 A ;
£ T
- - ",
ra T e e i)
: g -
e
-io T —T T
A0 £ & -4 2 a 2 4 [ E 10




V2u(r;r') = —6(r)
1

u(r;r'):—§ln\r—ri| ng_u
n

B N / | N / | Pl
Cill; = Z uqdl’,, — Z qudl’,, on
n=1 n=1

w kazdym elemencie: opisujemy U oraz ¢ na brzegu
w bazie funkcji ksztaltu, wezmy najprostsze (liniowe):

u
T u() = 51— Eur + (1 + &)

»
»

1 e 1 €)= 51— O + 50+

A

Uwaga: na ogot tylko w weztach udaje si¢ wprowadzi¢ doktadne warunki brzegowe



Wstawimy warunek Dirichleta 1 bedziemy starali si¢
odzyska¢ warunek Neumanna

. Dirichlet doktadny

. (x,y)=(1.1)
L/ a e L 2=o0ulon 2= oulon

przyblizony Dirichlet

(wynik interpolacji

doktadnego warunku

brzegowego w bazie
lintowych funkcji ksztaltu)

(X,y)=(-1,-1) u/on =n « gradu (u)



macierze wptywu

N N
1 1
C;u; — Z / ’(:qurn — Z / Q’LLan U(f) — 5(1 —f)”Uq + 5(1 +§)u2
n=1 n=1 1

Cil; = Z/u(r, r;) (q¢(n,1)P(r) + q(n,2)Ps(r)) dl,

- Z/Q(F,I'i) (u(n, 1)®(r) + u(n, 2)Py(r)) dl’,,

/

pierwszy (lewy) wezel
elementu n-tego : on numerze globalnym Ig(n,1)
[buchalteria weztow 1 sktadanie macierzy doktadnie

tak jak w MES]



macierze wptywu

Citl; = Z f a(r,r;) (g(n, 1)@ (r) 4+ g(n, 2)®,(r)) dl,,

numeruje lokalizacje delty D. B f )b NG e
(zrédia, fcji Greena) Z r,r;) (u(n, 1)@ (r) + u(n, 2)®q(r)) dl’,

numeruje element

\
h}én:/@k( )q(r;x;)dl’y,

/

numeruje
fcje ksztaltu podobnie:

(lokalna numeracja weziow) .
m y .
gir = /Cbk(r)u(r, r;)dl,,




Z

2

2 dln,k)gi -
=1

k

Z

L
||\1l\D
— L

C;Uy;

1L

N
N

co mozna przedstawi¢ w postaci
Hu=Gq

macierze H 1 G trzeba posktadac [jak w MES]

1 2 3 4

Wezet 1 =lokalny 1 elementu 1
5 oraz lokalny 2 elementu 12

12
12

11
11
10



Sktadanie macierzy wpltywu

N 2 N 2
Cill; = n,k)g u(n, k)"
=y > ql - > D ulnk)
n=1 k=1 n=1 k=1
numeruje lokalizacje delty D.
\' numeruje element

zaczepmy zrodto w i=1 i o .

. ) _ E = K(r)g(r

[pierwszy wiersz] Hu—Gq p

pierwszy wiersz macierzy H:

u
[cl+h11+h“2 Bt 4 12 ] .
2

12 11 12
’ 92 —I_gl 7} gl
2

1,
[911+9

w j-tym wierszu ¢ wchodzi do diagonali pierwszy wiersz macierzy G:
[do kolumny |]




liczymy lokalne macierze wplywu

1
: /
~ u(r;r’) = ——In|r — 1y
m * . ) 1
hy, = / P (r)g(r;r;)dl, 27
: 1 o — 1 y—uwy
Vau(r;r;) = | — y —
e xi) ( 27 (r —r;)? 27 (rri)2>
i(rir;) = Ou(r;r;)
Y on g=mn-Vi
1 calkowac¢ bedziemy po elemencie
n — : , : y(rrl . y-'n,q o L:: . . .
S — )+ (o — ) (v b Ly ) odniesienia ze zmienna &
rzestrzen
p ;UTL + J;n a,;n o J;n
. Ta b b a
4 n n L = 2 + 2 5
<J’b s Yp )
wnetrze Y= Yo T Yy N Yo — Yu ¢
2 2

(2, )

n no,n __ .mn
(J’b — Lo Y — ya)



el N N N
T, + Xy T

catkowac bedziemy po elemencie T 2 :

odniesienia ze zmienng &

_%+%+%—%£

1 2 2
i = / 4E(€).14((€), y(€);rs)

1

g=n-Vu

a

| 1 (o =y @ — ) (2 —aa) v —yi)
q = B +

C2m Sy — D+ (o — (r—r;)? (r—1)°

PRy Cr
n — 2

mozliwa proba scatkowana 1/x od 0

g=n-Viu

Xa=X; Vi(r;;) = ( 27 (r —r;)?’ o7 (r — ri)2>




catkowac bedziemy po elemencie
odniesienia ze zmienng &

1
pin — / AED1(€) T 4((€). y(€): r:)

AT n N RN ¢}
Tr = Jja + lb _|_ lb "Caé
2 2

Yo Y Yy — Ya
Y= +
Y 5 25

1 x—u 1 y—uy,
21 (r —r;)? 27 (r —r;)?

Vi(r;r;) = (

1
g=mn-Viu
. 1 1
9= —5- ; n T n
27 /(i — yi)? + (o —

]

®
®

N

—_—

Vi

((y;? — )@ — @)
)2

(r—r;)?

 — ™V (y — n
_|_<b 2y J))

(r—mr;)?

Zagrozenie jest pozorne:

na prostym elemencie,

w ktorego wezle zlokalizowana
jest funkcja Greena

jej gradient jest prostopadty

do wersora normalnego do
powierzchni.



g=mn-Viu

jesli element nie bedzie prosty: grad u bedzie lokalnie
prostopadiy do n, co wystarczy aby calka skonczona

b
/ —dx
e>0
w praktyce: ta catka jest najtrudniejsza do obliczenia
(najwolniej zbiezna) [mozna uniknac jej liczenia korzystajgc z regulty sumowania podane;j
ponizej |



W problemie laboratoryjnym catki macierzy wptywu h
sg fatwe do policzenia

dajmy osobliwos¢
do wezta i=2

na tym fragmencie brzegu:

/ elementy h sg zero
bo gradient z rozwigzania numeruje lokalizacje delty D.

fundamentalnego jest 5,_ /numeruje element
do brzegu styczny Ry = / Oy (r)g(x
A
numeruje
fcje ksztattu

Na pozostalej czesci brzegu elementy h nie znikaja,
ale sg tatwe do policzenia bo 1/(r-r,) zbytnio

si¢ nie zmienia¢ nie bedzie na dtugosci jednego
elementu brzegowego

wniosek: Hii:Ci



odpowiednia chwila by zobaczy¢, ze:
macierze wphwu MEB sq niesymetryczne,
[w MES dla rownania Poissona macierze sztywnosci bylty symetryczne]

pierwszy wiersz H

ze zrodta wstawionego do [ cp + RV RS, RS B2 ]
wezta | zero (wezet 2
o / nalezy do elementu 1 1 2)
drugi wiersz
ze zrodia (2 + h3'2 oy + W3+ n2,
wstawionego do o
wezta 2
wezel 2
nie nalezy do elementu 12
ten wyraz wigc zero nie wyjdzie
jest zero
WQZ61 2 quiedni numeryje lokalizacje delty D.
7 l \ numeryje element
r'= [ it
A

numeruje
fcje ksztattu



druga lokalna macierz wplywu:

gin — f Dy (r)i(r: 1;)dT,

, 1
u(r;r’) = ——In|r — ry
27
gdy osobliwos¢ znajduje sie w jednym z weztow:
trzeba ja scatkowac [ta osobliwos¢ calkowalng jest]
i (
] In(X) / In(x)dr = a(ln(a) — 1)
0

kwadratury Gaussa Swietnie si¢
sprawdzajg




Catkowanie kwadraturg Gaussa
funkcji z logarytmiczng osobliwoscia

0.00 — ‘.....Q“
i ..‘..
o
oo ,0'. punkty wezwane
o przez Gaussa 32 punktowego
| .' dlaa=1
e wynik num: zamiast:
o -0.9994022 -1
* / In(x)dr = a(ln(a) — 1) dlaa=1
0
.00 | | | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



10

/

Q
/ In(x)dr = a(ln(a) — 1)
0
niebieski: Gauss numeryczny
32 punkty
czerwony: analityczny
czarny: blad [analityczny-

numeryczny] l
0.0000

-0.0020

-0.0040

-0.0060
0




Sktadanie globalnych macierzy wptywu

Lokalizacja osobliwos$ci rozwigzania fundamentalnego w wezle i-tym produkuje

I-ty wiersz macierzy H oraz G
Liczymy macierze lokalne, a nastepnie sktadamy globalne:

G(i,lg(k. 1)+ = g*.
lg(k,l) — globalny numer wezta I-tego w k-tym elemencie brzegowym

Konczymy uzupetniajgc diagonale H 0 parametry geometryczne c :

Hii — Hii —I_ C-i.



wyniki dla du/dn na brzegu: (wstawiamy D, liczymy N)
0 -222 -222 O

2.22 2.22

2.22 dokladne:

0 -2.22  -2.22

2= ou/on

2= ou/



Przyklad 2. Przeplyw stagnacyjny (flow in the corner)

wynik: zerowa ou/on na kantach : J o=e-s

MEB: przewiduje jedng warto$¢ pochodnej normalnej . v = 2uy|
w wezle

f

T

jaka ma by¢ pochodna normalna na kancie?
jesli bedziemy udawac, ze
kant jest zaokraglony

-2

grad (u) = (-2x,-2y)

zero akurat jest wynikiem
poprawnym dla takiego wezla.... ale problem jest ktopotliwy
numerycznie



4 elementy brzegowe na bok kwadratu (réwne odstepy):

ou/on
0 -2.286-1.95-2.286 0

plus olus

minus



9 elementow brzegowych na bok kwadratu (rowne odstepy):

gOrny brzeg:

1.00 —

-2.00 —

-1.953834

1-2.30378

-2.00488

-1.997503

0 na kancie

ma uzasadnienie,
jako wartos¢ gidwna
pochodnej

ale powoduje
problemy dla
interpolacji
rozwigzania na
pionowych

1 poziomych koncach.
metoda wolataby
dwa parametry
niezalezne.



pomyst na rozwigzanie problemu

osaczy¢ kant
nowymi wierzchotkami



rowno rozlozone wierzchotki
1.00 1 wierzcholek extra o0 0.01 od naroznika

-1.00 —

ou/on

-2.00 — —@ @—

-3.00 | | | |
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 v=-2y

x dla y=+1 (wzdtuz gdérnego brzegu)




1.00 —

0.00 -
ﬂ
N |
-1.00 —
ou/on |
N\ |
-2.00 — o Q—
\./
-3.00 ‘ ‘ ‘ ‘
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

x dla y=+1 (wzdtuz gdérnego brzegu)



trzeci wierzcholek extra o 0.02 od poprzedniego

1.00 —

000 & 3
100 #_ _#_
ou/on

-2.00 — \./ — /

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

x dla y=*+1 (wzdtuz goérnego brzegu)

wniosek: problem mozna zawezi¢ do okolic brzegu, gdzie istotnie wystepuje. Dla
catki punktowe 1 skonczone przektamanie funkcji podcatkowej bez znaczenia.



Po wyznaczeniu brakujagcego warunku brzegowego

Wyznaczmy u wewnatrz obszaru catkowania ze wzoru ...

=SS gln. > y (o, )i

trzeba macierze wptywu przeliczy¢
dla kazdej (nowej) lokalizacji
punktu obserwacji r;

Uwaga: mamy catkowitg swobode¢

w wyborze siatki punktow, w ktorych
znajdziemy u; Liczymy tylko tam, gdzie
rozwigzanie nas interesuje.



0.40 —

0.00 —

-1.20

wyniki na osi x=0

cZarne= numeryczne

czerwone —y?

3 rowne elementy
na 1 bok kwadratu

0.00

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

y (dla x=0)

0.00 —

-0.20 —

-0.40 —

-0.60 —

-0.80 —

-1.00

9 rownych elementow
nal bok kwadratu

0.00

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

y (dla x=0)



3 rowne elementy
na bok kwadratu

wzdhluz: x=0.9
czarne= numeryczne
czerwone .92 —y?

1.20 —

0.80 —

0.40

0.00

040 | | | | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
wb. D

warunek Dirichleta wcigz nie catkiem spetniony 7
[kwadratowe funkcje ksztaltu rozwigzatlyby problem.

— po prawej]

-0.40

9 rownych elementow
na bok kwadratu
(wezel .77 potem 1)

0.00

0.20 0.40 0.60 0480 1.00




Inne warunki brzegowe: Dirichlet
Dirichlet na niezerowej czesci brzegu __, W jedny
Neumann na reszcie punkcie *

H U= G q Sktadamy jak zawsze

_ Reorganizujemy macierze
DX_Cy przektadajac wiersze
z jednej do drugiej

uktad rownan: macierz D,
w ktorej pierwszg kolumng o . o
bierzemy z G ze zmienionym musimy zostawi¢ jedno u na brzegu
znakiem, reszte z H i zostawitem u(-1,1)=0

w C: pierwsza kolumna z
H ze mienionym znakiem

0.00 —=

resztaz G
y=(Uy,05,03,---) —— Whyniki dla u
X=(qy,U,,Us,...) Rozbieznos¢ Wzdtuz gbrnego brzegu

w wartosciach °%* 7
uw wezle : .

1.20 | | | |

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



Reguta sum hit = / Py, (r)g(r;r;)dl,

Hu=Gq i = [ dutwyitesvar,

jesli u spetnia rownanie Laplace’a , u+c rowniez, ponadto H i G bez zmian

Hu=Gq .
Hu+H[c]=Gq Hig =0
/ ]

wektor o statych wyrazach

dla kazdego i

uzytecznosc:
dla krzywoliniowych elementow najtrudniejsza jest policzenie diagonalnych wktadow do
H - gdzie calka jest najwolniej zbiezna (dla krzywoliniowych elementow)

2 2 Ale: do jej oszacowania mozna uzy¢
1w T E 1) pozostatych elementow, ktore szybciej
i] zbiezne]

co wiecej: nie musimy martwi€ si¢ 0 wyznaczenie C;



druga reguta sum (réwnanie jednorodne)

2) podobnie jesli U rozwigzanie fundamentalne to U +C roOwniez

g = / Dy (r)i(r; )T,

macierz suma funkcji ksztaltu dla kazdego elementu = 1
stad po zlozeniu kazdy elementy macierzy G ros$nie o C
Hu=Gq /

Hu=(G+[c])g Z —

()

H nie ulega zmianie,

bo w liczeniu elementow nalezy czytac: zdyskretyzowana forma prawa Gaussa
h wykorzystywana _ strumien zero, jesli Zrodetl brak
jest tylko pochodna normalna U VudS = 0

uzytecznos¢ drugiej
reguly sum w powyzszej

C?;”ZL(F@-) — / (“l},q— cju) dl’ - /’ll (l)dQ formie ograniczona
r

Q do rownania jednorodnego




Wersja metody elementow brzegowych dla rownania niejednorodnego:

ciu(r;) :/(uq—cju) dl’ - /ﬂp(:}:)dQ
r

Q

N
Cill; = Z / u(r, r;) Z q(n, k)Py(r)dl,
’ k

n=1
N o
— Z / q(r,r;) Zu(m k)P (r)dl,
n=1" k
\ _ / "Z..L(I‘,I'.i_) p(r) dQ) «—— calka objgtosciowa
Q
Hu=Gg+n :
n; = / u(r, ry)p(r)d
J ()

uwaga: pierwsza reguta sum, przezywa

Hu=Gg+n
Hu+H[c]=Gq +n Z :



Catkowanie niejednorodnosci z rozwigzaniem fundamentalnym (osobliwoscig):

n; =- [ u(r,ry)p(r)ds

0 przy rozwigzywaniu rOwnan dla ,,drugiego warunku
brzegowego” nie ma problemu, gdy niejednorodnos¢

p(r) nie lezy na brzegu

lub gdy gestos¢ tadunku jest skonczona (catkujemy wtedy
logarytm * skonczona funkcja — jak elementy macierzy g)

problem z osobliwos$cig rozwigzania fundamentalnego
wewnatrz (Q pojawia si¢
gdy poszukujemy rozwigzania wewnatrz obszaru catkowania

[wspotrzedne kartezjanskie stabo si¢ do catkowania
wtedy nadajg]

TY@ (n,k)g ”*’ TTU! (n, k hm+nz-_

n=1 k=1 n=1 k=1




... gdy poszukujemy rozwigzania
wewnatrz obszaru calkowania

n, = / u(r, ry)p(r)d
Jo

yd
A1

ey
. I
T |
T ] |
] |
. |
: z objetosci catkowania
m I,’ wycinamy kule (koto)
| @i H¥E przadanym prom.lenly |
1 srodku w osobliwosci
i
- Il l
W] ] I .
\ | ——L p . _ .
V] =] ulr;r;) = —— 111 r —r;
\ (rix) = =5l fr —x;
EE catkujemy we wspotrzednych
biegunowych wzgledem osobliwosci
1 27 R
catka po kole: —2— d() / r [)("I”, ()) In |I°| dr
T Jo Jo

jakobian likwiduje osobliwos¢



jakobian likwiduje osobliwos¢ w zrddle

2.00 —

L0 | rln(r
0.00 — In (r)
i podobnie 3D:
2.00 — l r2 1/r
- jakobian \_
fcja Greena
.00 | | | | |
1 27 R
calka po kole:  —5— dg / rp(r, ¢)In |r|dr
21 /o Jo

gdy zrodto na brzegu:catkowanie po kacie wezsze, lub R(9)



MES porownanie MEB

Elementy generowane tylko na brzegu I

Elementy generowane (wymiar o jeden nizej).
na calym obszarze catkowania €2 Ale: niejednorodnos¢ nalezy wycatkowac
rownania rézniczkowego po calym obszarze jej wystepowania.
!,¢>._£_2 [co moze by¢ tatwe, jesli np. zrodta
\NE 7 punktowe]
k‘w’ r

1) Najpierw rozwigzujemy roOwnanie

, _ , na ,,drugi wb” na brzegu I
Otrzymujemy rozwigzanie

na catym €) 2) Nastepnie liczymy rozwigzanie tylko w punktach
wnetrza ktore nas interesuja

Rozwigzywane jest rownanie Rozwigzywane jest rownanie doktadne

przyblizone (staba forma réwnania (staba forma rownania z funkcjg Greena jako

z wagami = funkcjami bazowymi). waga = jest doktadnym odpowiednikiem oryginalnego
Jesli dyskretyzacja brzegu doktadna: roOwnania). Ale: warunki brzegowe sg wstawiane

roOwniez warunek brzegowy wstawimy, w sposob przyblizony.
doktadny (ale w ograniczonej bazie)



MES MEB

generowane sg macierze
duze rzadkie 1 symetryczne
(operator samosprze¢zony)

macierze geste 1 niesymetryczne, ale
mniejsze

o tym, ktora metoda produkuje tatwiejsze w eksploatacji
macierze decyduje stosunek objetosci do powierzchni,
gdy duzy MEB preferowana. MEB stosowalna dla nieskonczonych obszarow

elementy macierzowe catkowalne

tatwo: (macierz sztywnosci funkcje podcatkowe sa osobliwe

- anahtyczple lub QOkla.dme _ calkowanie numeryczne jest trudne
numerycznie [catki z wielomianul])

wektor sztywnosci: nieco trudniej

o stosowalnosci decyduje znajomos¢
rozwigzania fundamentalnego,
sg roOwnania liniowe, w ktorych o nie trudno

stosowalnos¢: bardzo szeroka,
z problemami nieliniowymi wigcznie



Przyktad: zastosowanie swobodnej fcji Greena
w rachunkach analitycznych, problem warunkoéw brzegowych

O delcie Diraca 1 zupetnosci fcji wlasnych operatorow samosprzgzonych

Lop = A\On

_ zal: ¢, unormowane
dla dowolnej f

b
— Z Cn ()n (I) Z Cpn = f (I) ()n (I) dx
n

L] (1.

w szczegolnosci

b
) 'I- — IL Z (?1 ()n, ) Cn = / 6(’%" o f)()ﬂ(I)dI
(1

Cn = ()n (f)



Przyktad: zastosowanie swobodnej fcji Greena
w rachunkach analitycznych

sin(2my)
c
I
o

u:
o
0
<
N
5
~——
|
'1\
>
g-
<
|
.
=
S—’
Q.
'1
+

0 — 1
u=0 : : : : :
interesuje nas tylko rozwigzanie wewnatrz obszaru calkowania
wiec ;=1
C : 2. o -
rozwiaza¢ mozna separujac V u(rj ri) — —()([- — rz’)
Zmienne. sinh(27(1 — 2))

u = sin(2ry) poszukamy rozwigzania
fundamentalnego, ktore

znika na brzegach pudta

sinh(27)

Rozwigzania rownania Laplace’a
znikajace na brzegach: : :
) . ciu(r;) = / (2}/— qu) dl’
. . r
Gmn = 2 sin(nmx) sin(mmry)



ciu(r;) = / (yé qu) dl’
r

u=0
1 Gmn = 2sin(nmx) sin(mmy)
=
5 -0 sprobujmy skonstruowac fcje Greena dla
= U= Zerowych warunkoéw brzegowych:
I
]
0 (2,20 5) = Con( @, Yi) pn (2. )
0 u=0 1 mn
V3u(r;r;) = —d(r — ;)
(S(.‘If — L, Y — yz) — Z ()mn( }z)()mn(I U)
1L,
Z C-nz,-n("r-ia ;l 2 (772 —|_ n- ) m,n "‘a g) — + Z (.-55'?'72»?'1-('1"'2'-? l ?ml(I y)
mn mrn

fcje wlasne operatora samosprzezonego: baza ortogonalna
1
m2(n? + m?)

Cmn (Iz L z) — Omn (Iz { z)



Omn = 2sin(nmx) sin(mmy)

w(x, Yy, y;) = Z Conn (i, Yi ) O (2, )
T
1

(r12 —|— m?

Cmn (x-ia L -i) — ) ()mn (Iz L z)

w(, y: s, i) ; EE 2 %111(77’171*;17.2-_) sin(nmy; ) sin(mmx) sin(nwy)

ciu(r;) :/r(zqu(ju) dFJr/Qup( ) dS2
u Iz iz— /QZ[I(
I
_ u=0

w(xi, y;) = — /U q(x = 0,y) sin(27y)dy 1
(r=0.y) = 2% =0,y g
q T ?J f ()I \g

I
(minus bo x=0 to brzeg lewy) > 0
0 u=0 1

Amm
g(xr=0,y;2:,1;) = — z S ) sin(mmx;) sin(nwy;) sin(nmy)

u=0



1
u(wi, yi) = — / q(x = 0,y) sin(27y)dy
Jo

Ama

x=0,y.2;,1u;) = — Z _, sin(mma;) sin(nmy;) sin(nm
Q( s Y5 Lis 1) — TFQ('Tle T 'le) ( { z) ( { z) ( 1J)
dm 1.
wla;, y;) = — sin(mmax;) sin(nmwy; ) —o(n, 2
( 2—-&.-?-) ;;ﬁz('?}'?..z+'??.-2)5 ( N ?)LJ ( ”&.3)2 ( . )
(o) = " =T sin(ma,) sin(2my,)
wla,;, y;) = — sin(mmax,; ) sin( 2wy,
ir Yi — ?{_2(???’2 1 22) Ay mY;
1 |
g =0 oo doldadny sinh(27 (1 — x))
> u = sin(2ry) ——
0 y=n/4 ] sinh(27)
0 u=0 1

suma 20 wyrazow

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



1
u(wi, yi) = — / q(x = 0,y) sin(27y)dy
Jo

Ama

x=0,y.2;,1u;) = — Z _, sin(mma;) sin(nmy;) sin(nm
Q( s Y5 Lis 1) — TFQ('Tle T 'le) ( { z) ( { z) ( 1J)
dm 1.
wla;, y;) = — sin(mmax;) sin(nmwy; ) —o(n, 2
( 2—-&.-?-) ;;ﬁz('?}'?..z+'??.-2)5 ( N ?)LJ ( ”&.3)2 ( . )
(o) = " =T sin(ma,) sin(2my,)
wla,;, y;) = R— sin(mmax,; ) sin( 2wy,
2y 1 - ?Tz(???z + 22) / (] / g){l
1.20 —
:
_ \ .
3 - dokdadny sinh(27(1 — x))
> u = sin(2my) ,
0 y=m/4 | sinh(27)
1

0 u=0

- suma 200 wyrazow

0.40 —

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20



1
u(wi, yi) = — / q(x = 0,y) sin(27y)dy
Jo

Ama

(x=0,y;2;,1;) = — Z _, sin(mmx;) sin(nmy; ) sin(nmt
Q( s Y5 Lis 1) — TFQ('Tle —|—'T12) ( { z) ( { z) ( 1J)
dmm 1.
wla;, y;) = — sin(mmax;) sin(nmwy; ) —o(n, 2
( 2—-&.-?-) ;; ?1_2(.?}_12 + 'T?.-Z) ( N ?) ( ”&.3)2 ( . )
(rir0) = 3 T sin(mma,) sin(27y,)
w(w;, y;) = S— sin(mma; ) sin( 27y;
ir Yi — ?{_2(???’2 1 22) Iy Tl
| N
: . .
3 - dokdadny sinh(27(1 — x))
> u = sin(2my) ——
0 y=mn/4 sinh(27)
0 u=0 1
010 | suma 600 wyrazow
0.00

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20



dm _ _ 1.
w(wg,u) =Y 2 _T_ ey sin(mmz;) 5111(-11.?4-3_;1)50(-12.., 2)

s i
(1) = Y T sin(mr) sin(27y,)
WL, Y, ) = ‘ - SIN 1T ; ) S 27T Y;
iy J1 - ?Tz(???z + 22) / () / g){l
1.20 — .
Szereg jest wolno zbiezny . sinh (27 (1 — x))
1 u = sin(2my) ,
sinh(27)
"7 suma 600 wyrazow
0.40 —
0.00

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

czasem wygodniej jest
pracowac z kompaktowa formg swobodnej furrlkcji Qreena ciu(r@-) _ (u g — cju) AT -
1 oraz z pelnym rOwnaniem .

(r;r') = o Infr —ri| catkowym.



