Optymalizacja (minimalizacja) metodg Monte Carlo




Zagadnienie optymalizacji — sformutowanie problemu

* Problem optymalizacji wartosci funkcji mozemy sformutowac jako zagadnienie poszukiwania wartosci ekstremalnych,
tj. maksimum badz minimum. Maksimum mozemy zamieni¢ w minimum przemnazajgc funkcje przez czynnik (-1),
zatem proces optymalizacji sprowadzany jest zazwyczaj do poszukiwania minimum wartosci funkcji.

* minimum moze byc¢:

* globalne (tego zazwyczaj szukamy)
* lokalne (to zazwyczaj przeszkadza)

Zdefiniujmy matematycznie punkt w ktérym funkcja posiada minimum globalne (xc)
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.Klasyczne” metody poszukiwania minimum wartosci funkcji to metody iteracyjne
* (1D) metoda ztotego podziatu, metoda interpolacji kwadratowej Powella
* (>1D) metoda sprzezonego gradientu, najwiekszego spadku, Newtona (metody gradientowe)

lub metoda Simplex (bezgradientowa)

* wadg metod standardowych jest to ze potrafig znaleZ¢ minimum zazwyczaj,
gdy punkt startowy znajduje sie w jego poblizu (tak dziatajg metody gradientowe)

* metody te znajdujg pojedyncze minimum, wiec nie ma pewnosci czy jest to minimum lokalne czy globalne
(chociaz tej pewnosci na ogo6t nie mamy takze w przypadku metody MC)

* zastosowanie standardowego podejscia sprawdza sie w przypadku gdy liczba wymiaréw przestrzeni,
w ktorej poszukujemy rozwigzania jest niewielka, rzedu 1-10

* klasyczne metody dziatajg tylko dla probleméw zdefiniowanych przy pomocy funkcji ciagtych,
w przypadkach dyskretnych (np. problemy kombinatoryczne) stajg sie bezuzyteczne

Przyktad - problem komiwojazera

Dany jest zbior miast ktére komiwojazer chce odwiedzic tylko raz i w takiej kolejnosci aby trasa je tgczaca byta najkrotsza i zamknieta.

potozenia miast d= {7’17 r2,... 77"n}

min S = E E Cij’sij‘i‘sfla Sig — T_';—’I:j]

T J>1
Sir — odcinek pomiedzy ostatnim a pierwszym miastem

o — 0, brak polaczenia
771 1, miasta polaczone




Poniewaz wazna jest kolejno$¢ odwiedzanych miast wiec moglibySmy dokonac¢ zmiany kolejnosci pierwotnej miast
a nastepnie dtugosc trasy liczy¢€ jako odlegtosci miedzy kolejnymi parami — sgsiadujagcymi na liScie miastami

pierwotne potozenie miast wektor indeksow miast zgodny z miejscem na liscie

J:{Fl,f’z,...,??n} Pl:{172337-'-7n}

optymalna kolejnos¢ miast wektor indeksoéw dla optymalnej trasy

da:{Fa1,Fa2,...,Fan} Pa:{Oél,Oéz,Oég,...,Oén}
n—1
min 5 = E :Saiai—l—l + Sana;
1=1

* Sto funkcja kosztu, szukamy takiej kombinacji miast aby znalez¢ jej minimum

Zauwazmy ze wektor P, jest w zasadzie permutacjg ciggu liczb zawartych w P;.
lle Sciezek mozemy skonstruowac?

N, =n!
n=10— N, = 10! = 3.6 - 10°
n=20— N, =20 =24-10"
n =50 —+ N, = 50! = 3-10%

* metoda ,brute force” polegajgca na sprawdzaniu kolejnych permutacji jest w tym przypadku bezuzyteczna

* jedynie metody stochastyczne (Monte Carlo) sg w stanie poradzi¢ sobie z tym problemem




Przykiad
* 52 miasta
* najkrotszg trase znaleziono algorytmem ewolucyjnym (ant colony algorithm)

* czas trwania symulacji: 2 sekundy

m=52, Ant Colony Algorithm

1200
* indeksy przy punktach oznaczajg potozenie

miasta na pierwotnej licie (wejsciowej)
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Przyktad. Poszukiwanie konfiguracji uktadu oddziatujgcych ciat o najmniejszej energii
np. klastra atoméw, wycinka krysztatu itp.

Etot:V(?;i)FQ)77—’,71):2‘/1(7?7,)—’_22‘/2(7?27@)—'_ v

1 J>1 trojcialowe
Aﬂ G _/ inne
TV
pola dwucialowe
zewnetrzne

Znalezienie minimum energii staje sie trudne z dwoch powodow:

* liczba czastek w uktadzie okre$la wymiar przestrzeni, w ktérej pracujemy N=d-n, d=1,2,3
(d to liczba wspoirzednych opsiujgcych pojedynczg czastke)

N=60, max 3-nearest neaighbours, E, = -421.2 eV

* w zaleznosci od tego jak skomplikowang posta¢ ma potencjat oddziatywania
zalezy liczba lokalnych miniméw funkcji kosztu (energii catkowitej), moga
one wrecz uniemozliwi¢ znalezienie minimum globalnego

A ORN =0 =N w A

N
s




Rozktad Boltzmanna

W metodzie symulowanego wyzarzania wykorzystujemy dwa czynniki:

* rozklad Boltzmanna
¢ fancuch Markowa

Rozktad Boltzmanna zostat zdefiniowany dla uktadéw opisywanych przy uzyciu zbioru kanonicznego,
ustalone sg wowczas parametry: N, V, T
(N -liczba czastek, V — objetos¢ uktadu, T — temperatura bezwzgledna)

Okresla on prawdopodobienstwo realizacji mikrostanu o energii E;

exp (=) exp(—5)

Z ZeXp (—%)
]

p(E;) = p; =

Z jest funkcja rozdziatu i petni role czynnika normalizacyjnego.
Zazwyczaj jej nie znamy bo nie wiemy jakie sg energie E..

Poniewaz zaktadamy, ze tylko N,V,T sg stale, wiec energia uktadu moze sie zmienia¢ w czasie.
To oznacza ze dla T>0 uktad moze znajdowac sie w stanach o réznej energii, ale wyraznie beda
preferowane stany o nizszej energii (wieksze p(E)) niz te o wysokiej.

Dysponujagc wyrazeniem okres$lajgcym prawdopodobienstwo obsadzenia standw,
moglibysmy okresli¢ warto$¢ oczekiwang energii uktadu dla danej temperatury T

(E)NvT = Z Ejp;

J




Lancuch Markowa, algorytm Metropolisa

Pomimo prostoty wyrazenia nie jesteSmy w stanie od razu wyznaczy¢ wartosci oczekiwanej energii, gdyz nie znamy Z.
Zauwazmy, ze energia uktadu jest funkcjg potozen i pedow czastek — opisywanego wektorem w przestrzeni fazowej

EZ' - Ei(’Flﬂ?Q) <. 7Fn7ﬁlaﬁ27 v 7ﬁn) - E’L(X)
zmiana jednej wspoétrzednej zmienia potozenie w przestrzeni fazowej czyli stan X->Y

* rbzne realizacje wektora X bedg odpowiadaty roznym prawdopodobienstwom realizacji tych stanéw

« prawdopodobienstwo realizacji stanu w przestrzeni fazowej (fgp) zapiszmy jako f(X)
z warunkiem normalizacji

/f(X)dXz 1, dX = dridrsy . ..dpidps . ..
Q

* w warunkach rownowagi termodynamicznej prawdopodobieristwa przejscia
pomiedzy stanami X iY oraz Y i X powinny byc¢ identyczne

K(X[Y)f(Y) = K(Y|X)f(X)

Y—-X X—=Y

Czesto$C przejsc K zdefiniujmy jako iloczyn czestosci T (ktérg sami okreslimy)
oraz nieznanego prawdopodobienstwa akceptacji A

AXIYTXY)f(Y) = AY[X)T(Y]X)f(X)

TY|X)f(X)
T(X|Y)f(Y)

Nie znamy A(Y|X), wiec chcac znalez¢ A(X|Y) musimy oprzec sie jedynie na znajomosci wartosci q(X|Y)

AX]Y) = A(Y]X)

A(Y[X)q(X]Y)




Metropolis zaproponowat aby prawdopodobienstwo akceptacji nowego stanu okresla¢ na podstawie wyrazenia

Pace = A(X]Y) = min{1, ¢(X[Y)}

Od nas zalezy posta¢ wyrazu okreslajacego czgstosc przejs¢ T.

Najprosciej jest zatozyé
T(X|Y) = T(Y|X)

Ponadto wykorzystujac fakt ze fgp w przestrzeni fazowej ma postac

o (5)

F0) = ——

mozemy w fatwy sposob okresli¢ prawdopodobienstwo akceptacji nowego stanu

) = e (5E) S

T(X|Y)exp (—%) KT

Pace = Min {l,eXp (—%)}

- wzor Metropolisa




Prawdopodobienstwo akceptaciji zaproponowane przez Metropolisa nie jest jedynym wyborem.

Alternatywnie mozna je okresli¢ nastepujgco (wzér Glaubera)

G / Q(X‘Y)
= A(X|Y) =
Glauber
E(X)—E(Y
L o () 1
Pacec = _ — AFE
1_
0.8 1
0.6 1
pacc
0.4 1
0.2
0-| ' T . T ' T ' T ' T . T . T

-8 -6 -4 -2 O 2 -+ 6
AE/KT

|— Metropolis — Glauber|

taka postac pa.c rOwniez zapewnia spetnienie warunku
szczegolnej rbwnowagi

Metropolis

Pace = Mmin {1, exp (_w>}

réznica wystepuje gdy E(X)~E(Y), wptywa to na proces
generowania tancucha Markowa (mniejsze praw. akceptacji)
a doktadniej na szybkos$¢ dochodzenia uktadu do réwnowagi

dla wiekszych réznic energii oba wzory dajg identyczne wyniki

po osiggnieciu stanu rownowagi nie ma znaczenia,
ktérego wzoru uzyjemy




Przy uzyciu wzoru T(Xn:1|Xn) 0Oraz pa.c mozemy wygenerowac cigg stanéw w przestrzeni fazowej tzw. tancuch Markowa

X1 —>Xo—>Xg3—...> X,

» prawdopodobienstwo wystgpienia stanu X, zaleze¢ bedzie od f(X) i ustalonej temperatury T uktadu

* w ten sposéb nie znajgc f(X) (bo nie znamy Z) przy uzyciu tancucha Markowa
mozemy szacowac wartosci wielkosci fizycznych

(0) = /Q OXf(X)AX  — 0= 0(X), Xi~dist{f(X))




Algorytm Metropolisa generowania tancucha Markowa

1) aktualna postac tancucha {X1, Xa,... 7Xn}

2) wylosuj nowy stan TY|X,) =Y

kT

3) okres| prawdopodobienstwo ¢ .. = min{ 1,exp | —
akceptacji nowego stanu

E(Y) - E(Xn)>}

4) wylosuj liczbe o rozkladzie {7, ~ U7 (0, 1)

jednorodnym

5 , " { U <poece — Xpm1=Y - jesli nie akceptujemy nowego stanu to
sprawdz czy wynik jest _ nowym elementem ciagu jest X,
akceptowalny Ui > Ppace — Xpp1=Xp

6) fancuch po modyfikacji {X1, X2, ..., X0, Xpi1}

* generujac odpowiednio diugi tancuch oczekujemy, ze dokonamy poprawnego prébkowania f(X) dla danej T
inaczej: ciag standw bedzie ergodyczny (tancuch aperiodyczny i homogeniczny)

* elementy tancucha Markowa sg skorelowane, bo gdy nie akceptujemy nowego stanu powielamy poprzedni




Metoda symulowanego wyzarzania

Wiemy juz jak osiggnac¢ stan rownowagi termodynamicznej w okreSlonej temperaturze
- inaczej: otrzymaé optymalny rozktad obsadzen standw danej temperaturze.

Mozemy teraz wykorzystac algorytm Metropolisa w celu znalezienia stanu o najnizszej energii,
a jesli energie zamienimy na dowolng inng zmienng lub zestaw zmienych to metoda ta postuzy
nam do znalezienia minimum wartosci funkciji.

Trzeba tylko umiejetnie dobraé temperature....

E = f(x)

pacc = min {17 eXp <_ f(xnewl){z;f(mold)) }
fe=t= pGCC(Enew > EOld) >0 T<<1— pacc(Enew > Eold) ~ 0
start

start

obszar niedostepny

min. lokalne min. lokalne

min. globalne min. globalne
- jesli T jest duze, to prawdopodobienistwo akceptacii * mate T oznacza bardzo mate prawdopodobieristwo
nowego wyniku tez jest duze zaakceptowania wyniku o wiekszej wartosci funkcji celu f(x)
 ,wedrowiec” moze w sposéb losowy odwiedzié dowolne * ruch ,wedrowca” ograniczony do lokalnej doliny f(x)
miejsce w przestrzeni znajdujgc minimum
* dostep do minimum globalnego moze zostac¢ zablokowany .




Analiza przyktadu prowadzi do wnioskéw
* im wyzsza temperatura tym wiekszy obszar dostepny dla wedrowca

* dla wysokiej temperatury wedrowiec przebywa w minimum globalnym tylko przez chwile
I w kolejnej iteracji ucieka

* w niskiej temperaturze ruch wedrowca jest silnie ograniczony przez niskie prawdopodobienstwo
akceptacji miejsca w ktoym funkcja ma wiekszg wartos¢ niz obecnie

* poszukiwanie minimum to proces stochastyczny, aby zwiekszy¢ szanse jego znalezienia mozna (trzeba?)
uzy¢ wiekszej populacji wedrowcoéw

* proces poszukiwania minimum zaczynamy od wysokiej temperatury i stopniowo jg obnizamy,
mamy nadzieje ze przynajmniej jeden wedrowiec znajdzie sie w okolicy minimum globalnego

* konieczne staje sie wprowadzenie funkcji opisujgcej zmiany temperatury,
to jeden z kluczowych aspektow algorytmu

Przez analogie do metody powolnego schfadzania (wyzarzania) materiatow w celu likwidacji naprezen
i defektow, algorytm ten nosi nazwe metody symulowanego wyzarzania.

Soczewki do najwiekszych teleskopow podlegajg wyzarzaniu nawet przez 2 lata
— chodzi o zmniejszenie naprezen ktére powodujg lokalng zmiane
wspotczynnika zatamania Swiatta co jest jedng z przyczyn abberaciji.




Sposob zmiany temperatury w metodzie SA moze by¢ kluczowy dla osiggniecia minimum.

Najprostszy sposob to zmiana skokowa o zdang warto$¢ AT i wykonywanie ITmax iteracji w danej
temperaturze w celu osiggniecia rownowagi termodynamicznej z otoczeniem.

inicjalizacja: Trvin s Tmax
M - liczba punktow posrednich temperatury
— Tmam_Tmin
AT = Tmesprmin

for (m=0; m <= M; mt+){
T =Thar —m- AT

for (it=1; it<=ITyaz; it++){
jeden _krok_SA ();
}




Mozna tez uzalezni¢ temperature od numeru iteracji w spos6b bezposredni bazujgc na zaleznosci np. jednomianowej

y = P, r,y € (0,1), peR

. T — Tmzn
v Tmaac - Tmnz
IT, e — it
€T =
-[Tmazc

IT,, 0 —it\?
T = T(it) = Tonin + (Tonas — Tin) ( i 5 )

wyrazenie opisuje temperature ktéra w kazdej iteracji bedzie inna niz w pozostatych
* tempo zmian temperatury zalezy od wartosci parametru p:
p=1 - tempo liniowe

p>1 — tempo nieliniowe, przy czym na poczatku symulacji temperatura obniza sie szybko, p6zniej wolniej
p<1 — tempo nieliniowe, na poczatku temperatura obniza sie wolno, pézniej szybko

Wz6r mozna dopasowacé do postaci dyskretnej, co odpowiada wykonywaniu
pewnej liczby iteracji w statej temperaturze

Tmax - Tmzn
M

AT =

T
T, = round (E) AT + Thin




Przyktad — zmiana temperatury w funkcji numeru iteraciji

T

Tovin =1, Traw = 10°, [T 0. = 10*

T(it) - continuous

T(@it) - discrete
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* punktem startowym symulacji moze by¢ zmiana liniowa (ciggta lub dyskretna)

* w zaleznosci od przypadku, zmiana liniowa moze nie by¢ optymalna,
czasem warto ukfad utrzymywac ,nieco diuzej’ w wyzszej temperaturze,
a pOzniej szybko schtodzi¢ — lub odwrotnie,
przekonac sie o tym mozna wykonujac serie symulacji testowych




Algorytm symulowanego wyzarzania

inicjalizacja: Trvin s Thas
M - liczba punktow posrednich temperatury
n — liczba wymiarow
N — liczba wedrowcow
Apaz = [A1, Ao, oo Ay
o= [Ti1, Ti2,...,Tin] — wektor startowy i—tego wedrowca

- Tmaa:_Tmin
AT = Lmaz—

for(it=1; it <= ITmaee; it++){
T = T(it)
for (i=1; i<= N; i++){

A ~ dist{U™(-,-)} A] < | Al
Frew = 7 4+ A

Pace = Min {1, exp (- f(ﬁne:gr—f(ﬁ) )}

Uy ~U(0,1)

1f<U1 Spacc) {
ﬂ%ﬁnew
telse{

}

—

r; — bez zmian




Przyktad. Poszukiwanie najkrétszej trasy w miescie.

Wykorzystajmy metode SA do znalezienia najkrétszej drogi taczacej dwa punkty w miescie
Zatozenia:

algorytm powinien uwzglednia¢ konieczno$¢ omijania budynkéw

punkty: startowy i koncowy sg ustalone (wejscie/wyjscie)

liczba punktéw posrednich okreslana jest przed symulacjg (mozemy jg zmienia¢, dopasowac do problemu)
potozenie punktow posrednich bedziemy zmieniac przy uzyciu algorytmu SA - punkty swobodne

w symulacji uzyjemy populacji N niezaleznych wedrowcow

Uwagi do rysunku:

KONIEC =7, . gpszary zielone to budynki

* czarna krzywa tamana to trasa bliska optymalnej
(takg moglibysmy zaakceptowac)
zawiera duzg liczbe punktow swobodnych

* czerwona krzywa tamana to trasa nieakceptowalna
bo przechodzi przez budynki
zawiera matg liczbe punktow swobodnych

START =1

y

* im wiecej krzywa posiada punktéw swobodnych
tym fatwiej jest jej ominac budynki, ale jednoczesnie
zwieksza to liczbe wymiaréw opisujgcych problem

y ™




Konstruujemy funkcje celu/kosztu

* argumentami musza by¢ punkty stanowigce krance odcinkdéw tgczacych wejscie z wyjsciem

f - f(FhFQa SR 77?n—1777n)
71,7y - parametry modelu

T9,T3,...,Th—1 - zmienne (stopnie swobody)

ograniczenia przestrzenne  x; € [xmm,:cmax]

Yi S [ymina ymam]

wymiarowos$¢ problemu  dim {7, 73, ..., Tp_1} =2 (n — 1)

Poniewaz trasa sktada sie z odcinkow, wiec najtatwiej skonstruowac funkcje celu
w postaci sumy wkltadéw wnoszonych przez poszczegolne odcinki

n—1
f - Z dz‘,z‘+1
1=1

* jesli trasa przechodzi pomiedzy budynkami to f okresla jej dlugosé

* najmniejsza warto$¢ f powinna opisywac najkrétszg trase

* jesli odcinek przecina budynek to oprocz jego dtugosci wspétczynnik dii.. powienien
zawieraC dodatkowy nieujemny czynnik stanowigcy kare,
to spowoduje ze wartos¢ funkcji celu bardzo wzrosnie i takie rozwigzanie bedzie odrzucane
lub akceptowane z matym prawdopodobiehnstwem




wktad danego odcinka z mozliwg karg za przejscie przez budynek np. w postaci potencjatu schodkowego

Tit1
= / [1+ V()] ds, ds =/ dx? + dy?

N 0, empty field
Vi) = { Vinaw >> 1, building

\3

Calkowanie wykonajmy numerycznie przy uzyciu metody trapezow dla (K+1) weztow
- takie podejscie jest dos¢ ogolne i pozwala na fatwa zmiane potencjatu kary

K K
T, =2; +p-Ax uw=0,1,..., K .
g ' 7 Y Ty = Ty, Yyl
yuzyz—l—k:Ay, M:O,l, '?K
Ti41 K
diip1 = / L+ V(P)]ds~ > cu[V(7,)]- As
7, #=0
As = /Az2? + Ay?
1
e = 5 <~ n = O, K
H 1l << u=23,....K—-1
Uwaga: spodziewamy sie ze tylko czes¢ odcinka As moze przechodzi¢ przez budynek, co prowadzi do powstawiania
btedu catkowania, ale jesli K jest duze (np. K=100) to btad ten staje sie maty, pamietajmy takze ze naszym celem
jest trasa omijajgca budynki — wowczas btad catkowania bedzie znikat (bo potencjat kary znika) -



* konstruujemy tablice danych zawierajgcg informacje o trasach N wedrowcéw k
- w niej bedziemy dokonywac zmian

| Tr2 T3 |- | Tin=1|Tn
f, | re2 | 23 | --- | "2n—1 | Tn
7?1 Fn
| N2 |TN3 | --- | TN;n—1 | Tn
* zmiany potozen punktow swobodnych wykonujemy losowo w obu kierunkach A
nie przekraczajgc wyznaczonych granic obszaru Q2 max
Aae — ustalone ey
Amaaz

Ula U2 ~ U(07 1)
oxr = (2U1 - 1)Amax
5y = (2U2 - 1)Amax
fFZwa = T_{L,j + [6%, 5y]
Q= [Sﬁmin;mma:):] X [yminaymam]
i (775" € )4
Dace = min {1,exp (_B[f(ﬁf’ljew) — f(ﬁ-,j)])} = min {1,exp (—5[ 7o T it —dj-1y — dj,j+1])}
Us ~ U(07 1)
if (U3 < pacc){

Ti,5+1

rij—1

Fig A5 i
}else{ . ) djj—|—1: / [1+V(F)]d8
T;; — bez zmian ’
T

}
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