Elementy trojkatne
elementy czworokatne: bezposrednie uogolnienie 1D na 2D, ale:

to trojkat jest najprostszym elementem w 2D (w 3D tetraedr) ,

Ponadto: Kazdy podziat na elementy trojkatne jest odwracalny

(poza wierzchotkami wspotliniowymi, dla czworokatow trzeba dbac¢ o wypuktosé)
tatwiejszy do zautomatyzowania podzial na elementy.

lepiej nadaje si¢ do opisu ztozonego brzegu.

poza tym: transformacja element odniesienia - fizyczny:
Scisle liniowa (nie biliniowa), jakobian transformacji

zawsze niezalezny od potozenia w przestrzeni odniesienia
(niezaleznie od ksztattu elementu fizycznego)

algorytmy triangulacyjne z geometrii 1 grafiki komp)

/)
\_

http://www.cs.berkeley.edu/~jrs/mesh/
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Elementy trojkgtne: wspolrzedne polowe

elementy czworokatne: funkcje ksztaltu — bezposrednie uogdlnienie 1D.
wspolrzedne &, 1 &, - rOwniez bezposrednie uogodlnienie 1D

elementy trojkatne: - wspotrzedne polowe
do generacji funkcji ksztattu

A — powierzchnia trojkata (1,2,3)

u=2-1, w=3-1 3(x3.y3)
1
A=—|luxw| (bez-
2 rownoleglobok)
2(x2,y2)
albo
1 L a1 wn
A=—|1 xo
stosunek powierzchni P23 / 123 9 2 Y2
L a3 ys
pos 1 | b T Y
1= 193 — IA I 2o y2 | «_ 1) warto$é liniowawx iwy
) I a3 ys 2) L,=1, gdy P=1

3) L,=0gdy P=3, P=2, lub gdy P na linii faczace)
213 (liniowa zaleznoS$¢ wierszy macierzy)



Wspotrzedna polowa L, (rownolegta do bo 2-3)

r Y

L2 Y2

T3 Y3
P13 1 vy
, L — 7- — - -
Wspotrzedna polowa L, 7123 T 2A z‘*l {j'




Elementy trojkatne: wspolrzedne polowe (powierzchniowe area)

3(x3,y3)
pa3 1|} II f
2(x2,y2) 123 2A 1 2a
1(xL,yl)

L . 1 o v

P13 Ly = -
Lo = 193 = A i 4-?41 Y1
L3 Y3

L+L,+L;=1 _tylko 2 wspotrzedne
niezalezne




Elementy trojkgtne: wspolrzedne polowe (powierzchniowe area)

3(x3,y3)
p23 1| ! oY
| = — = T2 Y2
2(x2,y2) 123 24 I a3 s

1(x1,y1)

L, =jeden w (X,y)=1, zero w pozostatych
punktach: warunki stawiane funkcjom ksztattu

Lagrange’a najnizszego rze¢du

w(w,y) = urdi(w,y) + uada(x,y) + usds(w, y) L+LytLs=1 - para wspétrzednych

O1(w,y) = Ly

G2(T,y) = Lo
(’03(x* y) — LB =1 - L'l — L2




Elementy trojkgtne: kwadratowe funkcje ksztaltu

3(x3,y3)
. 4
2(x2,y2)
‘{},

1(x1,yl)

11213 srodki bokow trojkata: dla wspotrzednych polowych 0.5




Elementy trojkgtne: kwadratowe funkcje ksztaltu

3(x3,y3) funkcje ksztattu dla weztow naroznych:

5 A ¢1(w,y) = Ly (2Ly — 1)
2(x2,y2
—Or b2y Ga(x,y) = Ly (2Ly — 1)
6
I(xLyl) ¢3(x,y) = L3 (2L3 — 1)

11213 srodki bokow trojkata: dla wspotrzednych polowych 0.5




Elementy trojkatne: kwadratowe funkcje ksztaltu

O1(x,y) = L1 (2L —
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Elementy trojkgtne: kwadratowe funkcje ksztaltu cd.

3(x3,y3)
y 4
2(x2,y2) Wezty na $rodkach $cian:
—O
1(x1,y1) 6 ¢5:4L1L3

L2 wyklucza krawedz 1-3 : B L1 wyklucza
lloczyn L1,L2 =1/4 w 6 krawedz 2-3



Elementy trojkatne: kwadratowe funkcje ksztaltu cd.




Elementy trojkgtne: kubiczne funkcje ksztaltu

10 — $rodek ciezkosci
[(x1+x2+x3)/3, (yl+y2+y3)/3]




Elementy trojkatne: kubiczne funkcje ksztaltu

wezly narozne

¢1 = 1(3[41 — 1)(3L1 - Q)Ll
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Elementy trojkatne: kubiczne funkcje ksztaltu

1/3 dhugosci boku
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Elementy trojkatne: kubiczne funkcje ksztaltu

1/3 dhugosci boku O

5
wezel Srodkowy (babelkowa funkcja ksztaltu)

¢1=L LyLs * 27




fi =

14+ & tréjkatny element odniesienia

funkcje do mapowania f,,f,,f;

.......................... gl, Mapowanie:
X ’ X
(y ) 2;( N )f@(a &)

v1,(-1,-1) v2,(1,-1)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

s odwracalne, o 1le wierzchotki
SRR fo = - > niezalezne liniowo (nie leza
2 na jednej linii)

Mapowanie jest scis/e liniowe
nie biliniowe jak dla kwadratowego
elementu odniesienia.



Mapowanie: z elementu odniesienia do elementu fizycznego

. 3 "
( Y ) — Z( n )fi(fhf?)

1=1

2 1

mapowanie liniowe: zachowana rownolegtos¢ scian
w mapowaniu biliniowym tak nie byto



funkcje mapujace f1, 12, {3 to funkcje ksztaltu najnizszego
rzedu L1, L2, L3 dla tréjkata odniesienia

1+ &
Ja = 5 | 1 & &
' 1 —1 1
1td.

vI(-1-1) v2,(1,-1)
| Cl+e
f1:—€1+£2 fy = 2&

2



odwracalne, o ile wierzchotki niezalezne liniowo (nie leza na jednej linii)

dodajmy: latwo odwracalne

Po co odwracac?

N wmy
2 AV

Mamy siatke trojkatna.

1 rozwigzanie MES w weztach.

Chcemy wyprowadzi¢ warto$¢ rozwigzania
w dowolnym punkcie przestrzeni fizyczne;.

Najszybciej zaprogramowac:
petle po elementach m
petle po wspotrzednych odniesienia

&,,&, potem
x ’ N
(3)-2 () e

wypisac x/y: wada jest taka, ze

wydruki x/y beda nierowno roztozone

w przestrzeni fizycznej, problem dla narzedzi
graficznych

Znacznie lepiej sprawe odwrocic: 1) przeglada¢ punkty w przestrzeni fizycznej
2) identyfikowac element 3) wyliczy¢ &,.€, ktore odpowiadaja x/y, 4) wyliczy¢ u



1) ustali¢ x,y
2) zidentyfikowac element

skad wiadomo w ktorym elemencie?




1) ustali¢ x,y
2) zidentyfikowac element

skad wiadomo w ktorym elemencie punkt P ?

tylko we wlasciwym elemencie
nie bedzie kata >

inny pomyst: dla elementu

sprawdzi¢ pole 3 trojkatow jakie mozna
utworzy¢ zastepujac jeden z wierzchotkow
przez P

tylko jesli P nalezy do danego elementu
suma pot = pole elementu



m . —|_ . T >
3) w elemencie m Tq (—u) + X5 ( ) + X4 ( ) —v
wyliczy¢ 2 2 2

&1 £+ € 1+¢ 1+¢
_m ~ 1 - 2 o ,m > 1 AT > 2 .,
dlax,y !}1 (_ 2 ) + y? ( 2 ) + y3 ( 2 ) _ y
uktad rownan lintowychna &, &,
(:1__—nyI—yS’xI+2yx1—2y1x+y2x3+y1x3—2x3y+y1x2+2xy3—y3x2

—vIx3+yvIx2—-y2xl+y2x3+y3xl—y3x2

. Cylx2+ylx3-2ylx—y2xl-y2x3+2y2x—y3xl+y3x2+2yxl-2yx2

Yl x3+ylx2—-y2xl+yv2x3+y3xl—y3x2
co pozwala wyliczy¢ u (§,, &,)

4
dla biliniowej transformacji (czworokatne elementy) X
=) (&1, &)
y — v

01(&1,&) = i(l + &) (1 + &) 03(&1.&) = i(l — &)1 = &)

f—t

o6, &) = 'H1+ax1—@) e &) = 71— &)(1+6)

URNL - fatwiej juz transformowac baz¢ do p. fizycznej 1 tam liczy¢



Calkowanie po trojkatnym elemencie odniesienia,
pomysl nr jeden: zlozenie 1D kwadratur Gaussa

v3,(-1,1)

n
: Gy

.1 —&1
‘ - / ac, / de29(&1, )
: J -1 J —1
0,0) e,

v1,(-1,-1) v2,(1,-1)

mozna dwukrotnie zastosowac jednowymiarowe catkowanie Gaussa:

[ = /11 d&y ./lgl dé2g(&1.&2) = /11 d&iG(&1)

—&1
G(&) = / d&2g(&1.&2)

1



&1 przeksztalci¢ na catk¢ od —1 do 1 (w tym przedziale
y

G(&1) = d&29(&1,62) okreslone punkty Gaussa oraz wagi)

~1

zlozenie 1D kwadratur Gaussa

2 1+ &

— 52 + nowa zmienna catkowania
1-&6&7 1-&
1 — flf 1+ G

= —5 9

_ 1 B
Gler) = - 251 f_1 drg(ey, 125 - L&

stara wspotrzedna w nowych

.
o®
.®
.

.
.®
.
o®
.

i) ~ 5 > wig(&u, - 51:1:@- S LEe

f—/ d&/ 129(61.6) = / 16G(6)

f f 1 —x 1—L 1+J,
1= 3w = 3wt wgteg e - L)

Jj=1 J=1 e, =1
modyfikacja wagi




] — Z ?,UjG(JIj
7j=1

1.0

0.5

0.0

-0.5

QX
-1.0 -0.5 0

calkowanie po elemencie odniesienia: zlozenie 1D kwadratur Gaussa
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¢ 1 —x; 1+ x,
> wiglay, g, — )
i=1

punkty w ktorych
wyliczana funkcja podcatkowa g

nie ma uzasadnienia
asymetrii mi¢dzy liczba punktow Gaussa
w naroznikach,
w prawym dolnym wigcej punktow
a wagi Gaussa mniejsze



calkowanie po elemencie odniesienia: zlozenie 1D kwadratur Gaussa

1.0

0.5 -

0.0r -

-0.5F -

x X

1.0 P I TR R
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

dlaczego nie dziata
dokladnie dla wielomianow 03/30 ?

testy:

8(&,6)= ™ & (analitycznie mozna scatkowac)

uzyto 2-punktowych kwadratur Gaussa 1D
w 1D doktadna dla wielomiandéw stopnia <= 3

jednomiany stopnia m+n<=3:

mn
00
01
10
02
20

numer.
2.00000
-0.66667
-0.66667
0.66667
0.66667
0.00000

doktadny
2.00000
-0.66667
-0.66667
0.66667
0.66667
0.00000

20.44444
-0.22222
-0.07407
-0.22222

-0.40000
-0.40000
-0.13333
-0.13333

procedura szwankuje.
numerycznie
zkamana symetria

U



calkowanie po elemencie odniesienia: zlozenie 1D kwadratur Gaussa

1.0

0.5 -

0.0r -

-0.5F -

x X

1.0 P I TR R
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

dlaczego nie dziata

doktadnie dla wielomianoéw 03/30 ?
bo waga: (1-xj)/2

jest wielomianem

stopnia 1

testy:

jednomiany stopnia m+n<=3:

mn
00
01
10
02
20

numer.
2.00000
-0.66667
-0.66667
0.66667
0.66667
0.00000

doktadny
2.00000
-0.66667
-0.66667
0.66667
0.66667
0.00000

8(&,6)= ™ & (analitycznie mozna scatkowac)

uzyto 2-punktowych kwadratur Gaussa 1D
w 1D doktadna dla wielomiandéw stopnia <= 3

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

-0.44444
-0.22222
-0.07407
-0.22222

-0.40000
-0.40000
-0.13333
-0.13333

procedura szwankuje.
numerycznie,
zkamana symetria

U



Ekonomiczne kwadratury Gaussa dla trojkata odniesienia

1 —&1
= / 3 / (6. ) = ;ww@i‘k&’f)

10 niezaleznych wielomiandéw 2D stopnia <=3
1 punkt w calkowaniu Gaussa = 3 stopnie swobody (2-potozenie, 1-waga)
Dla doktadnego scatkowania wielomianow stopnia 3: 4 punkty powinny wystarczy¢

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Z W, = 2 catka z jedynki 10—

h=l 0.5- |

A ) o
Z wpt® — = catka z §, ool _
k=1 ) I )

05 1
4 x x
. 2

Z ‘U}kfék) — _§ 1.0 R T B B
k=1 T id 40 -05 00 05 1.0

4
E -wk,f %A) gb) — () &;-Coordinate é5-Coordinate Weight
k=1

za Pawlem Solinem
1033333 3333333333 -0.33333 3333333333 -1.12500 00000 00000
-0.60000 00000 00000 -0.60000 00000 00000  1.04166 66666 66667 PDE and FEM
-0.60000 00000 00000 0.20000 00000 00000  £.04166 66666 66667 : :
0.20000 00000 00000 -0.60000 0000000000 1.04166 66666 66667 WY 11€y-Interscience 2006



Ekonomiczne kwadratury Gaussa dla trojkata odniesienia

wielomiany stopnia 1 [1,X,y]

£1-Coordinate £2-Coordinate Weight
-0.33333 33333 33333 -0.33333 33333 33333  2.00000 00000 00000

.- skad sig bierze: (wzory skopiowane z poprzedniej strony)
Pl
et
Z W =2+ jedna waga
§ ...... Ek :1
Zwké ) :—g ...... > _1/3
okl
1-4. 2
z wk&é ) T — —  eeesss > '1/3
3
k=1
......... 4.
Y k)fﬁ*)



Ekonomiczne kwadratury Gaussa dla trojkata odniesienia

wielomiany stopnia 2 [1,X,y,X2,y%,Xy]

£, -Coordinate

&»-Coordinate Weight

-0.66666 66666 66667
-0.66666 66666 66667
(0.33333 33333 33333

-0.66666 66666 66667 (.66666 66666 66667

0.33333 3333333333  0.660666 66666 666067
-0.66666 66666 66667 (0.66666 66666 66667

1.0

0.5

0.0

-0.5

x

x

1.0 P R R B
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0



Ekonomiczne kwadratury Gaussa dla trojkata odniesienia

wielomiany stopnia 4

£,-Coordinate £5-Coordinate Weight

-0.10810 30181 68070 -0.10810 30181 68070 0.44676 31793 56022
-0.10810 30181 68070  -0.78379 39636 63860 0.44676 31793 56022
-0.78379 39636 63860 -0.10810 30181 68070 0.44676 31793 56022
-0.81684 75729 80458 -0.81684 75729 80458 0.21990 34873 10644
-0.81684 75729 80458  (.63369 51459 60918  0.21990 34873 10644
0.63369 51459 60918  -0.81684 75729 80458 0.21990 34873 100644

1.0

0.5- .

0.0+ < y =

0.5 1

1.0 A R I R
-1.0 -0.5 00 05 1.0



Ekonomiczne kwadratury Gaussa dla trojkata odniesienia

wielomiany stopnia 5

&,-Coordinate

£9-Coordinate

Weight

-0.33333 33333 33333
-0.05971 58717 89770
-0.05971 58717 89770
-0.88056 82564 20460
-0.79742 69853 53088
-0.79742 69853 53088
0.59485 39707 06174

10717171

-0.33333 33333 33333
-0.05971 58717 89770
-0.88056 82564 20460
-0.05971 58717 89770
-0.79742 69853 53088
0.59485 39707 06174
-0.79742 69853 53088

0.5
0.0, x

-0.5

RS x

1.0 P R R B
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

0.45000 060000 00000
0.26478 83055 77012
0.26478 83055 77012
0.26478 83055 77012
0.25187 83610 89654
0.25187 83610 89654
0.25187 83610 89654



elementy trojkatne: rozniczkowanie w przestrzeni odniesienia

mv 0i O E:ékrﬁﬁ; E:ék%@&; Ezzmaa@;
R (Z 08, O ) ( ¢y, O ) ! ( 06 oy )" S, Dy

d&1  0& 1 Ay _ Ox
()EI Jy _ _ | &2 0&2
952 06 Jz Oy dy Oz _ 9y O
dx Oy 01 O€s 0&1 O€s d&1 3
.................................................................................................... e e
Mapowanie: fi = at& g 2& fy = 1+&
3 2 . 2
({l )Z({lf).ﬁ(&,fg) dr @
y = \ Y &~ 2 2
L1 Lo X1 X3 L9 L3
v =85+ 7)) F o5+ 7)o+ dv W
Yy Y2 Yy Y3 Yo Y3 dy Uiy
y=&(— =+ D)+ h(-+ )+ =+ = W
y=al=g G FelEg ) TS & 22
dy yi o U3



elementy trojkatne: Jakobian mapowania elementu odniesienia
do elementu w przestrzeni fizycznej

Jakobian:
dv dy dy de 1
J = — — — = — (=21 +22)(—y1 +y3) — (—y1 + y2)(—21 + T
46 de, ~ dé d&, 4[( 1+ x2)(—y1 +y3) — (=1 + y2) (=21 + x3)]

NIGDY nie zalezy od potozenia
jak w ogdlnym przypadku

o , elementow czworokatnych
widzimy, ze

1 L a1 wn
A= 3 L a0 o ( |
/ 11 w3 oy J=+pole
. . - pole
7 fizyczne pole powierzchni elementu P D
, pole powierzchni tréjkata odniesienia
/ mapowanie odwracalne o ile

3 wierzchotki nie sa wspotliniowe

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

: 1 —&
fizyczne pole powierzchni elementu = / dxdy = / d&y / d&sJ
J element J—1 J —1



calkowanie macierzy sztywnosci:
' | . e O¢; O&x D¢; D&k O¢; Oy, O Ok
Voy - Vndad, —.// 13 / ¢ e “% Sk %
Jy - Swtat = [ s [ (Ek: o6, 0z )\ 206, 00 )\ o6 0y )\ 256 oy

catkowanie wektora obcigzen

: -1 —&1
[ opaapdedy =1 [ de [ dgoeena). vl
J element J —1 J—1

Zastosowanie:

4 elementy,

kubiczne funkcje ksztattu
10 weztow / element

25 r6znych weztow

ponumerujemy elementy narozne
przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara, wtedy J=1/2 dla kazdego
elementu




Wyniki

doktadny:

° ° ° °

7» ° o o

*—o —e—o0—9

e o o o

;D ° ° °
'’ @ e e | e

catkowanie: E — wystarczy ekonomiczna k.G. dla rz¢du czwartego. W implementac;i
mozliwy problem z wektorem obcigzen — k. zbyt ekonomiczna przy catkowaniu od srodka do brzegu



miarkowany sukces (kant).
metoda generuje funkcje
awatkami kubiczne.

druga pochodna z rozwigzania
doktadnego = gaussian.

na catosci: od centrum do brzegu

pomyst na pozbycie si¢ centralnego kantu
- wykorzysta¢ funkcje¢ babelkowa centralnego elementu



Widzielismy, ze w MES podzial obszaru catkowania na elementy ma
kluczowe znaczenie dla jako$ci rozwigzania.

Jak dobra¢ wezty?: np.. korzystajac z kryterium funkcjonatu dziatania
uktadu pole+tadunek byta minimalna.

Potrzebny algorytm automatycznego generowania siatki.

Uwaga: w modelowaniu przemystowym z MES
generacja siatki zajmuje okolo 3/4 calego czasu



Automatyczna generacja siatki

w MES jakos$¢ rozwiazania zalezy od podzialu przestrzeni na elementy.

do tej pory elementy wybieraliSmy recznie lub

optymalizowali$my na podstawie minimum funkcjonatu (w 1D).

Siatke mozna 1 nalezy generowac automatycznie.

Kryterium doboru siatki: np. wktad do funkcjonatlu dziatania od pojedynczego elementu
lub lokalny btad (np. kwadrat residuum).

algorytmy podziatu przestrzeni na trojkaty (2D) 1 tetraedry (3D)

podejscia:

1) Metoda advancing front (triangulation) postepujacego frontu (front — takze jako czoto fali)
generacja wezlow w ramach obszaru catkowania.

2) Metoda triangulacji Delaunay’a: dla danych we¢ztow konstrukcja mozliwie regularnych
elementoéw (1 1 2 — siatka bez struktury)

3) Siatki hierarchiczne 1 strukturyzowane.

Zienkiewicz
FEM basis & fundamentals

e h . Aol e W oW



Generacja siatki

3 gtowne kroki algorytmu
1) Generacja weztdw na krawedzi obszaru catkowania (dyskretyzacja brzegu)
2) Generacja wezidw 1 elementow wewnatrz obszaru catkowania
(tutaj mozliwe rozne warianty : triangulacja / postgpujacy front)
3) Rafinacja siatki



zanim wygenerowana zostanie siatka wtasciwa
zadana jest siatka tla: (zawiera nasza wiedze o uktadzie: przewidywana gestos¢
1 optymalng orientacj¢ elementow)

Zienkiewicz, FEM, basis and fundamentals

lokalne rozmiary elementow oraz ich orientacja
informacje zawarte w siatce tla stuza do wygenerowania siatki wlasciwej



siatka tla: lokalne rozmiary i orientacja elementow

Ksztalt elementow ich rozmiar 1 orientacj¢ opisuja parametry siatki (zalezne od potozenia).

Parametry siatki: kierunki rozciagnigcia (stretching dir.) 2 ortogonalne kierunki
zdefiniowane przez wektory jednostkowe o), o,
y oraz zwiazane z nimi rozmiary h,, h,

A

Jesli nie ma powodu aby
a, s ele.menty byl}{ rozciqgniete
w jednym z kierunkow

o
1 L \ o, 0L, — WErsory x/y
? h, 1h,=h,=h

v

siatka tla: ma wplyw zardwno na generacje wezldw wewnatrz obszaru catkowania
jak 1 na generacje wezlow brzegowych (dyskretyzacje brzegu)



dyskretyzacja brzegu (generacja wezlow brzegowych)

cegielka 1: parametryzacja krzywej brzegowej.
Brzeg dzielimy na segmenty przez wybor punktow probkujacych r; (fo nie bedq wezly MES).

/’.. n+f1_.".

w ramach jednego
segmentu krzywa brzegowa parametryzujemy lokalnie (¢ wartosci z [-1,1])

brzeg ciagly z krzywizna (pochodna x/y)

- funkcje Hermite’a: 10
2(t) = 2(=1)(t) + 2(1)d5(t) + 2/ (=)ot (1) + /(1) b (1) ol
0.0
y(t) = y(=1)d(t) + y(1)e5(t) + ¥/ (=161 (1) + ' (1)(t) o
g
_ deft) T L
T = 7 r_;")?zé—i{—i—j{-‘ﬂ c')}(f‘):%(l—!‘—l‘ngf"g)
' : hl — 1 1 — 2 3
y/:dy(t) “53:%"'%5—%53 c)g(f)__l( 1 —t+t"+ 1)

o

t



x(t)

y(1)

przyklad 1:

sinus, segment [-1,1]

1.0—

[ y=sin(x)
0.5

1.0 A T SR R
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

x=t
y=sin(t)

—

c—sin( 1) w10 +sin( 1) w20 +cos(1) w11 +cos(1) y21

’ in(1) : in(1) 1’ : (1) : (1)r
— sin I ——sIn " ——cos f+ — cos t
2 2 2 2

= a(=1)o)(t) + 2(1)d5(t) + 2/ (1)o7 (t) + 2/ (1) db(t)

= y(=1)e\ () + y(1)dh(t) + y' (=D (t) +y' (1) s(t)

1.0 L

—
| sklejka
05l czerwone kropy

0.0

1.0 PN I T B
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0



przyklad 2:

10.00 —

x=10 cos (1/2)

1 y=10 sin(t/2) t=+1
segment-fragment kota
| petna czwérka funkcji
*®"| Hermite’a t=-1
10.00 | I |
1 x=10 cos (t/2) |
| y=10sin(t2)  t=+1 precyzja
0.00 —| 10.007 -
| tylko funkcje ¢,°, ¢,° T 099
| - brzeg tylko ciagly t=-1 NE 0,081
- -10.00 -5.‘00 O.‘OO 5.‘00 10?00 99240 | Séo | géo | 960 ‘1 0‘00

X



A

cegielka 2: transformacja do przestrzeni

znormalizowanej Y
0L, =(0l5| 0yy)
przestrzen znormalizowana: taka, w ktorej trojkqtny element

wygenerowany zgodnie z informacjq z siatki tla o, =(ct,, Oy

jest prawie rownoboczny /
wprowadzamy zalezng od potozenia (zaleznos¢

podana w siatce tta) transformacj¢ T: X

v

T Z i ( vy ) ( Q1 Oiag ) transformacja dziatajac na wektor wykonuje
hi \ Q2 | | 3 operacje:

1 mnozenie : rzutowanie na kierunek o,

2 mnozenie: zachowany kierunek o

3 mnozenie: redukcja dtugosci

1=1

. / !
transformacja: * — TI’

narzuca skalg 1/h. na kazdy z dwoch kierunkow:
efekt — trojkat [element] (a,b,c) w ukladzie (x,y) o skalach h,, h,
zostaje przeksztalcony w element o jednostkowych w uktadzie (x’,y’) rozmiarach
[a wiec w miare rOwnoboczny]
| | T Z 1 oy (i
tacznos¢ mnozenia macierzy 1 hy \ Q0 OC%@'.

1=



trzen fi
pI’ZCS IrZen 1zyczna Prlyklad

przestrzen znormalizowana

clemgnt wygenerowany zgodnie z paramef{rami siatki ttg

e 2’(<(2)12/8, 7(2)112/8)

Iy =Ty .>‘§

¢’(3(2)2/4, 3(2)1/2_14)

1
f ((2)12/4, (2)"2/4)
O L | L | L | L O 1 l 1
0 2 4 6 8 0 1 2
2 X X'
) — 1 Oéi 13 (V25 . .
T = 27\ apon o2 rozmiar trojkata =.1 w kazdym z
=1 (ortogonalnych) kierunkow
rozciagania (stretching)
] g % T 9\ — % %H trojkqt nie jest idealnie réownoboczny

b’a’|>1, 1 to wysokosc¢ trojkqta
z wierzchotka ¢’




cegielka 2bis: globalna parametryzacja krzywej brzegowej

r L punkty pr('?bkuj ace

tak wybrac, aby

sklejane funkcje Hermita
oddaly jego ksztalt

w sposob zadowalajacy

u (parametr globalny)

»
| o

u Upi1 Unio

u

n-1 n

mozna przyjac taka parametryzacje,
ze punkty probkujace rownoodlegle u -u_,=A
w segmencie [u__,,u ] odpowiednio$¢: u:=u_ +(t+1) A/2 ;OChOdne po?

wtedy:  r(u) = & (t)r(ui_1) + oo (t)r(u;) + o1 () (uimy) + d3(t)r' (w;)

[jesli zmienia¢ pochodne z ¢ do u pojawi si¢ A/2 przed dwoma ostatnimi
wyrazami|



Dyskretyzacja brzegu (wybor wezlow brzegowych dla MES): algorytm
brzeg opisany jedng krzywa (sparametryzowang sklejka Hermite’a)
T — ,,b0k”

=

zostanie zdyskretyzowany do wielokata

wezty generowane wzdluz sparametryzowanego
brzegu

7 — krokowa procedura (najpierw opis, przyklad pozniej)

1) fragment brzegu sparametryzowany przez u. wybieramy punkty probkujace
r~r(u) (/=0,1,2,...,m), z parametrami probkujacymi u, rozmieszczonymi

rOwnomiernie
0 L — dtugosc¢ brzegu
ry
r(u)
u
® ® ® ® ® ® o o
U U Uy,

za Zienkiewiczem , FEM its basis & fundamental



2) W kazdym z punktow probkujacych: okreslane parametry siatki a;, 5,
(z interpolacji wielkosci zadanych na siatce
tta). Macierz transformacji 7, wyliczana
w kazdym z punktow.

d:z:
T’ u
d U g )
au([), 1 h(l), ,. tutaj , dy

tl(l):% / y—@(u;)

do krzywej w punkcie /: U ta(1)

wersor styczny ( t1(1) )

3) Aby wyznaczy¢ potozenia wezidw: nalezy wyznaczy¢ pozadana dlugos¢ elementow

wzdtuz brzegu /

T] — hs ( [ )t | wektor styczny do krzywej o lokalnej dlugosci tuku

mapujemy wektor z;do przestrzeni znormalizowane;)
Tim = Ti(hs(D)t;) = hs(l)Tit,

Generacja wezlow brzegowych



Generacja wezlow brzegowych

Tim = Ti(hs(D)t;) = hs(l)Tit,

zadamy aby w przestrzeni znormalizowanej wektor ten miat dtugos¢ 1

V(i) (Tim) = hs(D)\/(Titd) " (Tity) = 1

stad,

1
hs(l) =
S( ) \/(]}fl)T(irltl) (AB)T=BTAT
1
hs(l) =
V1 City
gdzie:

2
1
C = TTT — E (— )2 OJE'OJ,LT 2D euklidesowy tensor metryczny
i—1 hi w przestrzeni znormalizowane;j



Generacja wezlow brzegowych

1

hs(l) = [wyznaczymy na podstawie siatki tla 1 parametryzacji brzegu]

V(Tit)" (Tity)

4)  Niech h(u) — ciagla funkcja parametru u opisujaca rozmiar elementow.
Zbudujemy ja przy pomocy liniowych funkcji ksztattu (Lagrange’a) dla
1D elementow skonczonych interpolacyjnych Lagrange’a w weztach v hs(l)=h(u)

pamigtamy: _
p— v € K; b
Jf.r .; ,_ I.;__ ] : //,/ l H\‘x
"U%'(f}:) = M €T < K’H-l
Ti41—T4 T o 1.\“\\
0 X &l Bz U I{'H-]. ;
-T ]
=

h(u) = Z hs(l)v(u)

gestos¢ wzdhuz linii brzegowe elementow w funkcji parametru u dana przez 1/h(u)

5) A —idealna liczba elementow, ktora ma zosta¢ rozmieszczona wzdtuz brzegu

<« A zazwyczaj nie jest

L 1 Um, 1
A= /0 > (u)ds — /u o) Va(u)? 4 y(u)2du catkowita

0

bierzemy N : [. calkowita najblizsza A



Indeks konsystencji (zgodnosci): jak blisko jest N do A:

N N/

wygenerowac N elementow (N+1 weziow)

2+ y(u)?du

Generacja wezlow brzegowych

r=r(u,)

- pozostaje umiejscowi¢ N-1 weztow

1,=1(u,)

6) Niech kazdy wezel na brzegu bedzie generowany z tym samym indeksem konsystencji:
Wezet k (=1,2,...,N-1) — poszukujemy dla niego wartoSci parametru u,, takiego, ze

1 @ — ' li k
0, — \/ ()2 + y(u)2du majac u, wyliczymy  r(k)
b Ju h( itd.
Uk 41
nastepny: u, 0 = 9k.|_1 — k—H/ lL leL
u



Generacja wezlow brzegowych
Or = Orta

/ fu)du = —— o f(u)du

k +1
U Wk Uk+1
(h+1) / f(u)du: k ( f (u)du + / f(u)du)
uQ uQ U
0 — / e \/ 2 (u w)2du Wyznaczy potozenie odpowiadajace we¢ztom
wi h(u k=1,2,....N-1

znamy u,, szukamy nastgpnego u, , ,

Uk+1 :
= / —\/ z(u uldu=0=0 |- sz.uk.ar.ny zera rownania
up nieliniowego




Generacja wezlow brzegowych

— y=f(x)
— tangent line

poprawione rozwigzanie:

flzn)

Tt T fllz

h(“fliﬂ)

x(uiﬂ)? + y(uiﬂ)g

J+1
U1 = uk+1 F(ukﬂ)
do startu iteracji mozna nawet
0
Up 1 — Uk

7) Pozycja wezta w przestrzeni fizycznej mapowana z przestrzeni parametrycznej [KONIEC]


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Newton_iteration.png

PRZYKLAD

Element krawedzi: ¢wier¢ okregu

yA

¥ 54

2. Wyznaczmy wersory styczne do brzegu

J, ., dx
S x T = —(-uz
u=(0) . du
L= ‘ / dr
fz(l) to(l) = \/ﬁ y’ — ?;(7“)

— ()

Generacja wezlow brzegowych

parametryzacja doktadna (przyblizona zbedna)

x=4cos(u), y=4sin(u), 0<u<n/2

1. Wybieramy 3 punkty probkujace: u,=0, u,=n/2
trzeci w Srodku u,=n/4




2cd Kierunki rozciggnigcia — niech nie zaleza od potozenia i pokrywaja si¢ z (X,y).

(1) (8

niech idealne rozmiary elementow h,=h,=2

Generacja wezlow brzegowych

Macierz transformac;ji:

2
1 [ oy
T:;E ( a; ) ( 1y (e )

nie zalezy od polozenia i...

1/1 0
T_§01



3.
lokalne dlugosci tuku As(l) 1

= T

Generacja wezlow brzegowych

_ L710 t(uo) = ( i )
=301 il
t(uy) = ( 727 )
hs(0)=hs(u)=2
1}::?1335(2)# t(uz) = (é )

4. funkcja dlugosci elementu od parametru (u)
m
h(u) — Z hs( l)?)g (u) interpolacja liniowa funkcji statej, czyli i(u)=2
[=0

gestos¢ elementoOw w przestrzeni parametrycznej 1/h(u)=1/2



. Generacja wezlow brzegowych
5. Idealna liczba elementow

N 1 Um, 1
A: d — e 2 3 Qdf
/ ) / iy VP + y(wPdu

0

/2 1
A = / 5\/16 sin?(u) + 16 cos?(u)du =
0

—

najblizszy integer N=3 : be¢da 3 elementy, 4 we¢zly, mamy 2 : pierwszy 0 1 ostatni /2

indeks konsystencji = /3

U
6. Potozenie parametryczne wezta nr 1: H — f " %\/x(uy + y(u)2du
U1 U U
3 0
wezta nr 2:

0 = E — / 2du = 2(us —7/6) — u,=x/3
3 /6



7. Mapowanie weziow do przestrzeni fizycznej

u,=0 u,=m/6 u,=m/3 u;=7m/2

brzeg zdyskretyzowany
3 boki

V><

koniec przyktadu.



Advancing front method:
Generacja elementow trojkatnych wewnatrz obszaru calkowania

front (generation front) — ustalany przed rozpoczeciem triangulacji.
poczatkowy front g. — zbidr wszystkich bokow zdyskretyzowanej krawedzi brzegowe;
(zbi6r zamknigtych petli).

11 i
0 4
1
5 9
2 3
6 7 8

elementy 1 wezly tak uporzadkowane, ze
przestrzen, w ktorej maja by¢
wygenerowane elementy — na lewo od frontu



Generacja elementow trojkatnych wewnatrz obszaru calkowania

12 11 10
4
1'
ls ‘ 9
2 3
6 7 8

elementy 1 wezly tak uporzadkowane, ze

przestrzen, w ktorej maja by¢

wygenerowane elementy — na lewo od frontu

- porzadek utrzymany w czasie tworzenia nowych elementow



Generacja elementow trojkatnych wewnatrz obszaru calkowania

12 11 10
4
1
5 9
2 3
6 7 8

w procesie generacji — wybierany aktywny bok z frontu
— granica tworzonego elementu
tworzony element : poszukiwany trzeci w¢zet: nowy, wygenerowany
lub stary (frontowy)



Generacja elementow trojkatnych wewnatrz obszaru calkowania

1|5/2|6|7 /8|3 |9]4 |10]11]12]
front poczatkowy 5[2[6[7[8[3]9[4[10[11]12]1 |

12 11 10
4
1
5 9
2 3



po utworzeniu nowego elementu — uaktualnienie frontu

1/5/2|6|7|8|3]9]|4 |10|11]|12]
front poczatkowy "5[2[6]7]8 | ‘ [4[10]11]12]1 |
12 10
| 4
! |
2 3
6 7 8
5|2|6|7|8]3]9]4 \10|11\\2|12
front uaktualniony 5\2| 6|7 ‘ 813 ‘9 ‘4|1O ‘ 11‘ 12 | 1\‘ 5



5/2|6|7[8]3]9|4 [10]|11]12]
12/6/7/8(3|9(4]10]11|12|5 |

po utworzeniu nowego elementu — uaktualnienie frontu

front

10

11

5|2|6/7|8(3]9]4 \10|11\}¢|12 13

2l6[7]8ls]olal10[11[12]5\|13 5

front



Generacja elementu (zgodnie z siatka tla)

za Zienkiewiczem , FEM its basis & fundamentals

front : :
Hon 1) wybieramy $ciang aktywna

- najkrétsza z frontowej: (a,b)
2) srodek sciany aktywnej m=(a+b)/2
w m liczymy (interpolacja z siatki tla)
parametry siatki:
lokalne kierunki rozciagania o(m)
oraz lokalne rozmiary siatki h(m)
m b’ 3) dalsze czynno$ci wykonujemy w
przestrzeni znormalizowanej wg parametrow z 2

x’=Tx ‘1 vy
T = ZE ( (}{2: ) ( N1 (V4 )

1=

w przestrzeni znormalizowanej (primowanej) utworzy¢
element o tak jednostkowych rozmiarach jak to mozliwe

A

4) wyznaczamy idealne potozenie nowego wezta: ¢’

¢’: w kierunku normalnym do (a’,b’) [wglab obszaru catkowania]
w odleglosci #’od a’ 1b’:
empiryczne, sprawdzone:
JOZ(CI b,) dla Z(a, b/) > 055 1.81 nie chcemy elementow
h.; — 1 dla 0.5 < Z(a’, b) < 1.81  zbytnio odksztatconych

2] (Cl 'b ,) dla Z( O;’, b/) < 0.5 (posw1e,;camy 1.dealny rozmiar na
' — rzecz rownomiernego ksztattu)

—_

<ot



Generacja elementu

5. Dodatkowe punkty — dodawane do listy

kandydatow na 3-c1 wezel nowego elementu:

* wszystkie wezly w promieniu Vi’ od idealnego
potozenia ¢’: notowane n,’,n, " itd. - sortowane
wzgledem odlegtosci od ¢’

[-generacja elementu bez tworzenia nowego wezla]
na rysunku N=/

* zbidr L punktow generowanych na linii (m’c”)
notowane p’, p’,, ..., p’, — sortowane wzgl.
odlegtosci od c’.

[-gwarancja, ze nowy element zawsze moze by¢
utworzony] na rysunku L=2

6. przegladamy sekwencyjnie najpierw punkty z listy n - nastgpnie punkt ¢’
do utworzenia nowego elementu brany jest g’ - pierwszy z punktow, taki ze
0.5[(a’b’)<l(q’,a’)<1.81 l(a’b’) oraz 0.5l(a’b’)<Il(q’,b’)<I1.81 l(a’b’) 1

ani (g ’,a’) ani (¢ ’,b ") nie przecinaja zadnego z bokow frontu

jesli zaden z powyzszych si¢ nie nadaje — przegladamy p’ 1 bierzemy pierwszy, ktory spetnia
powyzsze kryteria.

7. Nowy element tworzony — wspotrzedne transformowane ¢’ do przestrzeni fizycznej c=T-I¢’

8. Front — lista uaktualniana —— proces konczy si¢ gdy liczba bokow frontu dojdzie do 0



atki:

Wygtadzanie si




Poprawa jakosci siatki trojkatnej

W praktyce, najlepiej sprawdzaja si¢ siatki, w ktorych elementy sa
w miare mozliwosci podobnych rozmiarow/ksztattow

wygladzanie laplasjanskie [Laplacian smoothing]

zachowana topologia siatki N
[prz.yporza(dlfowanie wezty/elementy, T = j% Z x,
sasiedztwo itd.] =t 5-6 iteracii
1Y po wszystkich
Yi= N Z Y weztach wewnetrznych
7j=1

Nazwa inspirowana relaksacja dla rGwnania Laplace’a

flo, —du,y;) + fla; + dv,yi) + fag, v — do) + f(ag, v + do)

J(@i,y) =+ 1




Laplacian smoothing

jak zaprogramowac:
gdy tworzone wezly
tworzona
lista wezel — elementy do ktorych nalezy

suma s wszystkich wspotrzednych x-owych
wszystkich elementow do ktorych wezel nalezy

kazdy sasiedni punkt policzony dwukrotnie,

punkt 7 - tylu krotnie do ilu elementow nalezy
(na rysunku M = 6)

s=s-Mx,

s=s/2M



A 4

wezly na brzegu wygtadzaniu
nie podlegaja

Laplacian smoothing



‘A p44

A AN

juz prawie rOwnoboczny



Laplacian smoothing

ANE\ J44NTV 448 B siatka z wylaczonym
:L yy kﬂ# 4 ‘%‘ N kotem o promieniu 0.5

4 A
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Ef 'NV‘L :LNH H‘ |
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siatka poczatkowo
z wylaczonym

kotem o promieniu 0.5

1 wygtadzanie laplasjanskie
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zadane wezty na okregu
przed wygladzeniem

po wygladzeniu,
z ktorego wezly srodkowe wylaczone




Mozliwy problem z wygtadzaniem l.

wygladzanie laplasjanskie moze zakonczy¢ si¢ wyrzuceniem
wezta wewngtrznego poza obszar ograniczony ,,zewngtrznymi’”
- konieczna dodatkowa kontrola

Inne zabiegi:

1 1QC1 ta (i el t¢ legtych
Modyfikacja topologii siatki ) usunigeie wezta (1 elementow przylegtych)

\

nie chcemy zbyt drobnych elementow, waskich elemento

2) wymiana przekatnych /\/

Elementy o podobnej powierzchni



Triangulacja Delaunaya (najtatwiej si¢ uogolnia do 3D):

Advancing front method a triangulacja Delaunay’a w generacji MES

1) W advancing front. zakladamy siatke tla:
rozmiary 1 kierunki rozciagnigcia elementow
1 dla nich szukamy potozen weztow

2) W triangulacji D.: zakladamy gdzie sa we¢zty (wierzchotki trojkatow)
przestrzen dzielimy na nie przekrywajace si¢ trojkaty
o mozliwie regularnych ksztattach

triangulacja Delauneya: kazdy z utworzonych trojkatnych elementow bedzie
opisany na kole, ktére w swym wnetrzu nie zawiera¢ bedzie zadnego wezta

,,madrzej”: konstruujemy diagram Woronoja
a nastepnie szukamy dla niego
diagramu dualnego, ktory podzieli
obszar catkowania na trojkaty.



diagram (graf) Woronoja

llustracje:

1) wiasne

2) Zienkiewicz
3) Allen Miu

podziat miasta migdzy np. urzedy pocztowe

punkty tworzace (wierzchotki w MES)

krawedzie
Woronoja

komorka
Woronoja wierzchotki
Woronoja




Zbior N punktow p, p,,...,py na plaszczyznie euklidesowe;
(tzw. punkty tworzace)

dla kazdego z punktow p. definiujemy komorke Woronoja: W(p,)
jako zbior punktow, ktore sa blizej (nie dalej) punktu p; niz
pozostatych punktow

Vip) ={o € R?:jo—p| < |ov —p,|,Vj #i}

przyktady:




Obszar Woronoja a krystalografia

komorka Wignera-Seitza

http://reference.iucr.org/dictionary/Image: W-S-1.gif

+«—— Kkrysztal:

. uktad atomow o symetrii
. . . ] translacyjnej

komorka elementarna
powtorzona w nieskonczonos¢

kazdy obszar zawierajacy
jeden wezet sieci nadaje

Figure 1 Wigner-Seitz cell. sie na komérke elementarna

Shaded: domain of influence.
komorka WS jest specjalna,

bo jest obszarem Woronoja
zwigzanym z danym we¢ztem



Przyktady:

1 punkt tworzacy

e oo

pusty diagram Woronoja

diagram W.: linia prosta, brak wierzchotkow

3 pkty niewspotiniowe: srodek okregu
wezet Woronoja

wspoliniowe punkty tworzace, brak w.




Diagram Woronoja, przyktady cd.

aby komorka W. byla zamknigta = potrzebne 4 niewspotliniowe punkty

krawedzie Woronoja:
czgsct wspolne komorek Woronoja

czg$¢ wspolna krawedzi Woronoja:
wezty Woronoja

Unbounded Cell

Allen Miu



niewspotliniowos¢ 4 punktow nie wystarcza:

tzw. przypadek zdegenerowany

k4




Wlasnosci:

punkt lezy na krawedzi W. komorek k oraz /
jesli jest srodkiem pustego okregu dotykajacego
punkty tworzace p, oraz p,

pusty znaczy nie zawierajacy wierzchotkow w swoim wngtrzu



Wlasnosci cd.

punkt jest wierzchotkiem Woronoja, jesli srodkiem
pustego okregu, ktory dotyka 3 lub wigcej punktow tworzacych



triangulacja Delauneya: graf dualny do Woronoja

taczymy krawedziami punkty tworzace
sasiednich obszarow Woronoja, ktore maja
wspoOlng krawedz. Krawedz diagramu D
symetralna krawedzi W.

wierzchotki Woronoja:
___ Delaunay triangulation srodki pustego okregu opisanego
___ Voronoi diagram na w¢ztach jednego elementu
(b) Delaunay triangulation

Zienkiewicz



Wlasnosci:

1) triangulacja Delaunaya produkuje trojkaty -"/ . \“’
jesli w P nie ma 4 punktow wspotsrodkowych \
[nie ma wierzcholkéw z 4-ma krawedziami SN
Woronoja]

2) Kazdy trojkat D. odpowiada
jednemu wierzchotkowi Woronoja, ktory jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie D

3) Wnetrze kazdego z tych okregdw
nie zawiera zadnego punktu tworzacego

wlasnos¢ 1: uzywana przy wyborze punktow tworzacych, 2- w strukturze danych
3-kryterium Delaunaya (kryterium pustego kota) w prostym algorytmie generacji siatki



prosty algorytm triangulacji Delauneya z ominigciem generacji diagramu Woronoja
mato szybki, ale najprostszy do implementacji = do zastosowania na laboratorium
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1.00

0.50

0.00

-0.50

-1.00

i

1.00

1) buduje elementy

ktorych wierzchotkiem
o jest punkt niebieski
o 2) przegladam okolice
e tego punktu (niebieski kwadrat)
¢ 3) dla kazdej uporzadkowanej
trojki punktow (z ktorych jeden
to wybrany niebieski
konstruuje trojkat
1 okrag na nim opisany

VA

4) jesli okrag jest pusty
(wewnatrz

nie ma innego wezta)
trojkat staje si¢ nowym
elementem

5) Gdy topologia jest ustalona,
mozna przywrocic siatke
rownomierng



x3,y3
okrag opisany na trojkacie:
A potrzebny $rodek: x_,y,, oraz promief R
\

X2,y2 : e e
jak sprawdzi¢, ze niewspoliniowe:

xLyl iloczyn wektorowy r,-r, z r;-r, zero jesli wspotliniowe
l J k
(ri —re)x(r; — ;z) = | (1 —22) (1 —12) 0] = (0,0, (w1 —22)(y1 —ys) — (x1—23) (Y1 —y2))
3 _
(xy —a3) (y1 —y3) O

w

(ﬂfl - $(L)2 + (yl - ya)2 — R2
(érQ - x(L)Q + (U‘) - Jya)Q = RQ (1-3) (‘I"l - 'I"ﬂ)? + (L"l - '.Ua)? — (g — 'I:fl)z - (LU2 - '.Ua-)? =0

, , (r1 —2a)* + (y1 — Ya)? — (13— 24)* — (Y3 — ¥a)* = 0
(I-’f} - :Ca) -+ (‘.U:} - ya) =

22 — 2%1%a + Y3 — 2U1¥a — T3 + 2%aTa — Y5 + 2yoye = 0

2a4 (w2 — 1) + 2ya(y2 — 1)+ +yi —a5 —y3 =0



204 (w2 — 1) + 2ya(yo — ) + a1+ 47 — a5 —y5s =0

204 (T2 — 1) + 2ya (1 2—J1)+r1—r2—0

drugie rOwnanie, jak pierwsze z 3 zamiast 2

2wq (w3 — 1) + 2yalys — y1) + 1] —13 =0

(1)*(x3-x1)-(2)*(x2-x1) [wyeliminowac x|

20a(y2 — y1) (w3 — 1) = 2ya(ys — y1 ) (wa — 1) + (r] —13) (w3 — 1) — (v] —13) (22 — 1) = 0

1 f r ;
Ya = % ((I“f - I‘é)( vy — X1) — (I‘f — I“_ii)(:.l;'g — :1:1))

|
v = == (e = 13) (35 — 1) — (e = xD) (52— )

R = ((3/1 — %)2 + (y1 — ya)2)1/2




Wynik:

obszar catkowania
podzielony

na trojkatne elementy

random.exe




poczatkowe potozenie weziow
Laboratorium: czarne punkty — lekko przesuniemy o losowy wektor

(1.1)

O e o o

(-1.-1)

symulacja adaptacji siatki: funkcja ,,wazno$ci” liczona
w srodku ciezkosci elementu

f(ze,ye) = exp(— (2. —0.2)* — (y. +0.2)?) —

razy jego pole ma nie przekraczac 1/80




Automatyczna rafinacja siatki

1) MES = Galerkin = metoda wariacyjna
2) optymalna siatka=minimum funkcjonatu
3) w kazdym z elementow liczymy przyczynek do funkcjonatu
4)  w tym, w ktorym przyczynek
osiaga maksymalna warto$¢ = nowy punkt w srodku ci¢zkosci elementu

Veu = 0

siatka poczatkowa —

punkty tworzace na okrggu
(wewngtrzny brzegowy)

na brzegu 1 na siatce rOwnomiernej
wewnatrz




Rozwiazujemy rOwnanie Su=F

Liczymy dziatanie: 1

a = z/ﬂ(vu)

dzielimy na sume po elementach

~ - 1 \: )
= Z (im s Um — 9 [ (.vt‘{'.)zdﬂrwz.

(4 R

dziatanie w m-tym elemencie liczymy na podstawie
lokalnej macierzy sztywnosci:

(lyy, = Zu}”uﬁ” 4

Element wnoszacy duzy przyczynek do funkcjonatu:
albo zbyt wielki, albo wewnatrz elementy zbyt duzy gradient rozwiazania

( pola elektrycznego lub temperatury)



siatka startowa

Wyniki:
dla bazy kwadratowe;]
(6 weztow/ element)

FILM:
0 NOXJ NOS.EXE



3.440

3.436

3.432

3.428

3.424

Kwadratowe funkcje ksztattu

0.00

| | |
10.00 20.00 30.00

kolejne dodawane wezly

|
40.00

|
50.00



Unikna¢ dystorsji:
laplasjanskie wygtadzanie

startowa

startowa wygtadzona

—
# -
]
.II.
/” y
L - —
g

,
-.
e —h
= o,
4 "
L T -
’ R ——
# & 1 ] ™,
. | | ,
v, | | ",
- i / WY,
ri ! [ ,
J b
# I|l II. ¥ .
A r,
’ W/
s
iy

._\\
*,

|III ‘
II|
I|I
i \!

Y
1 -

o ZXJ*.exe




wynik bez wygladzania

3.440 — \ \ {< \ /
| S o
/ X ”;_-
3.436 — N ,55: SO
ik b fadzani \K &
wynik bez wygtadzania Ay,
7 HMII' 7 Y
/Iw%ﬂa "‘:—'}/ '/
3430 | X l/a_x?ﬂ:’(\f/}?m
wynik z wygladzaniem
3428 — / )\ 4 T~
\ ( x/ \/
. . . AN SON
adaptacja z wygtadzaniem : Vi AV
Yy
3424 | | | | | /ﬁ;
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 | _ A7
WANA




Porownanie roznych funkcji ksztattu: wyniki dla siatki startowe;j

Funkcje liniowe

funkcje kwadratowe funkcje kubiczne



lintowe funkcje ksztattu: 3 we¢zty na element




lintowe funkcje ksztattu: 3 we¢zty na element

dziatare razy dwa

8.00—

~N
@
=]

~N
@
=)

~
B
o

konczy sig¢ wyzej
niz dla kwadratowych si¢ zaczyna




lintowe funkcje ksztattu: 3 we¢zty na element
Po optymalizacji:




lintowe funkcje ksztattu: 3 we¢zty na element




8.00 —

7.80

7.60

dziatanie TaZy dwa

7.40 —

7.20 —

ptaskie Sciany: kosztuja
Zbiega si¢ do wartosci > niz start dla funkcji kwadratowych



Proponowany powyzej sposob:
siatka jest optymalizowana bez zadnej struktury,
dodawane sa kolejne wezty 1 powtarzana triangulacja.

Alternatywa: hierarchiczna optymalizacja siatki.
Przyklad: rekurencyjny podzial elementow

Zaczynamy od siatki rtownomiernej trojkatow prostokatnych :

Badamy lokalny wktad do dziatania lub btedu
dzielimy na pot trojkaty wnoszace najwigksze przyczynki
Dzielimy: znaczy dodajemy nowy wezet

N\

- ®

AN

Z powodu nowego wezta nalezy podzieli¢ r&wniez sasiada:

.




Element do podziatu jest tego samego
rozmiaru co sgsiad:
wystarczy podzieli¢ sasiada

Element do podzielenia zaznaczony
szarym kolorem

Gdy element do podziatu ma mniejsze pole niz sasiad
trzeba najpierw podzieli¢ sasiada.
Potrzeba wigcej podziatow

N
b, ZAN




Zastosowanie:

(a) funkcja falowa

(a) funkeja falowa (b) siatka

Rysuneck 36: Wyniki dla stanu n, = 0,n, =0

(b) siatka

(a) funkcja falowa

Rysunek 37: Wyniki dla stanu n, = 1,n, =0

Wyniki z pracy mgr Michata Stalmacha
(oscylator harmoniczny 2D: kryterium
podziatu — maksymalny wkitad do energii
z elementu

pd ,-’\<//\\
=4 P v
s
N K ;
R
| /] i
ANl 4
= 2 N
IXXDIRBRAIN
| &N >
| NN

{|::- siatka

Rysunek 40: Wyniki dla stanu n, = 1.n, =3




Triangulacja Delauneya - uzupelnienie
Algorytm omowiony wyzej: tatwy do zaprogramowania lecz wolny,
opiera si¢ na przegladaniu trojek punktow: ztozonos¢: O(n?)

szybszy : O(n’log n) przegladanie par
— z algorytmem na wyznaczanie przecigé (czgsci wspolnych) poiptaszczyzn




Algorytm linii przemiatajacej (Fortune): przegladanie odlegtosci punktow od linii przemiatajace;j

Allen Miu

linia przemiatajaca

mamy $ledzi¢ lini¢ brzegowa
powyzej ktorej blizej jest
do punktéw tworzacych niz do /inii



—| Equidistance

Allen Miu



ognisko paraboli

— Equidistance

kierownica paraboli

(h.k) (x-h)*+(y-k)*=(y-p)?

x-h)2+2y(p-k) +k>-p?=0
(- V(p p

yv=p v=(x-h)?/2(p-k)+(k+p)/2




Sweep Line

l

Equidistance ‘

krawedzie Woronoja: przecigcia parabol



reep Line

|

tuki ulegaja wygtadzeniu



jeden z lukow robi si¢ coraz krotszy



circle event

1 ostatecznie znika: w wierzchotku Woronoja



Site event

nowy luk pojawi si¢ gdy nowy
punkt powyzej linii

O(n log(n)) optymalny

si¢ konczy gdy wszystkie punkty
powyzej linii



	

