numeryczne rozwigzywanie rownan calkowych

metoda elementow brzegowych: punktem wyj$ciowym byto
rozwigzanie rownania calkowego na brzegu obszaru catkowania

[ [
ciu(r;) = /F (g — qu) dI" + /Q wp(x)ds)

rOwnanie: wygenerowane z rownania rozniczkowego
scatkowanego ze swobodng funkcja Greena

Lektury: Arfken, Mathematical Methods for Physicists, Andrzej Lenda,
Wybrane Rozdzialy MMF, Numerical Recipes



Typy rownan catkowych w 1D:

Fredholma 1-go rodzaju Fredholma 2-go rodzaju

[0 b
@) = [ Ko o(z) = f(x)+ A / K (2. 0)6(t)dt

niewiadoma

jadro (kernel) jesli fix)=0

jednorodne

Volterry 1-go rodzaju Volterry 2-go rodzaju

fla) = f K (o, Do(t)dt o) = f(x) + A / xK(:c,t)@dt




Rownania catkowe: skad si¢ biorg ?

Czesto: rOwnanie catkowe : z ro0zniczkowego z wstawionym
warunkiem brzegowym (poczatkowym)

Przyklad 1: problem poczatkowy dla oscylatora harmonicznego:
7
y(t)” = —y(t)

catkujemy rOwnanie po czasie
od =0 do chwili a

[ va=— [



catkuymy jeszcze raz po a od 0 do b

b b a
/y"(a)da—by’(ﬁ)/ /y(t)dtd&

y(b) = by'(0 // (t)dtda + y(0)

warunki poczatkowe

wlaczane do rOwnania

[rOwnanie catkowe

= rOwnanie rozniczkowe

+ warunkami brzegowe
(poczatkowe)]




y(b / / t)dtda 4 y(0)

nasze warunki poczatkowe:

—b—// t)dtda

/)b ['CL . fb . o dowod:
; I3 mal ) elliolo — — 1l 1 )i zrdzniczkowac
tozsamos¢: / / y(t)d%da / (b—1t)y(l)dl arémiczkoy
J0O JO </ 0
b b 1 sprawdzi¢
e b / y(1)dt — / by()dt | sprandic
b / 0 0 nie ma roznicy
w réwnaniu przed
. /0 F(a)da ¢ pO b rc')ZniczkowaIr)liem
pochodna po b:
b b
F(b) = / y(t)dt / y(t)dt + by(b) — by(b)
0 0




Volterry 2-go rodzaju,

;) — r — / ((L‘ — t)y(t)dt nicjednorodne
0

l b:=x rozpoznajemy:
Az

rézniczkowe zagadnienie poczatkowe:
o(x) = fx) + A / K (x, t)o(t)dt produkuje catkowe rOwnanie Volterry



Przyklad 2: problem brzegowy dla rownania oscylatora
(normalne / wtasne drgania struny)

i

y(t)" = —w?y(t)

y(t — O) — 0 t nalezy tutaj rozumiec jako potozenie
== rownanie wilasne dla struny

y( t — d ) — 0 [uwaga, dla dowolnego w 1 dowolnego a
rozwiqzanie wcale nie musi istnie¢!] (w=1,a=2) np.

prawie te same wzory, dochodzimy do

O ra
y(b) = by'(0) — w? / / y(t)dtda 4 y(0)
JO JO

korzystamy z y(0)=0, z tozsamosci catkowej i przyjmujemy a=x, b=x
T

a) =y O) = [ @ =it . -

J 0



. [‘ I
W) =y (0) = [ =Dyt

o Y

wstawiamy x=a 1 korzystamy z y(a)=0

/0 == [ (a= (i
J 0
Wstawic¢, dostaniemy:

rodzaju

*
Fredholma drugiego y(.‘I‘) _ wi_) / K (l“ f:)ij ( f) At
0

. | / problem rozniczkowy
vi K(r _ %(a - f) dlat > x + warunki brzegowe =
o (CL — .'I-‘) dlat < rownanie Fredholma

(funkcja Greena)



problem r6zniczkowy + warunki brzegowe = rownanie Fredholma

problem r6zniczkowy + warunki poczatkowe = rownanie Volterry

kazde rdézniczkowe z warunkami daje si¢ przeksztatci¢ do postaci catkowe;
ale czasem w sposob bezpowrotny
(istnieja rownania catkowe, ktorych odpowiednik rozniczkowy nie jest znany)



Numeryczne rozwigzywanie rownania Fredholma
drugiego rodzaju:

b
o(x) = f(x) + X / K (2, (1)t

metoda Nystroma:

kwadratura,
dla ciaglych funkcji podcatkowych

b N
f L oy ' (ciaglych K)
/ Y (f) df _ E : Wiy (fJ ) sprawdza si¢ najlepiej metoda
a/ .
j=1

Gaussa.

=

H
=
_|_

>
(]

w; K (xq,t5)0(t;)
i=1
N
dx) = Flx) + N w K (x,2;)0(x5)
7 4 J v y AN JST NI/

)
I
—_



W postaci macierzowe;j:

Ag=f

uktad rownan do rozwiazania
Z:

A?;j — O}',j — )\’ij(;’,U?;, J/j)



A?;j — 5@73' — )\’ij(LU@, JLJ) A¢=f

dla niejednorodnego réwnania Fredholma drugiego rodzaju

dla jednorodnego rownania Fredholma drugiego rodzaju
| 7 2,
y(t)" = —wy(t) = W’ / K(x, t)y(t)dt
0
y(t=0)=0

y(t=2)=0

analitycznie w=(nn/2)

é —t) dlat >
% —;I-‘ dlat < zx

zgodnie z wczesniejszymi : : : .
g 152y takiego URL nie chcemy rozwiazywac:
macierz musi by¢ osobliwa aby istnialo rozwiazanie

Ay: 0 niezerowe

wzorami:



roOwnanie jednorodne:

Aij = 0i; — \w K (s, @
J0

Ay=0

ly = ABy
Bij — UJjK(SC?;,ZL‘j)

By — O-y o=1/w?

W problemie modelowym: jadro symetryczne, ale B symetryczna nie bedzie bo wagi Gaussa
do macierzy wprowadzane sa w sposob niesymetryczny.

dla problemu modelowego doktadne wartosci wiasne 0=(2/n 72)2



Wyniki (numerycznie rozwiazanie jednorodnego rownania Fredholma
drugiego rodzaju = przyktad, drgania wtasne struny)

Bij — ij(ZCi, .CCj)

By = oy

s [numer] (2/n7)?

0.4225 0.4052
0.1173 0.1013
0.0584 0.0450

6 — punktowy Gauss:

e (warunki brzegowe narzucone przez formg B)

0.40 —

0.00 —

-0.40 —

0.80 — | | | | |

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00



Wyniki (numerycznie rozwiazanie jednorodnego rownania Fredholma
drugiego rodzaju = przyktad, drgania wtasne struny)

Bij — ij(ZCi, .CCj)

By = oy

s [numer] (2/n7)?

0.4225 0.4052
0.1173 0.1013
0.0584 0.0450

6 — punktowy Gauss:

0.80 —

0.40 —

0.00 —

-0.40 —

0.80 — | | | | |

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00



Wyniki (numerycznie rozwiazanie jednorodnego rownania Fredholma
drugiego rodzaju = przyktad, drgania wtasne struny)

Bij — ij(ZCi, .CCj)

) _ 60 — punktowy Gauss:
by = o0y P Y

0.40 —

s [numer] (2/n7)?

0.4054 0.4052
0.1015 0.1013
0.0451 0.0450

0.00 ¥

-0.40 — | | | | |
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00



rownanie Fredholma drugiego rodzaju jednorodne 1 niejednorodne

niejednorodne

b
o(x) = f(z) + A / K (x,t)o(t)dt
Oi) = flxi) + N> wiK (. x)d(x;) i lamda
j=1
Ag=f

A?;j — 5@73' — )\”ij(LUi, J/])

Jednorodne tutaj lambda:

b
. tput
0@) =+ X [ K@ 0000t i ssego

BZ] o w] K (‘CC?/ ) ':Cj ) Dla niejednorodnego:
jesli wstawi¢ A jako jedna z wartosci
wlasnych jednorodnego:

By — 0 y A osobliwa,

Ag=f nie ma jednoznacznego rozwiqzania




Alternatywa Fredholma

1D
o) = f(z) + ) / K(z, t)ot)dt

b

o(r) = A, K(x, t)o(t)dt (2)

a

rownanie (1) ma jednoznaczne rozwigzanie jesli A nie jest jedna z A,

dla numeryki: (1) zagrozone ztym uwarunkowaniem
gdy A bliskie jednej z A

Dla niejednorodnego:
jesli wstawi¢ A jako jedna z wartosci
wlasnych jednorodnego:

A osobliwa,
Ag=f nie ma jednoznacznego rozwiqzania



Rownania Fredholma pierwszego rodzaju: (transformaty catkowe)

Laplace’a:
W(x) :/ exp(—at)o(t)dt
0

jadro eksponencjalne z rzeczywistym, urojonym
argumentem

Fouriera

U(x) exp(—ixt)o(t)dt

7 .

Uwagal!: zazwyczaj bardzo trudne do rozwiazania numerycznego
stosuje si¢ odwrotng transformat¢ Fouriera
lub szuka si¢ w tablicach odwrotnej Laplace’a



Rownanie Fredholma pierwszego rodzaju

f(:r:)—/ K(x,t)o(t)dt

(1

sprobuymy podejs$¢ do problemu analogicznie do rownan drugiego rodzaju:

f (.‘I-‘.gt ) = Z w j K (."I,-‘ iy L j ) () ( €z j )
j=1
Ag=t

Z

A = w; K (2, )

Jesli K ma odpowiednia forme, rGwnanie moze si¢ uda¢ rozwiazac.
ale zazwyczaj nalezy liczy¢ si¢ z powaznymi klopotami



Rownanie Fredholma pierwszego rodzaju

f(:r:)—/ K(x,t)o(t)dt

(1

sprobuymy analogicznie do rownan drugiego rodzaju:

f (.‘I-‘.gt ) = Z w j K (."I,-‘ iy L j ) () ( X j )
j=1

(0



Rownanie Fredholma pierwszego rodzaju

flx) = / K (2, t)o(t)dt

(1

sprobuymy analogicznie do rownan drugiego rodzaju:

flai) = Z w; K (2, 05)0
j=1

;)

N

b Problem jest taki: wiemy ile wynosi catka z funkcji.
| ]L _ () (ZL) dt P‘ytanie’: jakq to funkcja ? o
nieskonczenie wiele rozwiazan.

Ja ] .
Macierz Aij = osobliwa.

problem Zle postawiony (rozwiazanie nie jest jednoznaczne)



Rownania Volterry

Volterry 1-go rodzaju Volterry 2-go rodzaju

= / xK(gL‘,t)gb(t)dt o(x) = f(z) + A / K (@, t)o(t)dt

/

rozwigzujemy na siatce rOwnomiernej, np. metodq trapezow

=a+nAx q5n — gb(l/n)

n—1

A } - !
= fn+ A Z AxK (x,,t;)0; + )\7 (K(xp,to)00 + K(xzp, t,)0n)

n—1
A AV
On = ( fn + AZA{]& (W0, t5) 05 + )\TTIX(I?? 1‘0)00) / (1 - )\_TI\("n:?LnO

J=1

prosty schemat iteracyjny, nawet uktadu rownan nie trzeba rozwiazywac
dla 1-go rodzaju: zmieni¢ znak f, skresli¢ jedynke w mianowniku



1.00 —

0.50 —

0.00

-0.50 —

Rachunek numeryczny dla Volterry drugiego typu
ze wzorem trapezow

analityczne (sin(t))
1 numeryczne: kropy

dt=0.01

-1.00
0.00

100.00 200.00 300.00 400.00 500.00

numer kroku



Metoda numeryczne dla rownan catkowych:

podsumowanie

AVA SV A VIS

Fredholma 1-go rodzaju Fredholma 2-go rodzaju
: (v | b
fley= | Kz D)od)d p(x) = f(z) + A / K, t)¢(t)dt
“ a
bywa bardzo trudne: rekomendowana: metoda Nystroma
problem z klasy odwrotnych z kwadratura Gaussa

produkuje uktad rownan (dla niejednorodnego)
lub réwnanie wtasne (dla jednorodnego)

Volterry 1-go rodzaju Volterry 2-go rodzaju

fo) = [ Kenomar o) = F@) 4 [ Kool

tatwe, pokrewne problemom poczatkowym
rozwiazuje si¢ kwadratura o np. stalym kroku catkowania



