Problemy zalezne od czasu w metodzie elementow skonczonych

ou ou
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Problemy zalezne od czasu w metodzie elementow skonczonych

ou ou

whcxrimnniaia adixral-qds
— _U > 1p. 10WldllIC dUWCK(U]1

ot ox

o N cala zaleznos¢ czasowa
_ Uy (t) @j (3’) «———  wlozona do wspotczynnikow

rozwinigcia w bazie funkcyjne;j

u;(t) — wartos¢ rozwiazania w wezle j w chwili t

interesuje nas rozwiazanie w dyskretnych chwilach czasowych
opis zmiennej potozeniowej natomiast: ciagly

I MRS MES
- 9e0ee — —+ +

a 0000 +++ ++

rozwiazania poszukujemy na siatce rozwiazanie: dyskretne w ¢z, ciagle w x
punktow dyskretnych w czasie i przestrzeni wezty funkcji ksztattu moga sie przesuwaé w ¢

czas = bedzie traktowany jak w metodzie roznic skonczonych



rOwnanie adwekcji

ou ou roOwnanie adwekcji
= —y—
ot Oz
Jawny schemat Eulera w metodzie roznic skonczonych (niestabilny bezwzglednie)
w(j,n+1) —u(j,n) uw(j+1,n)—u(j —1,n) 5
= — O(At, Ax
At ! 2Ax + O(At, Ax”)
. +1.n)—u(y—1,n ,
uw(j,n+1) = AL ulJ ) —ulj ) +u(j,n) + O(A1?, Ax?)
2AT
60 krokow czasowych: i | —
- ] At=0.04 o
B At=0.09 _ =04 czas
2=0.9
W/ "~ rosnie, potem eksploduje polozenie

X X



MES: z czasem




MES: z czasem

w MRS: stabilny byt schemat z jednostronnie liczong pochodna przestrzenna (upwind)
pochodna czasowa liczona byta jak w jawnej metodzie Eulera

O stabilnosci schematu decydowal sposob liczenia pochodnych przestrzennych.
teraz pochodne przestrzenne policzymy doktadnie (w wybranej bazie)

czy pomoze to ustabilizowac schemat?

u(x,t+ dt) — u(x,t) du(x,t)
3

dt ox

ou(x,t)
ox

u(x,t +dt) = —vdt + u(x,t)

J

> st + dt)o(a) = —vdt > (Do) + D wi(t)oya)



MES: z czasem

Z wi(t 4+ dt)o;(x) = —ovdt Z u; () (v) + Z wi(t)p;(x)

J

uktad rownan na zalezno$¢ od czasu wartosci w weztach
wyprowadzamy jak w metodzie Galerkina przez rzutowanie na elementy bazowe

X () / dx




Zu (t+ dt)o;(x ——vdtZu,}. +Zu;

X Op () / dx

dostajemy rOwnanie macierzowe:

Z Opjui(t + dt) = —vdt Z Fiju;(t) + Z Opju;i(t)
J



Zu (t+ dt)o;(x ——vdtZu,}. +Zu;

X Op () / dx

dostajemy rOwnanie macierzowe:

Z Opjui(t + dt) = —vdt Z Fiju;(t) + Z Opju;i(t)
J

O, —< §b ’ @ ~ (macierz przekrywania,
ki =< Qk|Q;

zwana rOwnieZ macierzg masy)

ij =< ¢k|¢; >
J J



rownanie adwekcji MES z dyskretyzacja czasowa typu Eulera

Z Opju;(t + dt) = Z Pjju;(t)
J J

ij=-vth . ij

jeden krok wymaga rozwigzania uktadu rownan:

Ou(t+dt)=Pu(t)

konkretna forma macierzowa problemu — zalezy od wyboru funkcji ksztattu

do aplikacji numerycznej

—— musimy jakas baz¢ wybrac
wezmy MES z funkcjami odcinkami
lintowymi



liniowe funkcje ksztattu

. i+6
i+3 i+4
U; (1)
it i+7
i+5
I | I I 0
I | I I
A
1 .
v, (X) fcja ksztattu [’ f_j;_ 1] re K,
?u,_.fm\ — J f{-¢+1?:r e~ IO
?l\.,_(,) \ ;i:i+17‘_;:é Lo T i\:.-,_l_]_
l 0 X e:, [{?‘ U ]Xri+1

v

hi.
i Xit]

1

1 1
ij =< UL |’Uj == g (5kj(hj + hj+l) + 55(k+1,j)hj + 55(k—1,j)hj+1)



A . fcja ksztaltu
I ") o |V
I.'.. ...'I ‘
| | >
X
it ([ z—wi e
Li—Tj—1 T € A’
/ vi(z) = { Zixi=® re K.
ij :< Uk‘vj > ’L( ) Tip1—T4 1+1
0 x ¢ Ki|JKip
.
T—Ti—1 )
(wi—x41)2 r ek,
.1;1.(1?)1:;(:5) = < ﬁ r € K
0 v & K+ K
\

F,=0,F,,,=+1/2, F, =-1/2



Y Opjui(t+dt) = Pujuy(t)
Pk].=-vth T O

forma macierzowa: Qu(t+dt)=Pu(t)

dla siatki rOwnomierne;j

2/3 dx na diagonali nad diagonalg +1/2 (-vdt)
1/6 nad i pod pod diagonalg —1/2 (-vdt)

Euler dla MRS funkcjonowat jak podstawienie. Teraz mamy rozwiazac uktad rownan.



Jak wyglada w MRS wyglada rownanie schematu jawnego?

u(j,n+1)=u(j,n) — vAt

u(j+1,n)—u(j—1,n)

macierz jednostkowa

u(n+1)

2Ax

u(n)




Y Owjui(t+dt) =) Piju;(t)
j j

forma macierzowa:

u(t+dt)

ij=-vth kj+0kj

A

u(t)

MES zbudowana na podstawie jawnego schematu Eulera:

nie dziata jak podstawienie!

musimy a) odwrdci¢ macierz O [bedzie ggsta]

b) albo rozwiaza¢ uktad rownan
metodq iteracyjna




odwrocic O:

A:=matrix(4,4,[2/3,1/6,0,0, 1/6,2/3,1/6,0 ,0,1/6,2/3,1/6, 0,0,1/6,2/3]1),
o 1 )
= - 0 0
3 6
1 2 1
5 3 5 0
4= 1 2 1
0 — —_ —
6 3 6
1 2
0 0 - =
6 3 ]

inverse(A) ;
(33 -0 24 6]
209 208 209 208
0 360 6
209 208 209 208
24 % 360 50
209 209 209 209
-6 24 -90 ﬁ
L 203 208 209 209

u(t+dt):=0-'Pu(t)

wartoS¢ w wezle j w chwili t+dt zalezy od wartosci
we wszystkich weztach w chwili ¢

- jak dla schematu niejawnego w MRS

2) Przesz.lo.éé numeryczna dla ’_"j(t) : wszystkie punkty dla #,<'¢, kryterium CFL spetnione zawsze
(w przeciwienstwie do Eulera jawnego)



2) Przesz.lo.éé numeryczna dla ’_"j(t) : wszystkie punkty dla #,<¢, kryterium CFL spetnione zawsze
(w przeciwienstwie do Eulera jawnego)

NnNArMmirmmn faone

PUlllllllU LUsU .

Wyniki MES:

1.60

1.20

0.80

0.40

0.00

dx=0.1
dt=0.04
v=1

—

doktadny
numeryczny

A=0.04
»=04 «©

[ rosnie, potem cksploduje
1 1 1 1 1 1 1

X

(Euler, MES, liniowe f.k.) /

wynik MRS

Niestety zalezny schemat MES zbudowany
dla rownania adwekcji na podstawie

jawnego schematu Eulera,

jest niestabilny (jak jawny Euler dla MRYS)
mimo, ze kryterium CFL jest zawsze spelnione

-10.00



W takim razie:

jesli jawny Euler w MES nie daje metody podstawieniowe;j
a zachowuje doktadnos¢ podobng dla MRS,

sprobujmy skonstruowac zalezny od czasu schemat MES
na podstawie niejawnego schematu Eulera

(ktory jest stabilny bezwzglednie dla MRS)



MES na podstawie niejawnego (wstecznego Eulera)

u(v, t +dt) —u(w,t) Ou(x,t + dt)
v

dt Ox
Ou(x,t + dt
u(w, t 4 dt) + vdt d - ) = u(w, 1)
Ox
u(x,t) = Z?Lj(t)qu(:x)
J

w(x,t+dt) = Z ui(t + dt)p;(x)



MES na podstawie niejawnego (wstecznego Eulera)

w(x, t+dt) —ulx,t)  OQulw,t+di)
dt - On
Ou(x,t + dt
u(w, t 4 dt) + vdt (. 5 ) = u(x, 1)

u(x,t) = Z u;i(t)p;(x)

J

w(x,t+dt) = Z ui(t + dt)p;(x)

D (Ong + vdt Fyjyuy (t + dt) Z Oz (1

J



MES na podstawie niejawnego (wstecznego Eulera)

w(x, t+dt) —ulx,t)  OQulw,t+di)
dt - On
Ou(x,t + dt
u(w, t 4 dt) + vdt ", 5 ) = u(x, 1)
J.U

u(x,t) = Z u;i(t)p;(x)

J

w(x,t+dt) = Z ui(t + dt)p;(x)

D (Ong + vdt Fyjyuy (t + dt) Z Oz (1

J

At=0.04
wsteczny Euler w MRS

MES: stabilny, lecz podobnie jak w MRS
obarczony dyspersja (mozna ja sttumic
matymi krokami przestrzennym 1 czasowym)

Wyniki sg prawie nierozréznialne MES/MRS
MES z wstecznym Eulerem rownie dobry/zty jak MRS



u(r,t+dt) —u(x,t) 1 ou(x,t) Ou(x,t + dt)
: (- )

It or 0 ox

B dt Ou(x,t) ou(x,t + dt)
u(r,t+dt) = u(x,t) + 5} (—”U 5 — U 5 )

WzOr trapezow



wezmy przyzwoity schemat: Cranka - Nicolsona

"l.L-(.‘I-‘, t+ df) — "l.L(.‘I-‘? ZL) ! ( ..-(?i:)"l.I.-(;IT, ZL) 18"(1:(.‘1-‘, {4+ df))

'S — I" &
d £ d;’lf-‘

dt 2

w(x,t+ dt) = ux.t) + — SRR
ul@, b4 df) = (2. t) + 5 or  or

dt ( ._p(“)-i_z..(;;t; t)  Ou(x,t+ df))

WwzOr trapezow

vdt Ju(x,t + dt) vdt Ou(x,t)

ulaxr., v 1 — ulax. t _
u(z,t + dt) + 5 e u(x, t) > P



wezmy przyzwoity schemat: Cranka - Nicolsona

w(x,t +dt) —u(e,t) 1 (_Jvé’u(aj’, t)  Ou(x,t+ dt))

— 1

ox ox

dt 2

dt [ Oulx.t)  Oula.t+ dt
ll(f,t+ dt) _ ’U.-(ﬂf? t) 4+ = (—’U U(zr; ) 0 U(Jf; + ))

2 ox ox
WwzOr trapezow
vdt Ju(x, t + dt) vdt Ou(x, 1)
u(x,t + dt " — ulr. t) — -
('+)+2 ox (z,1) 2 Ox
w(z, t+dt) = Z wi(t + dt)é;(x) u(x,t) = qu,j(t)qf)j(:r)
] J

j j

Fj =< x| > Orj =< dxld; >



Metoda CN: MES (liniowe funkcje ksztattu) a MRS

MRS CN, dx=0.1, dt=0.05
2 krzywe: analityczna/numeryczna

1.20 —

0.80 —

MES CN, dx=0.1, dt=0.05
2 krzywe: analityczna/numeryczna

A
| |
|
|
|
|
|
- | I
|
|
| |
| | | “
1.00 — 0.40 — [ | \ “
|
| |
0.80 — A\ A L Y L N | .
1 0.00 — - - ~<
0.60 — _
-0.40 \ \ ‘ \ ! |
0.40 — -10.00 0.00 10.00 20.00
0.20 —
0.00 ‘ ‘ i T ‘

-10.00 0.00 10.00 20.00




Metoda CN: MES (liniowe funkcje ksztattu) a MRS

1.20

-0.40

krok krytyczny CFL
vdt= dx

MES CN, dx=0.1, dt=0.1
2 krzywe: analityczna/numeryczna

-10.00 0.00 10.00 20.00

MRS CN, dx=0.1, dt=0.1
2 krzywe: analityczna/numeryczna

1.20 —

0.00




1.20

0.80

0.40

0.00

-0.40

Metoda CN: MES (liniowe funk

> CFL

MES CN, dx=0.1, dt=0.2
2 krzywe: analityczna/numeryczna

sprawdza si¢ znacznie lepiej niz
MRS

-10.00

| | |
0.00

0.00 —

-0.40

cje ksztattu) a MRS

\‘ A

-10.00

\ \ \
0.00 10.00 20.00

MRS CN, dx=0.1, dt=0.2
2 krzywe: analityczna/numeryczna

MES juz z liniowymi f.k. pozwala
zwigkszy¢ krok czasowy
kilkukrotnie wzgledem

MRS



Metoda CN: MES (lintowe funkcje ksztattu) a MRS

Whniosek: dla schematow Eulera dominuje btad

z dyskretyzacji czasowej [lokalny O(At?)] a nie przestrzenne;.
Stad jakos¢ MRS 1 MES podobna.

Schemat CN — czasowy btad lokalny o(A#)

MES zaczyna gorowac¢ nad MRS ze wzgledu na doktadniejszy
opis wspolrzednej przestrzenne;j

(doktadne pochodne przestrzenne dla wybranych funkcji ksztattu)



Analiza stabilnosct MES zaleznych od czasu

w jednokrokowych schematach— kazdy krok czasowy mozna zapisac jako:

u:=Au



Analiza stabilnosct MES zaleznych od czasu

w jednokrokowych schematach— kazdy krok czasowy mozna zapisac jako:
u:=Au

analiza stabilnosci: jesli macierz iteracji A ma wartosci wlasne |A|>1
— metoda bedzie niestabilna [rozwigzanie numeryczne eksploduje do nieskonczonosci]



Analiza stabilnosct MES zaleznych od czasu

w MRS analiza stabilnos$ci: prosta — vo

w jednokrokowych schematach— kazdy krok czasowy mozna zapisac jako:
u:=Au

analiza stabilnosci: jesli macierz iteracji A ma wartosci wlasne |A|>1
— metoda bedzie niestabilna [rozwigzanie numeryczne eksploduje do nieskonczonosci]

Problem: form¢ A w dla MES w 2D trudno przewidziec, bo zalezy od generacji siatki



Analiza stabilnosct MES zaleznych od czasu

w jednokrokowych schematach— kazdy krok czasowy mozna zapisac jako:
u:=Au

analiza stabilnosci: jesli macierz iteracji A ma wartosci wlasne |A|>1
— metoda bedzie niestabilna [rozwigzanie numeryczne eksploduje do nieskonczonosci]

Problem: form¢ A w dla MES w 2D trudno przewidziec, bo zalezy od generacji siatki

Analiza wykonalna dzigki twierdzeniu Ironsa/Treharne’a
wartosci wlasne macierzy iteracji A sg ograniczone wartosciami
wlasnymi odpowiednika A dla pojedynczych elementow (Al)

(zamiast analizowa¢ macierz globalna — analizowa¢ bedziemy lokalne)



Analiza stabilnosct MES zaleznych od czasu

w jednokrokowych schematach— kazdy krok czasowy mozna zapisac jako:
u:=Au

analiza stabilnosci: jesli macierz iteracji A ma wartosci wlasne |A|>1

— metoda bedzie niestabilna [rozwigzanie numeryczne eksploduje do nieskonczonosci]
(przypomnienie: dla zbieznosci iteracyjnych
metod rozwiqzywania uktadow rownan liniowych. |A|<I)

Problem: form¢ A w dla MES w 2D trudno przewidziec, bo zalezy od generacji siatki

Analiza wykonalna dzigki twierdzeniu Ironsa/Treharne’a
wartosci wlasne macierzy iteracji A sg ograniczone wartosciami
wlasnymi odpowiednika A dla pojedynczych elementow (Al)

(zamiast analizowa¢ macierz globalna — analizowa¢ bedziemy lokalne)

A min (Al) <A min (A)

A max ( A]) > A max ( A) jesli widmo A1 zmiesci sie co do modutu ponizej jedynki
. o - . metoda jest na pewno stabilna.
widmo A widmo Al
— — tw. Ironsa: przydatne w udowadnianiu stabilnosci,
zobaczymy,

ze oszacowania Ironsa bardzo bliskie doktadnym granicom

\ StabithéCi



Przyktad zastosowania tw. Ironsa:
analiza stabilnosci dla rownania adwekcji MES: CN + liniowe funkcje ksztattu

_ vdt _ vdt
Z (OAJ + TFkJ) 'i-ﬁj(f + df) = Z (OAJ - TFM) u’j(t)

j N s j N s
( ] )
3
o h
lokalne macierze O i F liczymy wg: 6 3
_ On =< filfi >
fi=(x,-x)/h f,= (x-x,)/h
Fr =< fxlf] >
_L 1
2 2
_1 1
2 2
do tw. Ironsa stosujemy
! h X2 macierze lokalne bez skladania globalnej

ztozy¢ musimy za to macierz jednego kroku
czasowego aby uzyskac przepis w formie u:=Au



Przyktad zastosowania tw. Ironsa:
analiza stabilnosci dla rownania adwekcji MES: CN + liniowe funkcje ksztattu

_ vdt i vdt

J J



Przyktad zastosowania tw. Ironsa:
analiza stabilnosci dla rownania adwekcji MES: CN + liniowe funkcje ksztattu

_ vdt i vdt

-

a=vdt

(i

wlzo s

\___’/”
_|_
ro| O
N
|
B2 | =D | —
DO —bo | —

potrzebna forma w postaci:

S| Tw |
Wl |
~
|
po| O
N
|
DO | —o | —
DO —bo | —

o=

u:=Au
[znaczy u(t+dt)=Au(t)]



Przyktad zastosowania tw. Ironsa:
analiza stabilnosci dla rownania adwekcji MES: CN + liniowe funkcje ksztattu

_ vdt i vdt

()30 D)1 1)

mnozymy prawa strone z lewej strony przez odwrotnos¢ lewej strony

w|zo|=

bO | =D | —
b | —bo | —

S| TS
Lo =

D —bD | —
DO | —=bo | —

- « o)
l —l_ h h
o Qv

u— N
E h

macierz ma niezaleznie od wartosci kroku czasowego (o)
podwdjna wartos$¢ wiasna: 1

|[lu|| pozostanie skonczone dla dowolnej liczby iteracji, przy dowolnym kroku czasowym




Analiza stabilnosci dla rownania dyfuzji MES: jawny Euler+ liniowe funkcje ksztaltu

Dla réwnania adwekcji schematy byly stabilne
a 82 lub nie niezaleznie od kroku czasowego,
u u dla dyfuzji jest inaczej: jawny s. Eulera mozna
— D _— ustabilizowa¢ matym krokiem czasowym

ot 0x?
Buler o (t + dt) = u(t) + dtDu(t)”

D (G diuy(t+dt) =D ((dn, &) + Dt (dn, &) uy(t)

dla analizy stabilnosci:

w macierzy globalnej

-1/(h;*h;. ;) na diagonali
1/h,,,na prawo od diagonali
iteracja dla pojedynczego elementu:

h h h h _ 1 1
3 6 3 6 hoh
R >l + Ddt Lo u
hoh hoh 11
6 3 '\ G 3 h A

Y znanaforma



Lol

. h

3 6

. h



L [1 Ddt
h
Ddt
u:=11 el
1—-65— A\
()d

t [ =6 6
( 6 _G)] u p=Ddt/h’

6
1—68—A

. 1 —63—\= 4643
1
A=1-—123 1o A =1

2112821 1628 — dt < h2/6D




dostaliSmy gwarancje, ze jesli

At<AX2/6D

to MES z liniowymi funkcjami ksztattu stabilne




dostaliSmy gwarancje, ze jesli

At<AX2/6D

to MES z liniowymi funkcjami ksztattu stabilne

a dla MRS mielismy: At < Ax?
2D

Czyzby krok czasowy w MES mialby by¢ naprawd¢ mniejszy niz w MRS?
(oszacowanie dostalismy z tw. Ironsa-Treharna — moze jego wynik jest zbyt pesymistyczny)
Sprawdzmy numerycznie:



40 weztow, D=1 120 —
(20 pierwszych iteracji)

At= AXZ 6D |

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

0.80 —

pierwsze 50

iteracji drukowane co
0.40 — 1 O

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



oszacowanie stabilnego kroku /\t< /\XZ / 6D

czasowego wg tw. Ironsa

wyniki numeryczne dla:

niestety
1200000.00 —

At: AXZ / 5 . 8D Irons nie klamie

W tym przypadku
(dyfuzji 1 dyskretyzacji
przestrzennej wg. metody
Eulera):

MES z liniowymi funkcjami

ksztaltu wymaga mniejszego
kroku czasowego niz
/\ MRS!

800000.00 —

400000.00 — A

-400000.00

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00



Ograniczenie na krok czasowy zwiazane z krokiem przestrzennym

tal-ip 19l
LARXIL Jdi.

At<AX?/6D

to katastrofa dla MES.
Sita MES — swoboda w wyborze siatki
mozna Ja dopasowac do problemu, zagesciC tam gdzie trzeba

jesli o kroku czasowym zdecyduje
rozmiar najmniejszego elementu (minimalne Ax)

niczego nie policzymy w rozsadnym czasie.

Potrzebny inny schemat (lub moze inne funkcje ksztattu?)



Euler z MES wymaga wigkszego kroku czasowego niz dla MRS !
czy winna ,,kanciastos¢” rozwiazania rozwini¢tego w bazie liniowych funkcji ksztattu?

Sprawdzmy kwadratowe funkcje ksztattu.

Euler

D (O b ui(t+dt) = (6, d5) + Ddt (dr, ¢7)) uy(t)

j j /‘/'
kwadratowe
funkcje ksztattu

Ax (odlegtos¢ miedzy sasiednimi weztami)

@ & O

element o dtugosci A= 2Ax




Euler z kwadratowymi funkcjami ksztattu 20 elementow

1/6=.1666

dt=dx?*.1333=dx?2 /15

1.60 —

W

>

l

IS

- czerwony kolor
: . (generuje niestabilnosc)

0.4

[

| IR Y

02

o

>
ot
EY

0

-0.2

o
s

o
Y

o
©

o

=

o
N

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

o

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

dla liniowych funkcji ksztattu Euler stabilny dla dt=dx**.1666



Euler MES z funkcjami kwadratowymi nie tylko nie pozwala
na mniejszy krok czasowy, ale wrecz wymaga nieco mniejszego!

przeanalizujmy stabilnos¢ metody:

Z(C% Oj)uy(t +dt) = Z ((0r, @) + Ddt (o, 7)) u;(t)

J J
4 9 _1 4 2 1 7 8 —1
L P 1 0 6 0 |22 s 16 s |
30 0 =130 | 30 -
19 4 192 4 108 —7
_ —1 -
4 9 1 78 _1
1Ddt |~ o
u:=11 2 2 16 2 & —16 & 1
192 4 108 _7




4 2 1 —7 8 —1

10Ddt

= | 9 8 —16 8 u o=10Ddt/h?2
\_1 2 4

un:= |1+

]
“Hm__
—_

L

[ 4]

|

-1
“mh__
L

A:—matrix(3,3,[4,2,-1,2,16,2,-1,2,41);

inverse(A) ;

B:-matrix(3,3,[-7,8,-1,8,-16,8,-1,8,-71);

il:=multiply(inverse(A),alpha*B) ;

1 7
-—o 4o —-To
]
= -2 o
7 13
- 4o - —a
3 3
w:=matrix{(3,3,[1,0,0,0,1,0,0,0,1]);
1 00
w=|0 1 0
0o o1
wynik:=matadd{w,il) ;
13 7
l-—ao 4 --a
5 5
wynik = o 1-2a o
7 13
-—a 4 1-—uo
5 5

eigenvalues (wynik) ;

)
L—ga+L—6a+1




10Ddt |
| 2
\ 1 9

1 =

- A:-matrix(3,3,[4,2,-1,2,16,2,-1,2,4]1);

- inverse(i) ;

- B:—matrix(3,3,[-7,8,-1,8,-16,8,-1,8,-71);

= il:=multiply(inverse(h),alpha*B}

= w:=matrix{(3,3,[1,0,0,0,1,0,0,0,17);

= wynik:=matadd(w,il) ;

- eigenvalues (wynik) ;

—
(]

8 —16 8 u

[ e R
—
[l )
[ —
1

[ I R % [oe
<D|»—‘C>|W<D|»—‘

=

)
1,—goa+1,—605+1

a=10Ddt/h?

-1<1-6/5a. <1
-1 <1-60<1

o<5/3
a<1/3

10Ddt/h?< 1/3

dt <h?/30D

dt <4dx?/30D

mamy: dt <.1333 dx?/D




CN: szansa na schemat bez ograniczenia na krok czasowy

Schemat Cranka Nicholsona dla rownania dyfuzji z elementami kwadratowymi

ou o
ou _ o Ou
ot Ox?
u(t +dt) —u(t) Dl O%u(x,t) N O%u(x,t + dt)
df a 2 ()12 ()12
dt O%u(x,t + dt dt 0%u(x,t
u(t + dpy — plulet v dt) gy pdtduled)
2 02 2 Ox?
. _ | Ddt o | , | Ddt = |
Z_ (( Pies 05) = —5 (P ¢ _)) w;(t 4 dt) = Z ((f.-"')m*); )+ 5 (dx, @7 ) u;j(t)

Analiza stabilnosci dla pojedynczego elementu:



CN:

. Ddt , Ddt =~ L
Z (t@m ¢;) — —5— (P, @?)) u;(t +dt) = Z ((@kﬂ @) + ; (P%- (;);-")> u; (1)

elementy macierzowe znamy z analizy jawnego Eulera:

D (rd)uy(t+dt) =D ((dn. &) + Ddt (bx, &) uy(t)

J J

4 2 -1 4 2 -1 -7 8 1
f 2 16 2 |u:= d 2 16 2 +‘Dd’7f 8 —16 & u
30 130 3h N -

-1 2 4 ~1 2 4 -1 8 7




. Ddt , t t
Z (O, &5) — ?(@ﬁ:: Oj:) u;(t +dt) = Z (Pr. @) + T( Dk (.—"1);'!) u;(t)

|'|I

J b
A B
* . B LA IV TIALL LA L3 o0, [ oL T L L L T s ] ),
Analiza Ironsa: P
: B
A=—;g[2 16 ]
3017 2 4
B:=1/3/h*matrix(3,3,[-7,8,-1,8,-16,8,-1,8,-71);
708 -1
g -16 8
1Lkl 8 7
3 k
Al:=A-D*dt /2%B ;
78 -1
Das| 8 -16 8
1[4 2 -1y 1 8 7
AI=£}9 2 16 o p
124
A2 :—A+D*dt /2%B ;
78 A
Dde| 8 16 8
T R 18 7
A2=£}s z 16 2+g .
1 2 4
C:=multiplyv{(inverse(Al) RAZ?);
eigenvalues(C) ;
2 2
. A Dk & 0di—k
H 2? 2

S00de+h AT+ 6Ddt

wszystkie ww nie wigksze od 1: CN jest bezwarunkowo stabilny
nie ma ograniczenia na krok czasowy!



120 — CN- dt=dx**2*4(0

. 10 pierwszych iteracji

0.80 —

0.40 —

0.00 — ==

-0.40
| | | | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

CN: pozwoli na rachunki rowniez dla lokalnie drobnej siatki
bo rozmiar elementow nie naktada ograniczenia
na stabilnos¢ metody ES



roOwnanie dynamiczne (falowe)

OPu  u

o2 Qa2

O*u  u(t+dt) 4+ u(t — dt) — 2u(t)
otz dt?

2

50
’U-(t -+ df) = dfza—z —+ 2’(1.(75) — ’U-(t — dt) schemat Verleta
X



rownanie dynamiczne (falowe)

PPu  Qu
o2 Ox2
Q*u u(t +dt) +u(t — dt) — 2u(t)
ot2 dt?
82
( -+ df) = dfza— -+ QU( ) — "U,(t — dt) schemat Verleta
’5
u(t) = c;(t)o;(x)
J

Zq t4 dt)o;( ZCJ (dt*¢! () + 20, Zq t—dt)o,(

Z(Cb; Oj)c;(t+dt) = Z (dl‘,g((bk, (jﬁ?) + 2( oy, (gﬁj)) c;(t) — Z((D‘L bi)e;(t — dt)

N ] ]

Schemat jest dwukrokowy jak w MRS



Aplikacja: struna z zamocowanymi na sztywno koncami

Liniowe funkcje ksztattu

predkos¢ poczatkowa 0

27 weztow

1.20 —
i potem 080 =
080 — o N e > _
0.40 —
AR\ A ‘ |
AL EARARERSS 000 L S e\
i N N N
1 il o D 1
QMR QOO0 I\ n
i i il W
~ 8 KOO i
0.00 240 \\\@%@ \ W
-0.40 | | | p-80 | | | |
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 000 1.00 2.00 3.00 4.00

wyniki dla dt=dx/2 Uwaga dla dt=dx (krok CFL) niestabilnos¢ (a Verlet w MRS byt stabilny !)

niestabilno$¢ nawet dla 300 elementow



e/ 27 weztow

MES

funkcje liniowe
nie trzyma ksztattu
1 nieokresowy

dt=dx/2

MRS

podobne btedy
ale nieco lepie;!

1.1

|

|

K =

N
D\
2

1.1
1

0.9
0.8
0.7
0.6

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

15 -04
-0.5

-0.6

25— -
Q \/ o 0.5 0.4
| 0.4 0.3
; \ / 0.3 0.2
~Q e 0.2 0.1
2- - 0.1 0
‘ 0 -0.1
A 0.1 0.2
| ‘ 0.2 -0.3
& | -0.3
| |

-0.4
-0.5
-0.6
-0.7
-0.8
-0.9
-1

-1.1

-0.7
-0.8
-0.9
-1

-1.1

| V<
N

-_—

G

o

0.5

Verlet w MES sprawdza sie gor%ej nizw MRS ®



4
dt=dx/2
A\ MES, 250 weztow
L& S
\/ 1.1
1
3 B 0.9
0.8
0.7
0.6
2.5+ — 0.5
0.4
0.3
0.2
- 0.1
0
-0.1
'02 . ) . ° ° .
o MES jest przynajmniej zbiezny
1.5+ j, 04
-0.6
-0.7
14 - -0.8
-0.9
-1
A 1.1
0.5+ § 2 —

0 0.5 1



Czy musi byc¢ tak zle?
Analiza stabilnosci dla metod dwukrokowych, rownanie falowe, liniowe funkcje ksztattu.

D (b))t +dt) =Y (AP (0. &) + 20w, d5)) ¢ (8) = D (s dy)es(t — di)

J J J

rownanie dla pojedynczego elementu (funkcje liniowe)

h h -1 1 Lo h h h

: ) 2 / / 35 6 3

PO la(t4dt) = a2 u(t) — u(t — dt)
hoh 11 ko h ho b

b3 h h 3 )




Czy musi byc¢ tak zle?
Analiza stabilnosci dla metod dwukrokowych, rownanie falowe, liniowe funkcje ksztattu.

D (b))t +dt) =Y (AP (0. &) + 20w, d5)) ¢ (8) = D (s dy)es(t — di)

J J J
rownanie dla pojedynczego elementu (funkcje liniowe)

-1 1

u(t+dt):= [ae | " " | +2
11
h h

u(t) — u(t — dt)

wlz= ol
o> ol
o~
gl
]

wg tego co wiemy, powinniSmy skonstruowac macierz iteracji
u:=Au

dla metod jednokrokowych nie byto problemu

jak skonstruowac¢ macierz A teraz?

nawet jesli si¢ da, tatwiej jest problem ominac

wektory wlasne macierzy A = baza w przestrzeni wektorow 2D
Kazdy z wektorow da sie przedstawi¢ jako kombinacj¢ liniowa wektorow
wlasnych

wynik dzialania A na u: AuU=Au




czyli: wystarczy jesli zbadamy u(t)=Au(t-dt)

u(t+dt)=A7 u(t-dt)

-1 1 I hob
4 i' u(t +dt) == |dt? '; *‘11 +2 f u(t) — f f u(t — dt)
6 3 hoh 6 6 3

o=

= [ =
wlz oz

wlz



czyli:

wystarczy jesli zbadamy u(z)=Au(t-dt)

u(t+dt)=A7 u(t-dt)

/

b -1 1 L
(3 6)u(z‘+dz‘): {dz‘Q(h ’1)+2(3
h h 1 =1 h

6 3 h h 6

dojdziemy do jednorodnego URL

hoh = hoh
3 6 )\ZU(IL_CH) — dle h h + 2 3 6
hoh 1 -1 hoh
h h 6 3

~
o~

wlz

o

Au(t—dt)—

wlz

~
)

u(t — dt)

u(t—dt)



-~

o=

\ [

) Nu(t—dt) = {dz& K ) +2 ( :,

jednorodny uktad rownan

Bu(t-dt)=0

wlz

—1
h

o=

T Wl
o
\______/
N
p
]
=
|
)
.
|
o
wl=
= o
¥
]
—~
|
)
=t

wls o
oz wis

1
h
-1
h

wl=
=

h MNt? 2)\h h
B11:B22:)\23 | . |

zeby UR miatl rozwiazanie inne poza u=0 trzeba aby det(B)=0.
warunek zerowania wyznacznika da nam wartosci wlasne macierzy iteracji



det B=0
B,By,-B,B,,=0

h \Ndt*  2\h h
B — B Oy — A 2 I I
1 22 3 h 3 3

5 h A Ahh

6 h 3 6

wezmy minus : wyraz z df’ ulegnie skroceniu, przemnozymy obustronnie przez 6 i

IN’h — ANh +2h = —N°h +2\h — h
/
3M\2h — 6Ah +3h =0

3R 204+ 1) =0 el



\dt2 2\h  h

3 h 3

B;=+ By,
przemnozymy obustronnie przez 64

INZL2 4 GAL — AN + 282 = A2R2 — di126. A 20R2 + 12
N2 h2 £ 120dE2 — 20\h% + h? = 0

A = (12dt* — 2h*)? — 4h* = 12%dt* — 48h*dt* = 16(9dt* — 3h*dt?)

2h? — 12dt? 4+ 4/ 9dt* — 3h2dt?
2h?

A:




2h? — 12dt? + 4/ 9dt* — 3h2dt2
2h?

wartos¢ pod pierwiastkiem: czy jesteSmy powyzej czy ponizej zera?

\ =




2h? — 12dt? + 4/ 9dt* — 3h2dt2
2h?

wartos¢ pod pierwiastkiem: czy jesteSmy powyzej czy ponizej zera.
z rachunkoéw numerycznych dostaliSmy stabilne wyniki dla dt=h/2
wtedy 9h*/16-12 h*/16 <0,
gdy dt bedzie nizej pod pierwiastkiem sta¢ bedzie wartos¢ bardziej ujemna

\ =




2h? — 12dt? + 4/ 9dt* — 3h2dt2
2h?

wartos¢ pod pierwiastkiem: czy jesteSmy powyzej czy ponizej zera.
z rachunkoéw numerycznych dostaliSmy stabilne wyniki dla dt=h/2
wtedy 9h*/16-12 h*/16 <0,
gdy dt bedzie nizej pod pierwiastkiem sta¢ bedzie wartos¢ bardziej ujemna

\ =

dla stabilnosci

pierwiastek jest urojony, wtedy modut |A|? wystarczy

(12417 + 20)° + 16(94r" — 3dP7)
4h4 -

144 di*-48dPP W2+ 144dH-48dh2<)  — 3dt<h* ——  dt <h/sqrt(3)=0.577 h

dostaliSmy graniczng wartos¢ dt, dla ktorej delta rownania kwadratowego=0,
dla wiekszych dt — pierwiastek z delta rzeczywisty, jedna z wartosci
wlasnych staje si¢ wigksza, a druga mniejsza od jedynki



Verlet w MES liniowe funkcje ksztaltu
krytyczny dla stabilnosci krok czasowy

1.00 —

N dt=dx/sqrt(3)
0.80 —

pierwsze iles iteracji

0.60 —

- vwowva'/'ii/ \\\\‘\“'*w*'«vfw 2

i ' ITTRTSETIN
W L
""‘&:’:’W NN
o




Verlet w MES liniowe funkcje ksztaltu
krok czasowy ciut powyzej krytycznego

4.00 —

dx/sqrt(3)*1.1

dt=

|
o
S
N

-2.00

niestabilnos¢

-4.00

1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00



dla rownania falowego
Verlet w MES z funkcjami linowymi stabilny dla cdt < dx/sqrt(3)
podczas gdy Verlet w MRS cdt < dx

czy pomoga lepsze funkcje ksztattu?



MES, réwnanie falowe

kwadratowe funkcje ksztaltu, sktadanie macierzy ¢,=&E-1)/2

Element 1 $r=~(c-1)(c 1)
Element 2 ¢3: é:(é _|_])/2

1=LG(1,1)  2=LG(1,2) 3=LG(1,3)=LG(2,1) 4=LG(2,2)  5=LG(2,3)

struna podzielona na elementy, zbudowana tablica nadajaca numer globalny
dla danego numeru elementu 1 numeru wezta

D ()it +dt) = (dt* (. ¢)) + 2. 05)) () = D (s )5 (t —

J J J

o"v

do rozwiazania bedzie to samo rOwnanie

macierze wygodniej juz sktadac, tak jak w problemach niezaleznych
od czasu
x(m+1)-x(m-1) . (7 8
" 4 2 -1 1
h..m e A AT
()m — ma AP = , : . : B o= (y , (y -
(9", ") 50 | 2 1602 = (07" (0])") 3
12 4 \ -1 8

globalne macierze sktadane podobnie jak w metodzie niezaleznej od czasu

dt)

1)

§ —16 &

_7)



Analiza Ironsa dla kwadratowych fk: rowniez

27 weztow (13 elementow) dt=dx/2 dx/sqrt(3) na krok krytyczny

(wciaz niestabilne dla dt=dx)

 liniowe
: dt=dx/2

1.1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

» Nieco doktadniej
niz dla fcji liniowyeh

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7
-0.8
-0.9

-1.1




stab1lnos¢ a nierownomierna (zaadaptowana) siatka



1.00 v . 101 weztow

FEM ze schematem Verleta dt=dx/sqrt(3)
1 kwadratowymi FK

120 —

- pierwsze 2 iteracje

0.80 —

0.40 —

0.00

| | 7
20.00 40.00 e b e em ek s
numer wezta

6.00 —

trzecia

W srodku pudta 4 elementy
o dlugosci dx/4 200

-2.00
\ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



101 weztow

|
40.00

|
20.00
numer wezta

4.00 —
3.00 —

2.00 —

piata

100 — /\
0.00
T ! T ! T ! T ! T ! I
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

pierwsze 3

0.20 —

0.00
\ \ \ \ \ |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

1.20 —

czwarta

0.80 —

0.40 —

R B e L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



FEM ze schematem Verleta i kwadratowymi FK

101 weztow

dt:dX/4/Sqrt(3) 120 — dt:dX/4/Sqrt(3)* 1.1

1.00 —

0.80 —

0.80 —

0.60 —

0.40 —
0.40 —

0.20 —

00— 7 1 T [ T T T ]

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Twierdzenie Ironsa: odczytane ponownie = o stabilnosci decyduje najmniejszy z elementow
ustawia dt czytaj: sztywnosc

najmniejszy element (minimalny h) narzucaja na dt
najsilniejsze: ograniczenie dt<dx/4/sqrt(3) [tw. [ronsa]



1.20

0.80

0.40

0.00

-0.40

roOwnanie falowe:
3 elementy z kwadratowymi FK:
struna zachowuje si¢ tak jakby istotnie
byta podzielona na fizyczne elementy:
Wyraznie wida¢ punkty taczenia.

2

0.00

0.20 0.40 0.60 0.80

1.00



w MES | bezwladnos$¢” posiadaja elementy na catej ich dtugosci
w MRS bezwtadnos¢ sprowadzona jest do punktéw (weztdw)

Technika (manipulacja) mass lumping (lump=brykiet) = masa (bezwladnos¢) elementu
sprowadzona do weziow



w MES | bezwladnos$¢” posiadaja elementy na catej ich dtugosci
w MRS bezwtadnos¢ sprowadzona jest do punktéw (weztdw)

Technika (manipulacja) mass lumping (lump=brykiet) = masa (bezwladnos¢) elementu
sprowadzona do weziow

technika upodabniajaca MES do MRS w celu

zwigkszenia dopuszczalnego kroku czasowego
w macierzy masy O (¢,,¢,) na diagonali wstawiamy sumeg
elementow z danego wiersza, resztg¢ zerujemy

dla elementow o rownej dtugosci 1 liniowych funkcjach
ksztaltu MES + mass lumping = MRS



w MES | bezwladnos$¢” posiadaja elementy na catej ich dtugosci
w MRS bezwtadnos¢ sprowadzona jest do punktéw (weztdw)

Technika (manipulacja) mass lumping (lump=brykiet) = masa (bezwladnos¢) elementu
sprowadzona do weziow

technika upodabniajaca MES do MRS w celu

zwigkszenia dopuszczalnego kroku czasowego
w macierzy masy O (¢,,¢,) na diagonali wstawiamy sumeg
elementow z danego wiersza, resztg¢ zerujemy

dla elementow o rownej dtugosci 1 liniowych funkcjach
ksztaltu MES + mass lumping = MRS

rownanie falowe.

D (b bt +dt) = (A (g, &) + 20n, 05)) ¢5(E) = D (s )5t — dlt)

] J 7

dla pojedynczego elementu:

hh R (=t hh hoh
PO atdt)y = (a0 42 S ut) = P ° | u(t - df)
h h 1 -1 h h h h
6 3 h h 6 3 6 3



D (drs dy)ei(t+dt) = (d*(on, &) + 2w, 03)) ¢5(E) = D (g, b3)e;(t — dlt)

9 7 1
g J J

dla pojedynczego elementu:

h h -1 1 h h h ok

36 2 5 3 6 36 ,
P S a4 dil) = |dt L IR u(t)—{ * % |ult—d
hoh 11 ho b h h

G 3 hoh 6 3 6 3

po ztozeniu (4 elementy):
(1 0)
1

0
M:=—=1|0

—_—
j—
—_—
—

e N
p—
S—

_—
L

Y
[T L SV TS

p—
e—
—
[—
rS ol

~
—_ ’
-~
—_—
—
—_—
—
b=
L] L



D (drs dy)ei(t+dt) = (d*(on, &) + 2w, 03)) ¢5(E) = D (g, b3)e;(t — dlt)

9 7 1
g J J

dla pojedynczego elementu:

hoh L 1 hh Lok
f E’ u(t +dt) = |di? T’ h_] + 2 f f’ u(l) — f i) u(l —dt)
6 3 nh 6 3 6 3

po ztozeniy (4 elementy):
(10000)

(112000) 01000
22200 ' ' Y
NEEEA po zbrykietowaniu masy: M=hloo100
M:=2103230
'- o 00010
00323
00011/ \ 0000 1)



D (drs dy)ei(t+dt) = (d*(on, &) + 2w, 03)) ¢5(E) = D (g, b3)e;(t — dlt)

) u(l —dt)

(10000)

dla pojedynczego elementu:

ey h o n
u(t +dt) = |dt* T _h_] + 2 ;5; j: u(l) — ;
h h 6 3 6

po ztozeniu (4 elementy):

p—xlr
ml_‘;—-

J 3

= wl=

ol
ol

(15000) 01000
12100 i i - -
NS po zbrykietowaniu masy: Me=nrloo1o0o0
M:=2103230
" - - 00010
00323
\ 00011 \0000 1)

dla weztow (poza brzegowymi):
hey(t+dt)=de [-2/h )+ 1/h ¢, () +1/h ¢, ()] +2h cy(t)-he,(t-dt)
[ ey(t+dt)-2c,(t)+c(t-dt) ] /dt 2=1/h [-2/h c () +1/h ¢, (O)+1/h ¢, (1))



D (b d)ei(t+dt) = (d* (¢, &) + 20n, 95)) ¢i(t) = D> (b, &)yt — dlt)
dla pojedynczego elementu:

hon Ew h o 5o
’: :’ u(t +dt) = |dt* T h_] + 2 f j’ u(l) — f i’ u(t —dt)
6 3 h h 6 3 6 3

po ztozeniu (4 elementy):
(10000)

(15000) 01000
L aoLlygo ' ' : Y
NS po zbrykietowaniu masy: Me=nrloo1o0o0
M:=2103230
" - - 00010
00323
\ 00011 \0000 1)

dla wezioéw (poza brzegowymi):

h e (t+dt)=dE [-2/h e )+ 1/h ¢, ()+1/h o (8] +2h cyt)-he,(t-dt)

[ et+dn-2c () +c (t-dy) ] /At 2=1/h [-2/h c )+ 1/h ¢, () 1/h ¢, (8)]
C ”tt:C ”xx w MRS (Verlet) z centralnymi ilorazami roznicowymi
z ograniczeniem na krok czasowy jak dla MRS - Verleta



Dziatanie przeciwne do brykietowania masy:
Uciaglenie pochodnej na granicy elementow

3 elementy:
120 — J

struna zachowuje si¢ tak jakby istotnie

byta podzielona na fizyczne elementy:

Wyraznie wida¢ punkty taczenia: warto zainwestowac

w funkcje ksztaltu Hermita

2

0.80

0.40

0.00

-0.40 |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



rownanie falowe

Z(@k, Q;)ei(t + dt) = Z (dt* (G, ) + 2(0n. 05)) ¢;(t) — Z(@ka 0;)e;(t — dt)

J J J

| 1 3 1 ,. m
@?—5—154‘153 @}:I(1—5—52+£3)
o 1 3 1, I
D=3 15_15 ¢%:I(_1_£+52+53)




—18 -3 Jm_ 18 -3 ']m
L | =3Jn —8J% 3J, 2J3

30, | 18  3.J, —18 3J, (0, 0")
—3.J,, 2J> 3J, -8J2

m m

m

/ \

(78 9220, 27J, —13J,
T | 220, 8J% 13J, —6J?
Y105 27 13J., 78  —22J.

m )

\
33
)

K—lgjm _()ng —27?]”1 8:]2



drgania ztozonej z 3 elementow struny
dla r6znych funkcji sztaltu (zdjecia z kolejnych chwil czasowych)

3 elemementy, struna
funkcje Lagrange

3 elementy, struna, funkcje Hermitea

1.20 —
0.60 —

0.80 —

0.40 —

0.00

020 | | | | | 040 | | | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00



drgania zlozonej z 3 elementow struny
dla r6znych funkcji sztattu (zdj¢cia z kolejnych chwil czasowych)

3 elementy kubiczne sklejki Hermitea

w rozwiazaniu doktadnym granica: niebieskie / czerwone jest jak nozem uciat
--------- a tu: nie

2@ @8 ‘a8 A eY4

KIERK

: Lo Lot e Lol
5 6 7 8

3 4
elementy kwadratowe funkcje
ksztaltu Lagrange’a

Ten sam krok czasowy, tyle samo parametrow we¢ztowych



27 weztow (13 elementow) dt=dx/2

] ., : : _ '
ALE:Hermit: stabilny dopiero dla dt=dx/4! (weiaz niestabilne dla dt=dx)

13 elementow, 28 parametréw weztowych

tutaj dx 2 razy wieksze niz obok liniowe
kwadratowe Lagrangea

(przy tych samym
rozktadzie weziow)

1




Wiedza jaka nabyliSmy do tej pory na podstawie rachunkow dla
rownania adwekcji, dyfuzji 1 falowego:

MES zalezne od czasu buduje si¢ na podstawie schematow dla MRS.

Schematy jawne MRS generuja schematy MES, ktore nie dziataja jak podstawienie.
Ponadto: uzyskane schematy sg stabilne z
ostrzejszym ograniczeniem na krok czasowy niz w MRS.

Ograniczenie na krok czasowy dane przez krok przestrzenny jest bardzo
zta informacje dla MES bo nie pozwala na efektywne rachunki przy
zoptymalizowanej (lokalnie zaggszczonej) siatce.

Budowa schematow MES na jawnych MRS nie ma sensu.
Bazowac¢ nalezy na niejawnych schematach MRS, ktore przeniesione
do MES dziatajq bez ograniczenia na krok czasowy.



Odpowiednik CN dla rownania falowego:
schemat Newmarka

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt)+d’[ Pa(t+dt)+(1/2-2 S+ y)a(t) +(-y++1/2)a(t-dt)]

.0 — parametry metody a : przyspieszenie
dla falowego.
Verlet »=1/2, =0 ograniczony a=c’u_ [c=1]
przez CFL cdt<dx

w MRS widzielismy, ze
Newmark z y=1/2 1 /=1/4 — stabilny dla
dowolnego dt.

[Pami¢tamy, ze dla Newmarka: im mniejsze
beta tym lepiej: beta wprowadzato sztuczna
dyssypacje (przydatng bo stabilizujaca
schemat)]




101 weztow MRS

poza CFL: dt > cdx

OO0
FIOOCO000



MES, réwnanie falowe, schemat Newmarka

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt)+dr’[ Pa(t+dt)+(1/2-2 f+y)a(t) +(-y+ S+1/2a(t-dt)]

Verlet = stabilnos¢ MES dla cdt<dx/sqrt(3)
pytanie: Jak duze beta, zeby FEM byt stabilny dla cdt=dx ?
v=1/2 (fiksujemy)

u(t+dt)=2u(t) -u(t-dt)+de2[ Ba(t+de)+(1-2 fa(t)+ Ba(t-dt)]

u(t+dr)-dr’ fa(t+dt) =2u(t) -u(t-dt)+de’[(1-2f)a(t)+ Pa(t-dt)]

a(x,t)=c? u, (x,t)

S ((dr b5) — ALB(x. &) ws(t + dt) =

J

> (2Ak. ) + AP (1 = 203) (dn. ) u (1) + Z (On, &) + dt* B, &) us(t — dt)

j

dla jednego elementu, z u = wektorem wlasnym macierzy iteracji u(t+dt)=Au(t-dt),
u(t)=Au(t-dt)




Or. ¢7) — At* Bldw. &) wy(t + dit) =
J 17, J

J

Z (2(dn, ;) + dt*(1 — 23) (¢, () ) u;(t) + Z (O, ;) + dt*B( D, & )) u;(t — dt)

J

(A — dt*3B)N°u = MN2A + dt*(1 — 28)B)u+ (—A + dt*3B)u

liniowe funkcje ksztattu:

h h -1 1
A 3 6 B= h h

h h 1 =1

6 3 h h

weZmy cdt=h  (przypominamy, ze c=1)



(A — dt?BB) N u = N2A+dt*(1 — 28)B)u+ (—A + dt*BB)u

= C:=lambda**2*matadd (A, -beta*h**2*B) ;

1 1
Shthp —h-hp
o= {3 6 ]

1 1
—h—h —hth
[ P 3 P

> DD:=lambda*matadd(2*A, h**2*(1-2%*beta)*B) ;

%k—k(l—26) %k+k(l—26)
DD =1

1 2
ShHR(1-28) Th-h(1-26)

» EE:=matadd(-A h**2*(beta)*B) ;

1 1
——h-hp ——h+hp
EE{ 3 6 ]

1 1
-—h+h —--h-#k
3 P 3 P

> W:=matadd(C,-DD) ;

A ThFEB| A ThE-RII 2B AT | ThE-RPB|-A|TEFEL-2B)
W 3 3 6 3
1520 1 _ 21 Y ET
A [6k—k6]—l[3k+k(l 2[3)] A [3k+k[3] ?L[Bk Bl 2[3)]
> WW:=matadd (W, -EE) ;
AT ThYRP|-AChR-R(1I-2B) |4kt RP N | Th-RP|-A|ChRYR(I-2B)|+TRh-RP
3 3 3 6 3 6
W= 1 2 1
lz[gk—kB]—l[—k+k(l—26)]+—k—k6 A [—k kﬁ]—l[gk—k(l—26)]+§k+kﬁ

= det(");

1 3 2 2 1
k2ﬁ+6l2k2ﬁ—4lk2ﬁ—4l3k25+l4k2ﬁ+Egk2—5l2k2+§lk2+§l3k2+55l4k2

» golve (™, lamhda)

0o 24p-10+44/-36 p+6 124p-10-4+/-36p+6

1
1,1,- :
2 12p+1 2 12p+1

8.00

modutly 2 pierwiastkow, staja si¢ rowne 1 dla 3 > 1/6=.16666
mamy odpowiedz: aby Newmark z MES
jest stabilny dla cdt=dx, jesli >1/6

4.00

2.00

0.00 T T T T T T T ]

udalo nam si¢ dogoni¢ Verleta w MRS

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40



MRS, dt=dx, Verlet MES, dt=dx, kwadratowe fk =0.25

L0




wydluzmy krok czasowy dt=2dx, Newmark w MRS 1 MES
MES (kwadratowe fk)

czn

B=.5
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B=2
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FEM ze schematem Newmarka 1 kwadratowymi FK

dt=dx, p=0.25 101 weztow
7aatnaniiranie crhemats N asiron ael-a
£.a>5L0Ud>LVUWAIlLIC dUILICIIIAlU INCWIlldl Kad 1.00~
o dla MES przy nieréwnej siatce 0.801-
. . 0.60-
1 Newmark ratuje sytuacje MES: x | s
-1
mozna dobra¢ takie B aby O
- uzyskac schemat stabilny dla 0-201
kazdego kroku czasowego 0.00% o 4000

numer weza

3.5

przekroczyliSmy ograniczenie Verleta dt<dx/4/sqrt(3)
=  siedmiokrotnie

2.5

Whniosek:
o MES pozwala na adaptacjg siatki,
ktora niemozliwa (trudna) w MRS
Tw. Ironsa: o stabilnosci decyduje najdrobniejszy element.
[problem podobny do sztywnosci]

Wyjscie: MES zalezne od czasu tylko

ze schematami, ktore w MRS sa niejawne

1 pozwalaja na dowolny krok czasowy
(Jawne nie sa mniej ztozone, a gorsze)

1.5

Lo

N




