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1 Wstep

Przy uzyciu metody elementéw skoniczonych znajdziemy rozwiazania rézniczkowego operatora energii oscylatora

harmonicznego (problem wiasny):
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Znane sa jego rozwiazania analityczne tj. wartosci wlasne energii B, = p + % oraz wektory wilasne u,(z) =
H,(z)exp(—2?/2), gdzie: x € (—00,00), p=0,1,2,..., a H,(x) sa wielomianami Hermite’a.
Rozwiazanie przyblizone w bazie (dajemy 3 funkcje bazowe / ksztaltu na jeden element) ma postaé
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gdzie: m indeksuje elementy, 7 to indeksy funkcji bazowych w elemencie oraz N = 2M +1 (liczba funkcji/weztéw).
Relacja pomiedzy indeksem globalnym p (wezla/funkeji bazowej) a jego koordynatami lokalnymi (w elemencie
m-tym) jest nastepujaca:
p=2-m+(i-2), m=12,...,M, i=123 (3)
Rozwiazan bedziemy poszukiwaé w ograniczonym zakresie x € [A, B]. w tym celu wprowadzamy siatke
weztéw, ktorych polozenie okreslamy wedlug wzoru:
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gdzie: parametry « i &4, decyduja o rozlozeniu wezléw na osi z, a funkcja sign(x) okresla znak argumentu z.
Jako lewy i prawy kraniec w obliczeniach przyjmiemy: A = z; oraz B = xy. Zastosowanie metody Galerkina
pozwala problem rézniczkowy (1) zapisaé w postaci algebraicznej

Sc, = E,0c¢, (5)

gdzie: ¢, jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej E,, S jest globalna macierza sztywnosci,
a O jest macierzg calek przekrywania. Elementy macierzy sztywnosci S, oraz O, 4 [indeksy globalne (p,q)
wyznaczamy wedlug wzoru (3)] liczymy w przestrzeni referencyjnej
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gdzie: J,, = (T2m4+1 — Tam—1)/2 jest jakobianem, zalezno$é z(€) ma postaé
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a funkcje ksztalu zdefiniowane sg nastepujaco
01(§) = &E-1)/2 (9)
() = —(E+1E-1) (10)
P3(§) = &(E+1)/2 (11)



Ostatecznie aby rozwiagza¢ problem zdefiniowany réwnaniem (1) nalezy rozwiazaé¢ uogdélniony problem wilasny
dany wzorem (5).

2 Zadania do wykonania
W obliczeniach przyjaé Tpmee = 6 (wzér 4).

1. Zaprogramowaé obliczanie elementéw macierzowych S, , oraz O, ,. Catkowanie wykonaé numerycznie
stosujac kwadrature Gaussa-Legendre’a (liczba weztéw kwadratury > 4, pod calks mamy maksymalnie
wielomian 6 stopnia). Pochodne réwniez nalezy obliczy¢ numerycznie z krokiem A& = 0.001. W obu przy-
padkach mozna wykorzystac¢ fragmenty kodu z poprzednich zaje¢. Macierze S i O powinny by¢ symetryczne
- operator rézniczkowy jest samosprzezony.

2. Dla M = 5 rozwiaza¢ uogdlniony problem wlasny (wzér 5) dla « € [0.4,2] z krokiem A« = 0.05. Nalezy
sporzadzié¢: (i) rysunek zawierajacy wykresy E, = f(«) (zmiany kolejnych wartosci wlasnych w funkcji
parametru o - 50 pkt.) oraz (ii) rysunek pokazujacy funkcje u,(z) dla o = 1.4. Przyjaé¢ p = 1,2,3,4,5.
(30 pkt.)

3. Powtdrzy¢ obliczenia z punktu 2 dla M = 10, 30. (20 pkt.)

3 Uwagi

1. Obliczenia prosze prowadzi¢ w podéwjnej precyzji, uzywajac np. procedur diagonalizacyjnych z GSL-a lub
LAPACK-a.

2. Macierze S oraz O sa symetryczne o elementach rzeczywistych (co jest istotne przy wyborze procedury
diagonalizacyjnej).

3. Wykresy prosze umiesci¢é w jednym pliku graficznym (np. otoczenie multiplot w Gnuplocie) - latwiej
bedzie je porownywac.

4. Proces wyznaczania niezerowych elementéw macierzy S i O mozna zautomatyzowaé nastepujaco (p,q =

1,2,3,...,N):

for (m=1;m<=M;m++){
for(i=1;i<=3;i++){

for(j=1;j<=3;j++){
p=2m+(i-2);
g=2m+(j-2);
xa=x_{2m-1};
xb=x_{2m+1};
Jm=(xb-xa)/2;
S_pgt=...... ;
O_pgt+=...... ;

¥
5. Rysowanie rozwiazan u,(x):

ustalamy: p
for (x=x_1;x<=x_N;x+=dx){
for(m=1;m<=M;m++){
xa=x_{2m-1};
xb=x_{2m+1};
Jm=(xb-xa)/2;
if (xa<=x && x<xb){ //sprawdzamy w ktorym elemencie jestesmy
u=0.;
for(i=1;i<=3;i++){
k=2m+(i-2);



xi=(x-xa/2-xb/2)/Jm;
u=u+c_{k,prfi(i,xi);
}

zapis: x,u



