Metoda elementoéw skonczonych w 2D, elementy
trojkatne, liniowe funkcje ksztattu. *
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Problem modelowy

Zajmiemy sie rozwigzaniem réwnania Poissona w dwoch wymiarach na poten-
cjal elektrostatyczny u(z,y), pochodzacy od pewnego rozktadu tadunku p(z,y)

7v2u(x7y) :p(xvy)a (1)

z warunkami brzegowymi na znikanie potencjatu na brzegach pudta, rozktad
tadunku przyjmiemy w postaci:

1
p(x,y) = exp (—2(w2 + y2)> : (2)
Pracujemy na pudle obliczeniowym o boku réwnym L = 10, pudlo obliczeniowe
prosze umiesci¢ na §rodku uktadu wspoétrzednych, wtedy zakresy wspotrzednych
to © € [-5,5] oraz y € [—5,5].
Metoda

Zadanie rozwiazemy przy pomocy metody elementéw skoniczonych. W meto-
dzie tej, rozwiazuje sie staba postac¢ rownania (1) dang przez:

/_55 /_55 Vu(z,y)Vw(z,y)dedy = /_55 /_55 w(zx,y)p(z,y)drdy. (3)

Wykorzystamy trojkatne elementy oraz liniowe funkcje ksztaltu. Etapy rozwig-
zania zadania:

1. Podzial obszaru na elementy - przestrzen fizyczna
Roéwnomiernie roztozy¢ N = 100 wezloéw. Sworzy¢ nastepnie siatke trojkatnych

elementéw. Siatka jest strukturyzowana, wystarczy polaczyé odpowiednie wezty
(patrz rys.1).
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Rysunek 1: Siatka trojkatnych elementéw. Do uzyskania w zadaniu 1.

Narysowacé siatke elementow -30pkt.
2. Przestrzen referencyjna - zdefiniowanie funkcji ksztaltu

Kazdy element w przestrzeni fizycznej mapujemy do przestrzeni referencyjnej
ktora jest trojkatem o wierzchotkach: (—1,—1), (1, —1), (-1, 1)(patrz rys. 2). Z
kazdym weztem w przestrzeni referencyjnej zwiazana jest jedna funkcja ksztaltu,
zgodnie ze wzorami:
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Mapowanie punktu z przestrzeni referencyjnej do przestrzeni fizycznej dane jest
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Rysunek 2: Element referencyjny, czerwone liczby to lokalna numeracja wezlow.

3. Macierz sztywno$ci pojedynczego elementu

Rozwiazanie rownania (3) w obrebie jednego elementu dane jest wzorem:

3
u(Gon) =D uéi(C,m). (8)
i=0
Dla kazdego elementu definiujemy lokalng macierz sztywnosci, dang przez:
Ejj = /l ( )Véf’i(x,y) -Vo,(x,y)dxdy. (9)
element(m

Calkowanie w przestrzeni fizycznej jest niewygodne z numerycznego punktu wi-
dzenia, dlatego catkowanie przeprowadza sie w przestrzeni referencyjnej (patrz.
wyktad), wtedy wyrazenie (9) zmieni sie na:

1op—¢
gy = [ [ e e VoG, ()

gdzie gradient dany jest teraz przez:
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natomiast jakobian przeksztalcenia:
Oxdy Oyox
" S e gy 12
TG = e~ g (12)

Pochodne (g—’é, %7 %7 g—Z) liczymy korzystajac ze wzoru (7), natomiast pochodne

odwrotne (%, %’ %, g—Z), korzystajac z zaleznosci:

x y _ n
9 o — 1m g ox . (13)



Majac odpowiednie wzory mozemy przeprowadzi¢ catkowanie, mozna to zrobié
analitycznie, ale wzory sa bardzo skomplikowane, o wiele lepiej skorzystaé z
kwadratury gaussa, wtedy wyrazenie na lokalna macierz sztywnosci dane jest
przez:

7
Ef = wpd™ (G i) (VG i) - V5 (Cro i) (14)
k=0
gdzie (j, M, wy to odpowiednio punkty i wagi 7 punktowej kwadratury gaussa
dla trojkata (patrz wyktad). Dla kazdego elementu obliczy¢ lokalne macierze
sztywnosci.
Wypisaé macierz sztywno$ci dla 4 dowolnych elementéw -30pkt.

3. Wektor obcigzen pojedynczego elementu

Podobnie jak w przypadku macierzy sztywnosci, wektor obciazen réwniez li-
czymy w przestrzeni referencyjnej:

1 ¢
ij=/_1/_1 J"(Cm) e (Cm)p(x(C,m), y(C,n))dCdn, (15)

korzystajac nastepnie z kwadratury gaussa, otrzymujemy:

7
F™ = 3 wp ™ (o) (65(Goom)p (G i), y(Geoe)) (16)

k=0

4. Sktadanie globalnej macierzy sztywnosci i globalnego wektora ob-
cigzen

Aby zlozy¢ macierz sztywnosci oraz wektor obciazen nalezy stworzy¢ funkcje
ktora zwroci numer globalny wezla na podstawie numeru elementu oraz lokal-
nego numeru wezla:

nr_globalny=nr(i,m),

wtedy skladanie macierzy sztywnosci przebiega zgodnie ze wzorem:

S(nr(i,m),nr(j,m)) = S(nr(i,m), nr(j,m)) + Ejj, (17)
natomiast sktadanie wektora obciazen:

F(nr(j,m)) = F(nr(j,m)) + F". (18)

5. Warunki brzegowe



Aby narzuci¢ warunki brzegowe stawiamy jedynke na diagonali i zerujemy po-
zostale elementy w wierszach odpowiadajacych brzegowi. W wektorze obciazeri
zerujemy odpowiedni element.

6. Rozwigzanie uktadu
Po zdefiniowaniu odpowiednich macierzy nalezy rozwiazaé¢ uktad na wspotczyn-

niki rozwiniecia (c):

Sc=F. (19)

Nastepnie narysowaé rozwigzanie w postaci mapy u(z,y) -40pkt.



