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Na laboratorium znajdziemy rozwiazanie réwnania falowego:
82
6—;; =Vu, u=u(z,y,t) (1)
z warunkami brzegowymi
r=25y=4£5—-u=0 (2)

stosujac MES2D z elementami trojkatnymi i liniowymi funkcjami ksztaltu. Obszar obliczeniowy stanowi kwadrat
z,y € [—5,5], w ktérym docelowa liczba weztéw w kierunku x i y wynosi n, = n, = 20 (uwaga: do celéw
testowych nalezy uzy¢ mniejszej liczby np. n, = n, = 10). W ten sposéb nasz ukltad bedzie imitowaé kwadratowa
membrane, ktérej brzeg ma ustalone potozenie w przestrzeni. Kolejnosé postepowania: najpierw wyznaczymy
stany wlasne membrany, z nich skonstruujemy warunek poczatkowy dla réwnania falowego, a rozwiazanie r.
falowego w czasie przy uzyciu MES2D znajdziemy stosujac metode Newmarka.

Rysunek 1: (Color online) Siatka z elementami trdjkatnymi.

1.1 Stany wlasne membrany

1.2 Metoda separacji zmiennych

Do wyznaczenia stanéw wlasnych membrany wykorzystamy metode separacji zmiennych. Zakladamy postac
rozwiazania: u(r,t) = R(r)T(t) 1 wstawiamy do réwnania falowego. Otrzymujemy réwnanie
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mamy sepracje zmiennych (lewa strona zalezy od t, a prawa wylacznie od r) - wiec obie strony musza by¢ réwne
statej. Interesuje nas zaleznosé¢ przestrzenna
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EVQR =—w? w>0 (5)
ktéra po zapisaniu w postaci
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okazuje si¢ by¢ rownaniem wtasnym. Jesli je rozwiazemy dostaniemy ciag warto$ci wlasnych, ktére sa kwadra-
tami czestosci wlasnych drgan {wq,ws, ...} odpowiadajacych modom {Ry, Ra,...}.

1.3 Problem wtasny w MES2D

Roéwnanie (6) rozwiazemy przy uzyciu MES - spos6b postepowania bedzie podobny jak dla réwnania Poissona.
Wprowadzamy funkcje ksztaltu w przestrzeni referencyjne;j:
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z odwzorowaniem liniowym przestrzeni referencyjnej na przestrzen rzeczywista:
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Z wierzcholtkiem Py(—1,—1) zwiazana jest funkcja ¢g, P1(1, —1) funkcja ¢1, a wierzchotkowi Py(—1,1) funkcja
¢2. Dla pojedynczego elementu trojkatnego o indeksie m definiujemy lokalna macierz sztywnosci o elementach
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oraz lokalna macierz calek przekrywania (prawa strona réwnania wlasnego)
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Gradient w przestrzeni referencyjnej
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Calkowanie wykonujemy stosujac siedmiopunktowa kwadrature Gaussa
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Uwzgledniajac odpowiednio$¢ pomiedzy numeracja lokalna (w elemencie tréjkatnym) i globalna weztéw (tablica
Ig)

lg(m,i) = nr_globalny (19)
Mozemy zlozy¢ globalng macierz sztywnosci
E(lg(m,i),lg(m, j)) = E (Ig(m,i),lg(m, j)) + E]; (20)
i globalna macierz calek przekrywania
O (lg(m,i),lg(m, 7)) = O (lg(m,i),lg(m, j)) + O;; (21)

1.3.1 Warunki brzegowe
WB uwzgledniamy nastepujaco. Dla kazdego wezta lezacego na brzegu:
e ustalamy indeks globalny p
e zerujemy wiersz i kolumne p w macierzach globalnych E i O
e na diagonali E dajemy F, , = 2000
e na diagonali O dajemy O, , =1

Uwaga: warunek F, ;, = 2000 powoduje iz w widmie wartosci wlasnych E pojawia si¢ mody o bardzo wysokich
wartosciach - ale gérna cze$¢ widma nas nie interesuje. Natomiast dla modéw z dolnej czesci widma, wychylenie
membrany na brzegu bedzie zerowe.

Teraz mozemy rozwiazaé¢ problem wlasny membrany (6) zapisany w postaci macierzowej

Eck = )\kOck (22)

gdzie: elementy wektora ¢, pozwola nam zapisaé¢ rozwiazanie dla k-tego modu membrany:

Niroj 2

Uk (.Z’, y) = Z Z Clg(m,i)(b;n(xv y) (23)
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1.4 Schemat Newmarka

Do rozwigzania réwnania falowego w dziedzinie czasu wykorzystamy schemat Newmarka. Posta¢ ogélna sche-
matu (gérny indeks to numer chwili czasowej, t,, = At - k) dla postaci funkeyjnej

. . At . .
yk+1 — yk + 7 (yk + yk+1) (24)
k+1 k ko, L =28 ok 2.1
Y = Yy + Al + TAt g 4+ BALY (25)
Po wprowadzeniu oznaczen
7* = o (predkosc) (26)
Oy = —FEy (przyspieszenie z row. falowego) (27)

mozemy zapisaé rozwiazanie w postaci macierzowej
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A
Ov*tl = Ovk — g(Eyk + Eyttl) (29)

Uwagal: wektory y* i v* to odpowiednio: wychylenie i predkoéé w weztach siatki.

Uwaga2: Réwnania (28) i (29) to uklady réwnan liniowych typu Az = b, ktére w kazdej iteracji nalezy rozwiazaé
tj. najpierw znalezé y*+1 a nastepnie v**!. Do mnozenia wektora przez macierz, dodawania wektoréw dobrze
jest wykorzystaé¢ np. biblioteke BLAS a do rozwigzywania ukladu réwnan mozna uzyé¢ LAPACKA. Przed roz-
poczeciem iteracji czasowej nalezy znalezé rozktady LLT macierzy A = O + BAt?E, oraz macierzy O i uzy¢ ich
pézniej do rozwiazania uktadu.



Zadania do wykonania

. Wygenerowaé siatke wezléw jak na rysunku (1) i dokonaé triangulacji. Ponumerowaé¢ wezly tak, aby
kolejnoéé¢ weztéw w trojkacie byta przeciwna do ruchu wskazéwek zegara. Mozna tu wykorzystaé czesé
kodu z projektu dla réwnania Poissona.

. Zbudowaé globalne macierze E i O wedlug przepisu podanego w podrozdziale (1.3), wprowadzi¢ warun-
ki brzegowe. Rozwiaza¢ uogélniony problem wlasny dany wzorem (22). Do pliku zapisaé¢ 10 najnizszych
wartosci wlasnych (powinny byé dodatnie). Sporzadzié kolorowe mapy 10 modéw odpowiadajacych naj-
nizszym wartosciom wlasnym. (60 pkt.)

. Unormowa¢ wektory ¢s i €3, liczac najpierw ich norme
llex|l = ef. Ocy (30)
a nastepnie dzielac wszystkie elementy wektora przez pierwiastek normy

llex]l — ex/V/llexll (31)

. Warunki poczatkowe. Nasze rozwigzanie zapiszemy w postaci kombinacji liniowej modéw wlasnych:
y(t) = cos(ws - t)ea + sin(ws - t)es (32)
(we 1 ws to pierwiastki z wartosci wlasnych).

e Wektor startowy y° = ¢» (drugi mod)
e Wektor startowy predkosci: v° = dy/0t|;—o = ws - €3 (trzeci mod)

. Zmalezé rozwiazania réwnania falowego stosujac iteracyjnie schemat Newmarka (wzory 28 1 29) w przedziale
czasu t € [0, Thnaz|, Tmaz = 27/wa. Przyjaé krok czasowy réwny At = Ty, /10%. Co 100 iteracji zapisaé
do pliku wartosci: 1) y*Oey, 2) y*Ocs, 3) y*Oy*, i 4) y* By*. Sporzadzi¢ wykresy tych wielkosci w funkcji
czasu. (20 pkt.)

. Wykonaé¢ mapy rozwiazania u(zx,y,t) (stosujac wzér 23) co T /4 (5 map) zastepujac wektor wspdlczyn-
nikéw ¢ we wzorze (23) wektorem y*. (20 pkt.)



