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Rysunek 1: a) Geometria uktadu z zaznaczonymi: elementami brzegu (czerwony), weztami (niebieski). b) Nu-
meracja: elementéw (czerwony), lokalna wezléw (czarny) i globalna wezléw (niebieski)

Na zajeciach rozwiazemy réwnanie Poissona dla p =0
Viu=—p (1)

uzywajac metody elementéw brzegowych. Geometria ukladu pokazana jest na rysunku 1(a). Obszar stanowi
koto o promieniu R. Na brzegu (kolor czerwony) wprowadzamy wezly (niebieskie kropki), w ktérych zadajemy
warunek brzegowy (potencjal lub pochodne).

Punktem startowym bedzie podstawowe réwnanie M EB w 2D
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T Q

w ktorym ostatni wyraz skre§lamy bo w uktadzie nie mamy gesto$ci. Dla ulatwienia wprowadzmy jeszcze
oznaczenia:

dl' = fidl (3)
7 Vulp —  §-dl=qdl  (¢=1-Vu) (4)
¢ = Vil —  §-dl=¢dl (=1 Vi) (5)

gdzie: 71 - wersor normalny do brzegu, dI' - element brzegu, ¢ - gradient potencjalu na brzegu, @ - to gradient
rozwiazania fundamentalnego (swobodna funkcja Greena ) na brzegu.

Brzeg dzielimy na N elementéw (n = 1,2,...,N). Wezly wyznaczajace ich krance indeksujemy lokalnie
k = 1,2 wewnatrz elementu, oraz globalnie (m =0,1,...,N — 1)
m = [(n —2) + k] mod N (6)



Whprowadzamy baze funkcji {®(7)} na brzegu, by wyrazié¢ u i ¢
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Réwnanie MEB mozemy teraz zapisa¢ przy uzyciu nowych oznaczen korzystajac z elementéw bazy
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Z wykladu wiemy ze jesli za 7; bedziemy podstawiaé¢ kolejne polozenia wezléw, to wygenerujemy uklad
réwnan liniowych

ci u(Ty)

H i=G ¢ (11)

gdzie: elementy wektoréw u i ¢’ sa wartosciami potencjatu i jego pochodnej w kolejnych wezlach. Aby rozwiazaé
problem, nalezy okresli¢ elementy macierzy H i G oraz narzuci¢ warunek brzegowy, a nastepnie rozwiaza¢ uktad
rownan.

1.1 Wyznaczanie elementéw macierzowych H i G

Ustalajac polozenie zrédla punktowego 7; ustalamy wiersz macierzy 4, natomiast para indekséw (n,k) — m
okresla numer kolumny (wzér 6). Zatem mamy (uwzgledniajac przeniesienie elementéw wu,, i, na lewa strone oraz
biorac ¢; = 1/2, 6; ,, to delta Kroneckera)
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Dla rozwiazania fundamentalnego w postaci
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Calkowanie kazdego elementu wykonamy po wycinku okregu, ktory parametryzujemy przy uzyciu kata biegu-
nowego ¢
x = Rcosp, y = Rsiny (16)

Krance kazdego elementu wyznaczaja katy (Agp - odleglosé katowa miedzy weztami)
Yn1=(n-—1)-Ap (17)

Pn2=1n-Ap (18)

wiec calkowanie mozemy wykonaé¢ w przestrzeni referencyjnej, korzystajac z transformacji
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rzeczywiste pole elementu @, 9 — @n1
In = T — : . (20)
pole elementu odniesienia 2
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gdzie:

7= [z,y] (22)

z=xz(p) =z (p&)) (23)

y=1ylp) =y (p©)) (24)

a funkcje bazowe {®} sa liniowe

() =5(1-¢) (25)

2,(6) = 5(1+6) (26)

W podobny sposéb otrzymujmey elementy G; p,
2 2 1 1
Gim =Y 0nali) =3 [ denan©) (~5 i - i) (27)
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1.2 Warunki brzegowe Dirichleta

Jesli na calym brzegu tj. we wszystkich wezlach mamy okreslone wartosci potencjatu (wektor @)

H-i=b (28)
to wowczas pozostaje nam rozwiazaé uktad rownan

G-7=b (29)

aby znalezé wektor ¢. Majac wektory 4 i ¢ mozemy wyznaczy¢ wartosé potencjatu w dowolnym punkcie wewnatrz
kola (patrz punkt 1.4).

1.3 Warunki Dirichleta i von Neumanna na brzegu

Na brzegu mozemy zada¢ WB Dirichleta w czesci weztéw, a dla pozostalych zastosowaé warunki von Neumanna.
Oznacza to ze znamy tylko cze$¢ wektora u i cze$¢ wektora ¢. Aby uwzgledni¢ takie WB, w macierzy H
zastepujemy kolumny odpowiadajace nieznanym wartoéciom wektora @ kolumnami (ze znakiem ”minus”) z
macierzy G o znanych rozwigzaniach dla wekotra ¢'i vice versa. Przestawienia kolumn macierzy oraz elementow
wektoréw dla WB, dla ktérych znamy ug oraz ¢1,qo, . ..,gn—1 pokazano na rys.2(b).

W takim przypadku najpierw wyznaczamy wszystkie elementy H i GG, nastepnie konstruujemy macierze
(H; « to i-ta kolumna macierzy H)

H =[How,—G14,-..,—Gn_1.4] (30)
G =[Gos,—Hip,...,—Hn_ 1] (31)
oraz wektor pomocniczy
ﬂ:l = [anqlv"'an—l]T (32)
i liczymy .
H -@'=0bv' (33)
oraz
G -7 =b (34)
Rozwiazanie uktadu (34) stanowi wektor ¢’ = [qo, h1, ..., hy_1]T. Znajac @' i ¢’ mozemy odtworzyé i i §.



a)
%o )
. % U1 Q1
=] |2 = |s|a| il
= O &
N-—1 dn_1

Uo qo
* :” a1 % Uy
S [ l . T
G} 2, p— o | I
| S B =
|
QN -1 uN — 1

Rysunek 2: a) Zapis macierzowy réwnan MEB dla warunku Dirichleta we wszystkich wezlach brzegowych. b)
Przestawienie kolumn macierzy oraz elementéw wektoréow « i ¢ odpowiadajace WB: Dirichleta w wezle m = 0

oraz von Neumanna dla weztéw m =1,2,..., N — 1.

1.4 Wizualizacja rozwigzania
Majac wektory @ i ¢ mozemy narysowaé rozwiazanie (potencjal) wewnatrz okregu (|7] < R). Korzystamy z

réwnania (10) ktadac ¢; = 1 (4r6dlo punktowe umieszczamy wewnatrz obszaru)
N 2 N 2
u() =33 ann Gnk(7) = DD tn k- i (7) (35)
n=1k=1 n=1 k=1
Uwaga: Dla kazdego polozenia 7; wewnatrz okregu elementy g, 1 (7;) oraz h, (7;) nalezy przeliczy¢ na nowo

(wzory 211 27). Mozna to robié¢ na biezaco podczas sumowania.

1.5 Zadania do wykonania
1. Ustalamy wartosci parametréw: R = 5, N = 12. Wezly rozmieszczamy rownomiernie na obwodzie kola z

Ap =27/N.
Tworzymy tablice H i G i wypelniamy ich elementy zgodnie z wzorami (21) i (27). Calki liczymy nume-

2.
rycznie uzywajac 10 weztowej kwadratury Gaussa-Legendre’a. W GSL-u uzywamy funkcji:

gsl_integration_glfixed_table_alloc

oraz
gsl_integration_glfixed_point

3. WB Dirichleta
a) Ustalamy warunki brzegowe Dirichleta dla wszystkich wezléw w postaci (wypelniamy wektor @)

i=01,...,N—1 (36)

u(p;) = sin(2¢;), @i =1-Agp,

b) znajdujemy wektor b (wzér 28) i rozwigzujemy uklad réwnan (wzér 29)



¢) Sprawdzi¢ dzialanie programu. Zgodnie z twierdzeniem Gaussa catkowity strumien przenikajacy po-
wierzchnie zamknieta musi by¢ rowny zero bo nie mamy tadunkow w uktadzie. Czyli suma sktadowych
q zeruje sie

N—-1
> qi=0 (37)
1=0

co jest testem poprawnosci wyniku.

d) Zapisa¢ do pliku sktadowe @ i §. Sporzadzi¢ wykresy warto$ci potencjalu (%) i pochodnej (¢) w
wezlach na jednym rysunku. (40 pkt.)

e) Sporzadzié¢ wykres rozkladu potencjalu w postaci kolorowej mapy (wzdr 35) korzystajac z zaleznosci
4. Warunki WB Dirichleta i von Neumana.

a) Z poprzedniego zadania zachowujemy rozwigzania i zapisujemy jako g oraz p.

b) Wprowadzamy warunek Dirichleta w wezle m = 0 oraz von Neumanna w pozostatychm = 1,2,..., N—
1, czyli tworzymy wektor @’ w postaci (32) korzystajac ze znanych rozwiazan i i ¢p. Nastepnie wy-
znaczamy b’ (wzoér 33) i rozwiazujemy uklad (wzér 34). Z wektoréw @' i ¢’ utworzy¢ wektory @ i ¢
i zapisa¢ do pliku. 20 pkt.

1.6 Przykladowe wyniki
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Rysunek 3: a) Zmiany @ i ¢, b) rozklad potencjatu



