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1 Wstep

1.1 Symulacja procesu Wienera i wyznaczanie wspoétczynnika dyfuzji w ukladzie
otwartym

Roéwnanie dyfuzji w 1D ma postac

ou 0%u

-~ _p=_ = 1
gdzie: D to wspolezynnik dyfuzji. Dla warunku poczatkowego w postaci delty Diraca (Zrédlo punktowe)

u(x =0,t=0) =d(x — x0) (2)

rozwiazanie opisuje wyrazenie

u(x,t) =

xr— X 2
( 0) ] 3)
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gdzie
gt = 2Dt (4)
Wyrazenie (3) ma identyczna postaé jak rozklad normalny Ni(zg,o0y). Proces dyfuzji mozemy zasy-

mulowaé¢ wykonujac ewolucje czasowa grupy czastek, ktore w kolejnych chwilach czasowych sa prze-
mieszczane losowo tak jak w procesie stochastycznym Wienera (i - to numer czastki)

Xi(t + At) = Xl(t) + AXZ, AX ~ NAt(O, JAt) (5)

gdzie korzystamy z rozkladu normalnego podstawiajac: t — At oraz (x — z9) — Ax co daje fgp tego
rozktadu
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Jesli symulacje prowadzimy dla zbioru n czastek, z ktérych kazda jest opisywana polozeniem np. w
2D:

f(Az, At) = 1 , oatr = V2D At (6)

7i(t) = [Xi(t), Yi(t)] (7)
to wowczas mozemy odwréci¢ zagadnienie i postarac sie okresli¢ wspotczynniki dyfuzji (Dgs, Dyy,
Dy = Dy ):

= (8)



i analogicznie dla Dy, (t), oraz wspétczynnik D, okreslajacy korelacje kierunkow x-y

Dey(t) = t : o)

(@) =70 = - Y- Xu(0)
=1

w(e) =10 = - Y- v
=1

Wartosci Dy (t), Dyy(t) i Dyy(t) oczywiscie fluktuuja w czasie (proces stochastyczny), zatem aby
uzyska¢ wartoéci niezalezne od czasu oraz odpowiadajace im niepewnosci musimy dokonaé¢ usrednienia
w wybranym odcinku czasu m-tego momentu

1
(Dgp) = Dyl = N, ap(tk) (10)
k=1

gdzie: a, B = x,y; Ny to liczba krokéw czasowych w wybranym przedziale czasu [t4,tp]. Nastepnie
mozna okresli¢ odchylenie standardowe Sredniej
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Jest to typowy sposéb wyznaczania wspoétezynnika dyfuzji dla procesu, w ktérym rozpraszanie czastek
zachodzi pod wplywem wielu niezaleznych czynnikéw.

1.2 Symulacja dyfuzji i absorpcji w uktadzie zamknietym
1.2.1 Postawienie problemu

Rozwazamy teraz proces dyfuzji czastek w ukladzie zamknietym, ktérego brzeg stanowi okrag (rys.1).
W uktadzie jest zrédto dostarczajace do ukladu czastki z wydajnoscia

An

= AL (12)

w
Czastka w ukladzie podlega dyfuzji w kierunkach xy ze wspétczynnikem D = D, = D,, = const: jesli
w chwili ¢ znajduje sic w polozeniu P(t) to proponowane nowe polozenie P(t + At) = P(t) + [Axz, Ay,
gdzie Az, Ay losowane sa z fgp danego wzorem (6). Docierajac do brzegu obszaru odbija sie on Scianki
zewnetrznej zgodnie z prawem odbicia (kat padania = kat odbicia). Jedli trajektoria czastki przecina
obszar absorbenta (czerwony okrag na rys.l) zostaje pochlonieta. Przy stalym wydatku czastek ze
7rédla w = const wystepowanie absorbenta ogranicza gesto$é (liczbe) czastek w ukladzie.
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Rysunek 1: Zrédlo (niebieski) i obszar absorbenta (czerwony okrag) znajduja sie w obszarze czynnym
o geometrii kotowej. Czastka wychodzac ze zrédta porusza sie w sposob przypadkowy w kierunkach
xy (proces Wienera) odbijajac si¢ od brzegu obszaru. W trakcie przejécia przez obszar absorbenta
czastka znika (na rysunku pokazano takze dalszy przebieg trajektorii bez absorpcji).

1.2.2 Algorytm symulacji dyfuzji i absorpcji

W ponizszym algorytmie zmienna 6; wskazuje czy czastka jest aktywna (6; = 1) czy jest nieaktywna
(60; =0).

inicjalizacja:

ZTy,Yr, Ry - Srodek i promiein obszaru

Tg,YasRqg - Srodek i promiei absorbenta

Ts,Ys — potozenie Zrddta

Niar - maksymalna liczba aktywnych czagstek w ukladzie

tmam,At,N:tmam/At - czas trwania symulacji, krok czasowy 1 liczba krokéw

w=An/At - wydajnosé zrédia
for(i=1; i<=Npur; i++) 0, =0 //brak czastek w uktadzie w chwili startowej

for(it=1; it<= N; it++){
n=0 //licznik aktywnych czastek
Npew =0 //1licznik nowych-dodawanych czastek ze zrodla
for(i=1; i<=Nyaz; i++){

//prébujemy dodaé czastke
if (0, ==0 && npew < An){

0; =1
T; = Ts
Yi =Ys
Npew + +



// przesuwamy aktywne czgstki

if (0, == 1)1
P :
r1 = T4
- Y1 =Y
P

AJE ~ NAt(O,O'At)

Ay ~ Na(0,0n¢)

To = x; + Az

Y2 = yi + Ay

jesli |P| > R, wykonaj odbicie od brzegu obszaru
sprawdz absropcje (mozliwe odbicia wielokrotne):

‘ﬂ(ti<t<ti+At)—Fa‘2<R3 = 91':0
zachowaj nowe potozenie:

Tr; = T2

Yi = Y2

if(0;==1) n++ //zliczamy aktywne czastki

Uwagi:

Npaz to maksymalna dopuszcezalna liczba czastek, a n to rzeczywista liczba aktywnych czastek.
Oczywiscie stosujemy warunek Np,q, > n, a poniewaz nie wiemy ile moze wynosi¢ n wiec Npaz
dobieramy empirycznie z pewnym nadmiarem.

Parametry wszystkich czastek (z;,v;,60;) najlepiej jest trzymacé w jednej tablicy

7i(t; <t < t; + At) oznacza trajektorie czastki pomiedzy chwilami ¢; oraz t; + At. Trajektoria
moze by¢ krzywa lamana w przypadku wielokrotnych odbié¢ od brzegu (patrz rys.1), dlatego
nalezy sprawdza¢ warunek przejécia przez absorbent dla kazdego odcinka - dowolne przeciecie
brzegu absorbenta kasuje czastke.

sprawdzenie czy czastka przechodzi przez brzeg oraz operacje odbicia realizujemy za pomoca go-
towej procedury

void particle_translation(

double & x1,double & yl1, double & x2,double & y2,

double xr,double yr, double Rr, double xa,double ya, double Ra,
int & 6 ,double & length)

Dzialanie:

— Do procedury przekazujemy punkt startowy P = [1,y1] oraz proponowany koncowy B, =
[22,y2] oraz § = 1 (WAZNE). Procedura sprawdza czy punkt P, znajduje sic poza obszarem.
Jedli nie, to ustawia x1 = x4, y1 = y2 oraz length = 0 (odleglosé ]32 od ]31) Jesli trajektoria
przechodzi przez obszar absorbenta to zwraca wartosé 6 = 0, wiec wiemy ze czastke nalezy
wtedy skasowac.



— Gdy P, lezy poza brzegiem obszaru, to procedura przesuwa punkt P na brzeg do punktu
przeciecia pierwotnej trajektorii z brzegiem (]33) a punkt B, zostaje umieszczony na kierun-
ku odbicia tak aby catkowita dlugos¢ trajektorii byla zachowana. Jesli P #+ P, woéwczas
length > 0 i nalezy wywotaé¢ procedure kolejny raz z argumentami, ktore zwrécita. Gdy
po kilku wywolaniach otrzymamy length < 107% (poréwnujemy double) to nowe poloze-
nie czastki xz; = x1 oraz y; = yi, jesli ktéry$ z generowanych odcinkéw przetnie obszar
absorbenta wéwczas procedura zwraca 6 = 0.

Do wywotania procedury najlepiej jest uzyé¢ petli do — while gdyz nie wiemy ile wywotan bedzie
potrzebnych, a petla wykona sie conajmniej raz

=1

doA{

particle_translation(xl,yl,x2,y2,xr,yr,Rr,xa,ya,Ra,f,length)
}while( length > 1076 )

2 Zadania do wykonania

1. Wykona¢ symulacje dyfuzji Ny,q. czastek w ukladzie otwartym (proces Wienera) i wyznaczy¢
zalezno$¢ czasowy wspOlczynnikow dyfuzji: Dyg(t), Dyy(t) i Day(t). Symulacje wykonaé dla
parametréw

D=1

Npaz = 102, 103, 10%, 10° - liczba czastek
xi(t:0):yi(t:0):0, i:1,2,...,n
At =0.1

tmaz = 100

Sporzadzi¢ wykresy Dy . (t), Dyy(t) i Dgy(t) na jednym rysunku dla kazdego Nyqq (4 rysunki).
Wyznaczy¢ wartoéei §rednie wspoétezynnikéw dyfuzji oraz ich niepewnosci dla Ny = t,4. /At.

2. Wykonaé¢ symulacje procesu dyfuzji i absorpcji w uktadzie zamknietym o geometrii kotowej.
Symulacje wykona¢ dla parametréow
D=1
Nonaz = 10*
At =0.1
tmaz = 10°
w = An/At = 10; 50; 100
z,=0,9=0, R. =5
Te=3,Ys=0, Ry =0.1; 0.5
r9g = —4.5,ys =0

Narysowaé zaleznosé liczby czastek aktywnych od czasu n(t). Na podstawie ich analizy okreslié
wplyw wartosci parametréow w oraz R, na maksymalng liczbe czastek aktywnych n. Sporzadzié
kilka rysunkéw pokazujacych rozkltad czastek w poczatkowych chwilach symulacji (cze$é nara-
stajaca n(t)) oraz rysunek rozkladu koncowego czastek (gdy n(t) przestanie rosnaé, a jedynie
fluktuuje).



3 Przykladowe wyniki

3.1 Proces Wienera
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Rysunek 2: Szacowanie wspélezynnika dyfuzji w procesie Wienera dla ukladu otwartego: (a) rozklad
przestrzenny czastek w kilku chwilach czasowych, (b) wartosci wspétezynnikéw dyfuzji

3.2 Dyfuzja i absorpcja w ukladzie zamknietym

number of active particles

3500
3000 1
2500
2000
1500
1000
500
0

012345678910

t[x 107 ]

Rysunek 3: Przykladowa zaleznosé liczby aktywnych czastek w uktadzie od numeru iteracji.
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Rysunek 4: Proces dyfuzji czastek uwalnianych ze zrédla P, = (—4.5, 0) (z6lte kétko), niebieski okrag
to brzeg absorbenta.



