Monte Carlo: dyskretny rozkiad Bernoulliego, rozklad normalny,
centralne twierdzenie graniczne

28 lutego 2024

1 Wstep
1.1 CTG

Jesli zmienne losowe x1,x2,...,x Ny sa opisywane sg rozkladami f,, o wartosciach oczekiwanych ;
oraz wariancjach o2 (zmienne moga pochodzié¢ z réznych rozktadéw) to ich érednia arytmetyczna
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tez jest zmienna losowa i zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym jej wartosé oczekiwana dla
N — 0o ma rozklad normalny
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czyli o wartosci réwnej wartosci oczekiwanej pojedynczej zmiennej losowej X, natomiast wariancja
$redniej jest réwna

ot = —— (3)

1.2 rozklad Bernouliego

Rozktad Bernoulliego zmiennej losowej X definiujemy nastepujaco
X €0,1}, P{X =0} =q, P{X =1} =p, p+qg=1 (4)

Momenty rozktadu

(X)=p (5)

(X2 =p (6)

0% = (X% —(X)? =p—p’ (7)

Jesli nowa zmienna losowa bedzie suma zmiennych z rozktadu Bernoulliego podzielona przez ich liczbe
N N

7= ; X; (8)
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to warto$é¢ oczekiwana nowej zmiennej losowej okreéla wyrazenie
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czyli identyczna jak dla rozkladu Bernoulliego, natomiast wariancja maleje ze wzrostem N

N
2
o3 p—Dp
2_121 Xi _El( )_P—p2 (10)
Z="N2 T N2 T N

Poréwnujac teraz wzory (1, 3) z wzorami (9, 10) mozemy zauwazy¢ ze wykonujac bezposredxnio
eksperyment komputerowy, jego wyniki mozemy bezposrednio poréwnaé¢ z wynikiem analitycznym.
Najlepiej jest policzy¢ warto$é bezwzgledng bledu wzglednego e
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Zgodnie z CTG blad ey powinien dazy¢ do zera dla N — oo, podobnej zaleznosci spodziewamy si¢
tez dla bledu wariancji. Celem tego projektu jest numeryczne potwierdzenie stusznosci CTG.

1.3 generowanie zmiennej o rozkladzie Bernoulliego
Pseudokod

Ui = uniform()
if Uy <p then
X=1
else
X=0
end if

Pierwsza linijka oznacza losowanie zmiennej U przy uzyciu generatora o rozktadzie réwnomiernym
w przedziale (0,1). Wykonujac wielokrotnie takie losowanie, otrzymamy ciag 0 i 1, przy czym 1 beda
pojawiaé si¢ z zalozonym prawdopodobienstwem p.

W celu uzyskania ciagu liczb o rozkladzie jednorodnym w przedziale (0, 1) uzyjemy standardowego
generatora rand() dostepnego w C/C + + bibliotece stdlib/cstdlib

#include<stdlib .h>

double uniform ()

{
return (rand()/(double ) RANDMAX);
}

1.4 pseudokod programu

Zaleta Monte Carlo jest mozliwo$¢ monitorowania wyniku w trakcie wykonywanych obliczen, mozli-
wosé te wykorzystamy aby obliczyé bledy wzgledne dla N = 102, 103, ..., wéczas wyliczamy potrzebne
wielkosci i zapisujemy do pliku.



inicjalizacja: N, p
k =2
sum X = 0
sum_X2 = 0
for (i=1; i<N; i++ ){
Ui=uniform ()
if(Uy<p) X=1
else X =0
sum_X = sum_X+X
sum_X2 = sum_X24X?
if (i == 10%){
k-

2 __ sum_X2
X2 = 7

=

err X = |22

ha ‘

X2 (X)?

var-num = 7
2

var_teo = P=-

var_num-—var_teo |

errvar = | var_teo

zapis do pliku: p,i,X,X2,err X err_var

2 Zadania do wykonania

1. zaimplementowaé algorytm generowania liczb o rozktadzie jednorodnym i Bernoulliego
2. wygenerowaé ciag N = 107 liczb z rozktadu Bernoulliego dla p = 0.1, 0.5, 0.9

3. dla i =10%, k = 2,3,4,5,6,7 obliczy¢ i zapisa¢ do pliku: iloé¢ liczb n, wartoéci numeryczne X
i sz oraz analityczne (Z) i 0% , blad wzgledny wartodci $redniej i wariancji; sprzadzi¢ wykresy
bledéw wzglednych w funkcji aktualnej liczby losowan i - zastosowaé skale logarytmiczng na obu

osiach

4. w raporcie przedyskutowaé¢ uzyskane wyniki

3 przyktadowe wyniki
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Rysunek 1: Btad wzgledny wartosci oczekiwanej i wariancji dla sumy n liczb o rozktadzie Bernoulliego.



