Generatory liczb pseudolosowych - rozklady skorelowane w 2D

11 marca 2024

Na zajeciach przeéwiczymy generowanie rozkltadéw dwuwymiarowych: sferycznie konturowany -
normalny (gaussowski), jednorodny w kole 2D oraz transformacje afiniczna i wyznaczanie i uzycie
macierzy kowariancji dla rozktadéw skorelowanych.

1 Rozklady 2D

1.1 rozklad sferycznie konturowany - normalny

Liczby pseudolosowe o rozkladzie normalnym generujemy metoda Boxa-Mullera. Algorytm dla roz-
ktadu 2D jest nastepujacy

U ~U(0,1), Uy~ U(0,1) (1)
X = /=2 In(1 — Uy)cos(2nls), X ~ N(0,1) (2)
Y =/—2In(1 — Uy)sin(2al3), Y ~ N(0,1) (3)

Wektory (X,Y) maja rozklad sferycznie konturowany poniewaz jego gestosé zalezy tylko od odeglosci

od srodka rozkladu
f(x,y) = f(2)f(y) = f(r), r=y22+y> (4)

gauss distrubution

Rysunek 1: Rozktad normalny w 2D



1.2 Rozklad jednorodny w kole K?%(0,1)

Dysponujac rozktadem sferycznie konturowanym mozemy mozemy teraz umiesci¢ wylosowane punkty
na obwodzie okregu o promieniu jednostkowym normalizujac zmienne

, X

Y= ©)
yio Y (6)

VX24+Y?
a nastepnie przesunaé je do srodka okregu. Aby rozklad w kole byt jedorodny, skalujemy zmienne
zmienng losows z rozktadu o fgp

h(r)=krk=1 re0,1] (7)
gdzie k = 2 to liczba wymiaréw w naszym problemie
F(R)=R*=U, ~U(0,1)

R=T,
X" = RX' (10
Y” = RY' (11

Wektory (X”,Y"”) maja rozklad jednorodny w kole o promieniu jednostkowym.
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Rysunek 2: Rozktad jednorodny na okregu i w kole 2D.

1.3 Transformacja afiniczna: koto — elipsa

Rozklad dwywymiarowy mozemy podaé transformacji liniowej (afinicznej), ktéra przeksztalci koto w
elipse. Docelowy ksztalt elipsy definiujemy podajac wektory okreslajace pétosie gtowne
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Wektory te stanowia kolumny macierzy transformcji A = [ |7

A— [ 11 712 ‘| (13>
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Macierz A okresla obrét oraz skalowanie wzdtuz potosi gtéwnych, rozktad mozemy tez przesunaé o

wektor ¢ = [c1, c2]T. Transformacje mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

X' =AX +¢

1.3.1 Wybbr osi i skalowanie

(14)

Poniewaz pélosie gtéwne elipsy musza by¢ ortogonalne tak jak wersory uktadu kartezjanskiego wystar-
czy wiec tylko obrécié je o zadany kat o przy uzyciu macierzy obrotu R, i przeskalowaé ich dlugosci

Fl = blRagxa é\w = [170]T
2 = baRay, e, =[0,1]7
o= [ o8l s ] gy
sin(a)  cos(a)

gdzie: by, by > 0 to wspotczynniki skalujace
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Rysunek 3: Transformacja rozktadu jednorodnego w kole do skorelowanego w elipsie.

1.4 Wyznaczanie macierzy kowariancji

Macierz kowariancji ma postaé

2
o o
_ x Yy _
Y= o o2 Oxy = Oyx
yx Yy

Jej elementy liczymy nastepujaco

02 = //(x — p12)2 f(z, y)dxdy = // 22 f(x,y)dedy — p2 = (z?) — (x)?

oo =0w = [[ @ = m)y— ) s y)dedy

= // xy f(x,y)drdy — pefy
= (zy) — (z)(y)

(18)



gdzie () oznacza warto$é érednig z préby. Dla ciagu losowych wektoréw

{(xl’yl)v (x%y?)""v(xnayn)} (21)

mozemy oszacowaé niezbedne wielkosci do wyznaczenia elementéw macierzy kowariancji

T =iy (22)
=1

2 =1y (23)
=1

Ty = 2 @iy (24)

02 =12 —(7) (25)

Oy =TY—T-F (26)

(27)

Elementy macierzy kowariancji mozemy wykorzystac do wyznaczenia wspotczynnika korelacji zmien-

nych
Ty rel-1,1] (28)
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1.5 Transformacja afiniczna a macierz kowariancji dla rozktadu gaussowskiego

Ogélna postaé funkeji gestosci prawdopodobienstwa dla k-wymiarowego rozktadu normalnego N*(0, 1)

, 1 FI D17
f(F) = m exp <—2> (29)

Transformacja afiniczna zmiennych (bez przesuniecia ¢ = 0) ma postaé
P=AF - =AY (30)
co po podstawieniu do fgp daje zmiane w wyktadniku
D =T (AT DT AT = T (31)

Nowa macierz kowariancji

¥ = ADAT (32)
dla pierwotnego rozktadu N2(0,1) czyli

ma prosta konstrukcje

» = AAT — »l=(AT)" 1A (34)
Jesli oznaczymy
AT =7 (35)
to losujac wektory Z z rozktadu N2(0,1) dostaniemy rozklad skorelowany
7= A7 (36)

okreélony macierza kowariancji ¥ = AAT.



2 Zadania do wykonania

1.

Wylosowaé n = 10* punktéw z dwuwymiarowego rozktadu normalnego N?2(0,1) przy uzyciu
metody Boxa-Mullera. Sporzadzié¢ rysunek pokazujacy polozenia punktow.

Wygenerowaé n = 10* punktéw wewnatrz kola o promieniu jednostkowym korzystajac z rozkladu
sferycznie konturowanego. Sporzadzi¢ rysunek pokazujacy polozenia punktow.

Dla kata o = 7/4 oraz wspolczynnikéw skalujacych by = 11 be = 0.2 przeksztalcié wersory uktadu
kartezjanskiego w pélosie gtéwne elipsy 77 i 7. Skonstruowaé macierz transformacji A i wykonaé
transformacje na probce punktéw o rozktadzie jednorodnym w kole jednostkowym. Sporzadzié¢
rysunek pokazujacy polozenia punktéw dla nowego rozktadu. Wyznaczy¢ macierz kowariancji
rozkladu po wykonaniu transformacji. Obliczy¢ wartos¢ wspétczynnika korelacji 7.

Przy pomocy macierzy transformacji A z poprzedniego punktu wykonac transformacje dla roz-
ktadu normalnego N2(0,1). Sporzadzi¢ rysunek pokazujacy potozenia punktéw dla nowego roz-
ktadu. Wyznaczy¢ macierz kowariancji rozkladu po wykonaniu transformacji. Obliczy¢é war-
to$¢ wspolezynnika korelacji ryy,.

W raporcie przedyskutowaé uzyskane wyniki.



