Monte Carlo: propagacja sygnalu elektrycznego w linii transmisyjnej,
problem zalezny od czasu

9 maja 2022
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Rysunek 1: Schemat linii w ktorej propaguje sie sygnal elektryczny. W = = 0 zlokalizowane jest
zrédio napiecia Vi (t) o oporze wewnetrznym R, natomiast na prawym brzegu w « = [ dolaczony jest
odbiornik o oporze R;.

1.1 Sformulowanie rézniczkowe problemu

Sygnal elektryczny przemieszczajacy sie w jednowymiarowej linii transmisyjnej opisujemy przy uzyciu
rozkladu napiecia u(x,t) oraz pradu i(x,t). Obie wielkosci sa ze soba $ciSle zwiazane, gdyz stanowia
rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych stanowigcych tzw. rownanie telegrafistow
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gdzie: L,C, R, G to indukcyjnosé, pojemnosé, opor i konduktancja linii na jednostke dhugosci. Doko-
nujemy transformacji

Fla.t) = 5 (u-+ R @
m%o:%w—Rm) (4)

gdzie:



a f(z,t) to rozwiazanie przemieszczajace w kierunku dodatnich wartosci x-a (forward), a b(x, t) porusza
si¢ w przeciwna strone (backward). Prowadzi to do alternatywnego ukladu réwnan rézniczkowych
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1.2 Sformulowanie calkowe problemu

Stosujac metode linii przeksztatcamy problem rézniczkowy do postaci catkowej
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f(x,w:fo(x—ct)e‘“*“”*Aiuof (At e P00 —est = s)ds, (folw) = f(,0)) (1)
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m /(/\ + u)e*()‘ﬂb)sf(a: + cs,t — s)ds, (bo(z) = b(x,0)) (12)
0

bz, t) = bo(x 4 ct)e” AFHE 1

Zauwazmy, ze pod obiema catkami znajduje sie fgp
p(s) = (A + p)e” AHms (13)

ktorg wykorzystujemy do okreslenia dwéch prawdopodobienstw
t
P1 = P{S < t} = /p(s)ds =1 6_(>‘+/>‘)t (14)
0

Py=P{s>t} =1—P{s <t} =e Ot (15)

Mozemy je wykorzystaé¢ do okrestenia wkladéw pierwszego (fo lub bg) i drugiego wyrazu (catka) do
rozwigzania. W tym celu losujemy zmienna z rozktadu eksponencjalnego

In Uy
= -2 g~ U1 16
s N 1 (0,1) (16)

i okreslamy wklad do rozwiazania f(x,t)

s<t, f(z,t)= ﬁb(m—cs,t—s) (17)
s>t fz,t) = fo(z —ct)

lub b(x,t)
s < t, b(x,t)zﬁf(a:%—cs,t—s) (18)
5>, b(x,t) = bo(x + ct)

Rozwiazanie uktadu réwnan odbywa sie rekurencyjnie poprzez naprzemienne wzajemne wywolania
funkeji fib



recursive function f(x,t,c,A,u)
In U
s:—f\lﬂi, Uy ~U(0,1)
if (s<t)then

return ﬁb(w —cs,t—8; e, A\ )

else
return fo(x —ct)
end if
end function

recursive function b(x,t,c,\,u)

s=-Re Ui~ U(0,1)

if (s<t)then
A

return mf(a: +es,t— 85 ¢, )

else
return by(z + ct)
end if
end function

Kazde wywotanie funkcji redukuje zmienng ¢t «+ t — s az do chwili gdy spetniony zostanie warunek
s > t, wowczas nastepuje odwotanie do warunku poczatkowego. Algorytm w tej wersji ma zwiezta po-
sta¢, ale jest malo wydajny. Uzyskane rozwigzanie opisuje propagacje sygnatu w ukltadzie otwartym
(nieograniczonym przestrzennie). Aby znalezé rozwiazanie dla uktadu o skoficzonych rozmiarach mu-
simy uwzgledni¢ warunki brzegowe.

1.3 warunki brzegowe

Uklad rozcigga si¢ w obszarze = € [0,1]. W 2 = 0 zlokalizowane jest Zrédlo napiecia V,(t) o oporze
wlasnym R, ktore powoduje spadek potencjatu

u(0,t) = Vy(t) —i(0,t) Ry (19)

natomiast na wyjsciu dotaczony jest opornik Ry, ktéry wplywa na wartosé¢ pradu

o0

i(l,1) = /u(l,r)h(t—T)dT (20)
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gdzie: h(t — 1) = §(t — 7)/R; jest funkcja odpowiedzi odbiornika na impuls napieciowy (§ - delta
Diraca). Po wykonaniu transformacji (u,i) — (f,b) dostajemy warunki:

e na lewym brzegu skad pochodzi sygnal propagujacy sie w prawo (f(x,t))
f(0,t) = CVy(t) + T'gb(0,1) (21)
e na prawym brzegu gdzie generuje sie sygnal b(z,t) przemieszczajacy sie¢ w kierunku wstecznym

b(l,t) =Tf(1,1) (22)



gdzie:
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Warunki brzegowe uwzgledniamy nastepujaco:

e w przypadku gdy = — cs < 0 wéwczas na lewym brzegu nastepuje odbicie f — I'yb a do rozwig-
zania nalezy doda¢ wklad od zrédla napiecia (Vy(t)

e jesli rozwiazanie przekroczy prawy brzeg x + cs > | woéwczas rowniez nastepuje odbicie sygnatu
b— Flf

Poniewaz na brzegach umieszczone sg opory wiec za kazdym razem gdy sygnat dotrze do brzegu jego
amplituda maleje ze wzgledu na straty energii, wspolczynniki ostabienia sygnatu to I'y i I', Zrédto
napigcia V; natomiast generuje sygnal na wejsciu.

1.4 Algorytm MC dla ukladu réwnan catkowych z warunkami brzegowymi

Zastosowanie jawnej funkcyjnej relacji rekurencyjnej jest eleganckie ze wzgledu na prostote, ale staje
sie mato wydajne gdy liczba wywotan jest duza. Dlatego naprzemiennego wywotania funkcji dokonamy
za pomoca parametru zmieniajacego swéj znak na przeciwny w kazdym wywotaniu. Ponadto zatozymy,
ze fo(x) = bo(z) = 0 i sygnal jest generowany jedynie przez zrédlo napiecia.

inicjalizacja: mnpaths - liczba generowanych Sciezek

Tstart »Ustart s C s A s M

for(i=1;i<=2;i++){

suma=0
for (n=0;n<npaths;n++){
€T = Tstart
t = tstart
=1
sign = (—1)"

while (t>0){

s = —lffl;, Uy ~U(0,1)

if (sign==-1)then
if ((z —e¢s) > 0) then
— A
= "x+u
else
S =

z
c

suma = suma + nVy(t — s)



n=nly

end if
r=x—cCS
t=t—s

else if(sign==1) then
if ((x +¢s) <) then

n=n5
else
n=nly
end if
r=x+cs
t=1—s
end if
stgn = —sign

if (i==1) then
fxt=sum/npaths
else if (i==2)
bxt=sum/npaths
end if

Dziatanie algorytmu:
e zewnetrzna petla for: i = 1 wyznaczamy f(Zsiart, tstart) @ dla i = 2 wyznaczamy b(Zsiart, tstart)

e calki liczone sa poprzez generowanie npaths losowych Sciezek (losujemy zmienna s aby cofaé sie w
czasie do momentu az t—s < 0), ich wklady sa sumowane i usredniane po wykonaniu wewnetrznej
petli for

e zmienna 7 akumuluje w sobie iloczyn wspétczynnikéw: /(A + p), 'y i I} w trakcie kazdego
rekurencyjnego odwolywania sie do funkcji f i b

e po zakonczeniu jednej iteracji petli while nastepuje zmiana znaku sign - w kolejnej iteracji
nastapi odwotanie do drugiej funkeji itd.

2 Zadania do wykonania

1. Zaprogramowaé algorytm wyznaczania wartodci funkcji f(z,t) i b(x,t) przedstawiony w sekcji
14

2. Do obliczen przyjmujemy nastepujace parametry linii: L = 0.25 uH, C' = 100pF, R = 12.50,
G = 0.5mS, | = 2m i odbiornika R; = 12.5Q, R, = 75€). Potencjal generowany przez zrédio
napiecia

V,(t) = sin (270t) exp <—W> (27)
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gdzie: v = 1 GHz to czestotliwosé, tg = 7.5ns, 0 = 0.75ns



3. Wykonaé¢ symulacje MC w celu okreslenia rozkladu napiecia wzdluz calej linii dla chwil czaso-
wych: t = 10,15, 25, 35, 50 ns oraz npaths = 103, 10*, 10°. Rozklad napiecia okresla wyrazenie

u(z,t) = f(z,t) + b(x, t) (28)

4. Wyniki symulacji poréwnaé¢ z rozwigzaniem dokladnym, ktore nalezy wyznaczyé¢ przy uzyciu
gotowej procedury

double u_xt_exact(double x, double t, double t;, double v,
double o0, double R, double G, double L,
double C, double R,, double R;, double length,
int number_nodes, int n_sum_terms)

dla dwdéch ostatnich argumentéw przyjaé wartosci number_nodes = 1000 i n_sum_terms = 100,
wartosci pozostatych argumentow dotycza parametréw linii i Zrodla sygnatu wiec zostawiamy je
bez zmian (length = [). Wartosci x i t to polozenie i chwila czasowa dla ktérych wyznaczamy
napiecie.

3 Przykladowe rozwigzania

t=22ns, npathszlo3 t=22ns, npaths=105
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Rysunek 2: Przykladowe wyniki dla t = 22ns, npaths = 103, 10°



