Monte Carlo: Rozwiazywanie rownania Poissona na siatce metoda
btadzenia przypadkowego
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1 Wstep

Naszym zadaniem jest znalezé¢ rozwiazanie réwnania Poissona opisujacego rozktad potencjatu elek-

v =20 o

trycznego

Problem rozwiazemy na siatce dwiema metodami: (a) relaksacji oraz (b) Monte Carlo. Wynik uzy-
skany metoda relaksacji potraktujemy jako ”dokladny” i do niego poréwnamy wynik z MC. Problem
definiujemy na siatce kwadratowej w 2D, geometrie przedstawia rys.1

Ny

Rysunek 1: Siatka weztow na ktérej szukamy rozwiazania rownania Poissona. Na lewym, gornym i dol-
nym brzegu narzucony jest warunek Dirichleta, a na prawym brzegu (czerwony) warunek Neumanna.
Kolorem niebieskim zaznaczono przykladowa Sciezke (tanicuch Markowa), ktory konczy sie (absorpcja)
na brzegu z warunkiem Dirichleta.

Definiujemy siatke réwnoodleglych weziéw A, = A, = A, a polozenie na siatce okreslamy naste-
pujaco

r=x;=A-1, 1=0,1,2,...,n, (2)
y=y; =477, J=0,1,2,...,ny (3)



Gestos¢ tadunku okresla wyrazenie

p(a:,y) = Pmax €XP | —

202
Tmaz = [Tmaz, Ymaz] = [A - ng, A - 0y (5)
Wprowadzamy warunki brzegowe:
e Dirichleta: lewy (L), gérny (T) i dolny (B) brzeg
V(0,y) = Vi sin <y7;y> (6)
V(2,0) = Vi sin <$:”> (7)
V(@) = Vrsin () )
e Neumanna: prawy brzeg

Te informacje wystarcza aby znalezé rozktad potencjalu wewnatrz uktadu. Wartosci parametréw: e,
A, Ny, Ny, Pmazs Ops VL, VB, Vr zostang podane w sekcji 2

1.1 Metoda relaksacji

Aby sprawdzi¢ czy otrzymane rozwigzanie MC jest poprawne, poréwnamy je z rozwigzaniem uzyska-
nym metodg nadrelaksacji. Najpierw dyskretyzujemy réwnanie rézniczkowe w 2D
PV(ry)  PV(wy) _ ply) (10)
Ox? oy? €
zastepujac pochodne ilorazami réznicowymi zdefiniowanymi na siatce

Vigrj —2Vij +Viei, . Vijgr1 =2Vij+Vij1 _ pig (11)
A A2 €

a nastepnie element centralny V; ; wyrazamy za pomocg pozostatych wyrazéw i dodajemy parametr

relaksacyjny w

w A?
Vit = —w)Vig+ 7 (ViHJ + Vi + Vigr +Viga + TW) (12)

po obliczeniu prawej strony réwnania modyfikujemy warto$é potencjalu w punkcie (relaksacja punk-
towa). Do kontroli zbieznosci rozwiazania wykorzystamy funkcjonal energii, ktéry powinien osiagaé
minimum dla doktadnego potencjatu

F= / (%}? — pV) &Pr,  E=-VV (13)

Wyznaczajac warto$¢ F' w kolejnych iteracjach, proces relaksacji konczymy po osiagnieciu minimum
co sprowadza sie do spelnienia warunku
Fk+1) _ (k)

D < tol, (np. tol =1079) (14)

Do wyznaczenia potencjalu metoda relaksacji mozna postuzy¢ sie ponizszym pseudokodem



inicjalizacja parametrdw:
Ngs, Ny, A, €,
w=18, tol =107%, itmax =10*
Fog=0, Fhew =20
tworzymy tablice:
Ving + 1][ny + 1], plng + 1][ny + 1]
inicjalizacja tablic:
Viji=0(i=0,1,...,n0;7=0,1,...,ny)
pij = p(z,y)

WB Dirichleta:
for(j=0; j<=ny;j++) Vb,; = wzor (6)
for(i=0; i<=nx;i++){
Vi.o = wzér (7)
Viny = wzor (8)

for(it=1; it<itmax; it++){

for(i=1; i<ng; i++)
for(j=1; j<ny; j++)
2
Vig = (L= w)Vig + % [Virrg + Vierg + Vig + Vigo1 + 293,
WB: Neumanna
for(j=1; j<ny;j++) Vi, ;= Va1,

Sprawdzamy warunek zbieznosci potencjalu - liczymy funkcjonal
Folg = Fhew
Frew =0

for(i=1; i<ng,; i++){
for(j=1; j<ny; j++){
Ey = (Vigr; — Vie1,5)/(24)
Ey = (Vij+1 — Vij-1)/(24)
Fnew = Fnew + (E% + E;)/2 — Pij ‘/;,j

< tol) break

Frnew—Foiq
Fnew

Tablice z wartosciami potencjalu zachowujemy do poréwnania z wynikami MC.

1.2 MC: metoda bladzenia przypadkowego na siatce

Do rozwiazania réwnania Poissona zastosujemy metode w wersji podanej na wyktadzie. Zatem dla
kazdego punktu na siatce (poza brzegami) generujemy ciag N tancuchéw Markowa. Kazdy tancuch



prébkuje rozklad gestosci i jesli dotrze do brzegu z warunkiem Dirichleta (Zeng, Yend) tam zostaje za-
absorbowany dajac wklad do rozwiazania. Na brzegu z warunkiem Neumanna, wedrowiec moze si¢ od
niego odbi¢ lub poruszaé¢ wzdtuz brzegu z odpowiednimi prawdopodobienstwami. Rozwigzanie kon-
struujemy usredniajac infomacje pochodzace od wedrowcéw startujacych z wybranego wezta (xq,yo)
dla ktorego chcemy znalezé potencjal. Matematycznie problem formutujemy nastepujaco

1 N N dl 1A2
Z .
V(zo,y0) = ~ > VO (2end, Yend) voundary T 7 Z > : Ip (15)
=1 Dirichlet =1 p=1

gdzie: d; to dtugosé¢ | — tego tancucha, a wyrazenie mozemy zapisa¢ w bardziej zwieztej postaci

V $07 yO Z AV (16)
d—1 A2 )
Pip,
A‘/l = V( )(‘Tenda yend)‘ boundary + Z 4 — (17)
Dirichlet p=1 €

Wzory (16) i (17) wykorzystamy do znalezienia oszacowania wartosci sredniej w dowolnie wybranym
wezle (ig, jo) oraz odchylenia standardowego

1 N

Vio.jo = N Z AV, (18)
=1

1 X )

Vi = N l; (AV) (19)
—_— N2

o _ \l Vi(2),j0 - (VioJo) (20)

Vig.go N

Uwaga: we wzorach (18) i (19) wartos¢ N oznacza liczbe tancuchéw, ktore zostaly zaabsorbowane na
brzegu z warunkiem Dirichleta. Liczba generowanych tancuchéw moze by¢ wieksza, lecz ze wzgledu
na skoniczona dtugos¢ pojedynczego tancucha jesli nie dotrze on do brzegu okreslonej liczbie krokdw
to jest kasowany i nie daje wktadu do wyniku koncowego.

Do znalezienia potencjatlu metoda MC mozna wykorzystaé¢ ponizszy pseudokod. Wykorzystamy w nim
mozliwos¢ blokowania weztéw (tablica elementéw B ;), dla ktérych zostal juz wyznaczony potencjal
co oznacza modyfikacje warunku brzegowego Dirichleta:

e B;; =1 to WB Dirichleta (absorpcja)

e B; ; = 0 brak absorpcji

inicjalizacja parametrdw:
Ng, Ny, A, €
Nehains <— maksymalna liczba taicuchéw
Niength <— maksymalna diugosé taincucha
tworzymy tablice:



Vi + Uny + 1

ov[ng +1][ny +1] <- tablica odchylen std potencjalu

ple -+ 1]l + 1]

Blng +1][ny, + 1] <- wskaznik WB Dirichleta

S[ng +1][ny +1] <- tablica tancuchéw zakonczonych absorpcja
inicjalizacja tablic:
Vij=0(1=0,1,...,n.;5=0,1,...,ny)
Bij=0(i=01,... '
pij = p(z,y)

_|_
_|_

WB Dirichleta:
for(j=0; j<=ny;j++){
Vo,j = wzér (6)

+
for(i=0; i<=nx;i++){
Vi.o = wzér (7)
Viny = wzor (8)
Bio=1
Biny =1
}
potencjat wyznaczamy dla kazdego wezla (ip,jo) w tablicy:
for (ig=1; ig<ng; o+ +)1{
for (jo=1; jo <ny; jo++){
sum_V; =0 <-wktady do Vj, j,
sum_Vo =0 <-wktady do V%Jo
Kehains =0 <-rzeczywista liczba =zaabsorbowanych %tadcuchéw
dla wezla generujemy N Zancuchéw:
for (N=1; N<=Ngpgins; N++){

1 =10 <-kazdy Ztancuch startuje z tego samego wezila
J=1Jo
g=0 <-akumulujemy wkiady od gestosci Z%tadunku

tworzymy pojedynczy Ztafdcuch:
for(n=1; n<=nugp; n++){
btadzenie:
Uy ~ U(0,1)
m=floor (4U;) //m={0,1,2,3%}
if (m==0) i--;
else if(m==1) i++;
else if (m==2) j--;
else if (m==3) j++;
odbicie na prawym brzegu:
if (i==(ng+1))i=n,-1

absorpcja - WB Dirichleta - kofczymy Zafcuch:
if (Bi,j==1){
dv=V; ;+g <- wzoér (17)

sum_Vi=sum_Vi+dV <- wzér (18)
sum_Va=sum_Va+(dV)? <- wzér (19)



kchainst+ <- liczba zaabsorbowanych wedrowcéw
break <-koficzymy Zaficuch
}
wklad od gestosci gdy brak absorpcji:

_ pi A2
g=9+ =%

}//n
Y/ /N

liczymy wartosS¢ Srednig i odchylenie std:
_ sumVq
‘/1 o kchains
‘/2 _ sum.-Va

kchains

Viejo=Vi <-zachowujemy warto§é potencjaitu w tablicy
V@-—(Vﬁ)z

kchains

TVigdo = <- zachowujemy odchylenie std
Biyjo=0/1 <-modyfikacja warunku Dirichleta

Siyjo = Rchains <~ procent zaabsorbowanych tafcuchéw

chains

Y/ /50
Y/ /1

2 Zadania do wykonania

1. Przyjmujemy wartosci parametréw: n, = ny, = 30, A = 0.1, Vp, = 1, Vp = Vp = -1, e = 1,
Tmaz = A - Ngy Ymaz = A - Ny, Pmax = 1, Op = $max/10
2. Zaimplementowaé¢ metode nadrelaksacji i wyznaczy¢ potencjal, przyja¢ warunek zakonczenia

tol = 1075, maksymalna liczbe iteracji itmax = 10%, parametr relaksacji w = 1.8. Potencjal
zachowa¢ w tablicy V,..; do poréwnania z wynikami MC.

3. Zaimplementowaé metode MC, nastepnie wyznaczy¢ rozktad potencjatu, odchylenia standardo-
wego oraz procent zaabsorbowanych tancuchéw dla kazdego wezta w uktadzie oraz ponizszych
zestawOw parametrow:

® Nehgins = 100, nyengen, = 100, By, j, = 0 (nie blokujemy wezléw z wyznaczonym potencja-
tem)

® Nehains = 100, nyengin = 100, By, j, = 1 (blokujemy wezty po wyznaczeniu w nich poten-
cjatu)

® Nehains = 300, nyengin, = 300, By, j, = 1 (blokujemy wezty po wyznaczeniu w nich poten-
cjatu)

4. Po wykonaniu obliczin dla kazdego przypadku prosze sporzadzi¢ mapy 2D:

e potencjalu Vyo(x,y) (z metody MC)



e réznicy potencjaléw dla metod MC i nadrelaksacji |Vaso(z,y) — Vier(z,y)]
e rozkladu odchylenia standardowego znalezionego potencjalu oy, (z,y)
e tablicy S(z,y) czyli utamka zaabsorbowanych tancuchéw
5. W raporcie prosze przeanalizowa¢ zmiany potencjatu Vi o dla trzech przypadkdéw, wielkosé btedu
Ve (z,y) — Veer(z,y)| poréwnaé z rozkladem odchylenia standardowego oy, (x,y), okresli¢
wplyw liczby zaabsorbowanych tancuchéw na dokladno$é wyniku (w ktérych punktach mapy

liczba zaabsorbowanych tancuchéw jest duza a w ktérych mala?). Prosze skomentowaé wplyw
blokady w weztach, w ktérych wyznaczono potencjal na wynik koncowy oraz wydajnosé metody.

3 Przykladowe wyniki

nx=ny=20, A=0.1, €=1.0, Nchains=300, nlength=300, BLOKADA=OFF

(@) Vme (b) oy (©) IVye—Vrell (d) absorbed chains
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Rysunek 2: Przyktadowe wyniki uzyskane dla n, = n, = 20 przy zalozeniu, ze punkty w ktérych
znaleziono potencjal nie sg blokowane (B, j, = 0 w pseudokodzie MC). Rysunek (d) pokazuje procent
tancuchéw Markowa S(z,y), ktére zakonczyly sie na brzegu z warunkiem Dirichleta dajac wklad do
rozwiazania (pozostale zostaly skasowane).



