Monte Carlo: symulacja procesow rzadkich przy pomocy réwnania
typu Master, algortym Gillespie

16 kwietnia 2024
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Rozwazamy uklad do ktérego dodawane sg substraty: z; ze stata szybkoscia ki oraz xo ze stala ko.
Czasteczki 1 1 9 wchodza ze soba w reakcje tworzac trzeci sktadnik x3 z szybkoscig ks

T+ x0 — T3 (1)

sktadnik z3 usuwany jest z szybkoscig zalezna od ilosci x5 skalowanej pewna stata k4. Dynamike
zachodzacych proceséw zapiszemy za pomoca uktadu réwnan rézniczkowych
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kazde rownanie ma postaé¢ réwnania typu Master. W ukladzie zapisanym po prawej stronie uwzgled-
nilidmy czestosci zachodzacych proceséow I';(t), widzimy ze zaleza one nie tylko od ustalonych wartosci
k; ale rowniez od aktualnej ilosci substratéw w ukladzie x;(t) oraz xo(t). Z poréwnania dostajemy
zaleznodci

y(t) = ky (5)
To(t) = ko (6)
[s3(t) = ks x1 a9 (7)
Ly(t) = ka3 (8)

Zakladamy, ze ilodci poszczegolnych sktadnikéw xq, xo, x5 w uktadzie sa niewielkie i opisywane niewiel-
kimi liczbami naturalnymi, a zmiany zachodzace w ukladzie zmieniaja te wartosci w sposéb dyskretny
i losowy, np. jak ponizej
: zp—-a+1 9
To: x9g—ax9+1 (10
I's: 21 —a1—1, 29 —>a9—1, x3—>23+1 (11
Ty: 23 —>ax3—1 (12

~—_— ~— — ~—



Zmiana stanu ukladu moze wiazaé sie ze zmiang ilosci pojedynczego skladnika jak réwniez kilku
sktadnikéw, w zaleznosci od charakteru zdarzenia. Mamy zatem do czynienia ze zlozonym procesem
stochastycznym, w ktérym fluktuacje moga silnie wplywac na jego dynamike. Do rozwigzania problemu
uzyjemy algorytmu Gillespie.

1.1 Algorytm Gillespie

Zakladamy, ze dynamika rozwazanego procesu ma charakter losowy, a szybkoéci zachodzacych zmian
opisywane sa za pomoca odpowiadajacych im czestosci (liczba realizacji danego stanu na jednostke
czasu): {I'1,T'y,..., T, }. Dynamike zmian mozemy symulowaé przy uzyciu algorytmu Gillespie, ktéry
ma charakter iteracyjny. W kazdej iteracji obliczamy kolejno:

1. sume czestosci wszystkich proceséw

2. losujemy przedzial czasu At, w ktérym nie zachodzg zmiany w ukladzie
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3. po czasie oczekiwania At nastepuje zmiana stanu ukladu, w sposéb losowy okreslamy numer
zdarzenia m
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4. na podstawie informacji o numerze zdarzenia, okreslamy jego rodzaj i dokonujemy zmiany stanu
uktadu

5. dang iteracje konczymy zmieniajac aktualny czas symulacji

t—t+ At (16)

6. symulacje konczymy, gdy zachodzi warunek: ¢ > t,,4,, W trakcie wykonywania algorytmu reje-
strujemy potrzebne informacje dotyczace aktualnego stanu ukladu 1 (t), z2(t), z3(t)

1.2 Pseudokod algorytmu Gillespie dla ré6wnania reakcji

Symulowany proces ma charakter stochastyczny, wiec wygenerowany pojedynczy ciag wartosci: 1 (¢),
x9(t), x3(t) moze silnie fluktuowaé. Aby ulatwié¢ dalsza interpretacje wynikéw, symulacje powtdérzymy
Pz Tazy, a wyniki usrednimy i przedstawimy w postaci histogramu zmian czasowych dla z3(t).

inicjalizacja: z1(t=0), x2(t=0), x3(t=0), ki,k2,k3, ks, timazx
histogram z3: N, 5t:tmﬁ

double ho[N]; - 1 moment w pojedynczym ZXadicuchu
double h1[N]; - 1 moment dla Py, ZIaicuchéw
double ho[N]; - 2 moment dla P, tancuchéw

int ncount[N];

for(p=1; p<= Ppa; p++){



r1 = xl(t O)
Tro = l’Q(t = 0)
r3 = xg(t O)
ho =10
ncount = (

while (t<t;ez){
liczymy kolejno:
['1,T2,T3,y: wzory (5)—(8)

4
Fmam = Z Fz
=1

Up~U0,1) — At=-
Uy ~ U (0, U

if (Us <
else 1f( < F+$2) m=2

else if (U <-L%£l§3) m=3

else m=4

dla m zmiana stanu {z1,z2,73}: réwnania (9)— (12)
t=t+ At

zapis do pliku: t,21,29,23
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HISTOGRAM - wkiad pojedynczej Sciezki:
I = floor (%)

ho[l]+ = 3

ncount [1]++

X
HISTOGRAM - usSrednianie po wielu $Sciezkach:
for(i=0;i<1;1++){
_ _holl]
L3t = Tcount 1]
hilll+ = z3,
hal]+ = (w3.)”
b
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HISTOGRAM - przetwarzanie z wszystkich Sciezek:

for(1=0;1<N;1++){
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t=(1+3)st

zapis do pliku: t, a;i(),’t, Oz37

Uwagi:

e Zewnetrzna petla pozwala na wykonanie wielu powtérzen i zebranie niezbednych informacji do
stworzenia histogramu.

e N okredla liczbe komoérek w histogramie. Dla duzego N dostajemy mate 0t i woéwczas, w tym
niewielkim przedziale mozemy usredni¢ wyniki

e w tablicy ncount[N] zapisujemy liczbe wartodci x3 mieszczace sie w przedziale czasu dt 1 wyge-
nerowane dla pojedynczej symulacji

e w tablicy hj[N] przechowujemy sume pierwszych momentéw x5, a w tablicy ho[N] sume drugich
momentéw dla kolejnych przedzialow czasu dt, wktady do sum pochodza z kolejnych realizacji
algorytmu

2 Zadania do wykonania

1. Przyja¢ parametry symulacji:

k=1
ko =1
ks = 0.001
ky = 0.01
21 (t = 0) = 120
ot = 0) = 80
xz3(t=10)=1
tmaz = 200
N =50
Prge =1

2. Zaimplementowaé algorytm Gillespie dla réwnania reakcji.
3. Wykonaé¢ symulacje testowa dla Py, = 1, na jednym rysunku sporzadzi¢ wykres zmian x4 (t), z2(t), 23(t).

4. Wykonaé¢ symulacje dla P4, = 5, na jednym rysunku sporzadzi¢ wykres zmian x1(t), x2(t), x3(t)
dla wszystkich wygenerowanych ciagow.

5. Dla P4, = 100 sporzadzi¢ wykres Z3(t), dla kazdego punktu na wykresie zaznaczyé wartosé

Oz3-

6. W raporcie przeanalizowa¢ wplyw fluktuacji na dynamike zmian stanu uktadu

3 Przykladowe wyniki
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Rysunek 1: (a) Stan ukladu {z1(t),z2(t), z3(t)} dla pieciu realizacji algorytmu Gillespie, (b) war-
tosé érednia T3(t) dla Ppee = 5.




