Symulacje Monte Carlo w mechanice statystycznej
(model Isinga)
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Elementy fizyki statystycznej

W fizyce statystycznej postugujemy sie pojeciem zbioru Gibbsa w celu okreSlenia
charakteru uktadu i jego relacji z otoczeniem:

e zbidér mikrokanoniczny:
uktad izolowany, stata liczba czgstek, objetosc i energia (NVE=const)

e zbiér kanoniczny:
ukiad o statej liczbie czgstek (N) i objetosci (V) znajduje sie
w rownowadze termodynamicznej z rezerwuarem ciepta (heat bath)
o stalej temperaturze (NVT=const), energia uktadu nie jest stata, podlega fluktuacjom

* wielki zbiér kanoniczny:

ukiad o statej objetosci (V) znajdue sie w rownowadze termodynamicznej z
rezerwuarem ciepta o ustalonej temperaturze, z ktérym moze wymienia¢ czastki,
ustalony jest potencjat chemiczny uktadu (pVT=const)

W Monte Carlo czesto wykorzystuje sie tez zbidr izobaryczno-izotermiczny (NPT=const),

co odpowiada utrzymywaniu uktadu pod statym cisnieniem.

Zaletg tego rozwigzania jest np. mozliwos¢ symulacji przejs¢ fazowych 1-rzedu, zmiana objetosci
pod statym cisnieniem umozliwia przeprowadzenie ukfadu do stanu o najnizszej energii swobodnej
w sposob ciggly (np. zmiana stanu skupienia |6d-woda).




Wykonajmy analize wtasnosci uktadu opisywanego przy uzyciu zbioru kanonicznego (NVT).

« ukfad N czgstek moze znajdowac sie w mikrostanie p o energii E,,
zbior wszystkich mikrostanow stanowi przestrzen Q

Ey<E, <Ey<... Q={p}=1{1,2,3,...,N}

» uklad znajduje sie w rownowadze termodynamicznej z rezerwuarem ciepta co prowadzi do
dynamicznej zmiany obsadzen poszczegolnych mikrostanow, dynamike zmian opisuje rownanie Master

dp,,
7 ZPVWV,M — PuWyw (pu — prawdopodobienstwo obsadzenia stanu)

g pu=1 - warunek normalizacii
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prawdopodobienstwo obsadzenia stanu opisuje czynnik Boltzmanowski
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Z(B) zawiera petna informcje statystyczng o uktadzie




« z funkcjg rozdziatu zwigzana jest energia swobodna uktadu F

» wartosci wielkosci fizycznych (obserwabli) wyznaczamy liczac ich wartoSci oczekiwane

* energia uktadu

e ciepto wlasciwe
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Fluktuacje

Uktad znajdujgc sie w stanie réwnowagi termodynamicznej z rezerwuarem ciepta ma ustalong temperature,
ale nie energie — ta podlega fluktuacjom (oraz wszystkie inne wielkosci fizyczne), zatem oprécz wartosci
oczekiwanej mozemy obliczy¢ wariancje energii
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* wykorzystajmy ten wynik do policzenia ciepta wtasciwego

oU  O(E)

C=3F = o7

72 2
= kpog

C = kg ((E°) — (E))

Ta formuta jest juz uzyteczna w MC, bo wykonujac symulacje wyznaczymy 1 i 2 moment,
a to pozwoli okresli¢ ciepto wkasciwe uktadu.




* wynik jaki uzyskaliSmy dla ciepta wkasciwego jest istotny tez z innego powodu,
podobny zwigzek (zawierajgcy wariancje) uzyskamy dla dowolnej pary zmiennych
sprzezonych w sposéb liniowy, np.:

energia — temperatura;

magnetyzacja — pole magnetyczne

* rozwazmy drugi przypadek, uktad spinow oddziatujgcych ze sobg oraz z polem magnetycznym
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dla okreslonego kierunku B
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aktualny stan okresla konfiguracja spinéw
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* obliczmy 1 i 2 moment magnetyzagciji 7 — Z e~ P(EL—BM,)
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Model Isinga

* model Isinga to uproszczony model klasyczny modelu kwantowego Heisenberga
dla oddziatywan ferromagnetycznych

e operator spinu zastepujemy jego klasycznym odpowiednikiem wektorowym,
zaktadamy ze wszystkie spiny uktadajg sie wzdtuz jednego wybranego kierunku
(moze to byc¢ kierunek pola B — ale niekoniecznie) z dwoma dozwolonymi rzutami na ten kierunek
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* spiny sg zlokalizowane przestrzennie na atomach, oddziatywanie pary spinbw
oddziatywanie opisuje catka wymiany J

energia pary spinéw B —Jes — J >0 ferromagnetyzm
n v J <0 antyferromagnetyzm
energia ukltadu w stanie 1 _ .. o
o konfiguracji p Eu — —5 Z Z J s; Sj - stala_l/z wynl_ka y4 podvyomego uwzglednienia
(na razie bez pola B) i g oddziatywania pary spindw



» ze wzgledu na silng lokalizacje przestrzenng spindéw oraz dipolowy charakter oddziatywania
momentow magnetycznych (energia oddziatywania maleje jak 1/r?) w najprostszym modelu
uwzgledniamy oddziatywania tylko z najblizszymi sgsiadami
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* zgodnie z mechanikg statystyczng prawdopodobienstwo realizacji danej konfiguracji
zalezy od energii oraz temperatury, dlaczego?

temperatura - drgania atoméw — zmiana pola E/B w uktadzie wtasnym spinu — mozliwy obrot spinu

o—BE, kg -stata Boltzmanna
pu(ﬁ) — T - temperatura

Z(B) _ Z e—ﬁE(sl,...,sN) _ ZD(E)e—BE
E
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sumowanie po wszystkich sumowanie po wszystkich
mozliwych konfiguracjach mozliwych energiach uktadu

D(E) — gestos¢ standéw, w modelu Isinga to liczba stanéw o energii E
(ich liczba okreSla stopien degeneracji poziomu energii)

Jak duze moze byc¢ D(E)?




* rozwazmy problem gestosci stanéw D(E) dla ukiadu 2D

Z(B) =) D(E)e "

* liczba wszystkich standéw/konfiguracji spinowych
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* o0broét pojedynczego spinu spowoduje zmiane konfiguracii,
moze zmienic tez energie - o jakg wartos¢?

E=-4J > E=+44J —> AE=48J

| ; AE =0, +4.J, 48]
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dane w tabeli: W.Krauth ,Algorithms and computations” -



* wiemy, ze dla T>0 ukiad spindw podlega fluktuacjom, spiny moga zmienia¢ zwrot co prowadzi do zmiany energii,
energia uktadu bedzie Srednig wazong po energiach konfiguracji spinowych, ktérych prawdopodobienstwo
realizacji determinuje czynnik Boltzmanowski

* informaciji dotyczacych uktadu nie wyznaczymy w sposéb doktadny nawet dla uktadow
o matych rozmiarach (6x6), ze wzgledu na olbrzymig liczbe kombinacji

* wiasnosci uktadu mozemy okresli¢ jedynie przy pomocy metody Monte Carlo

Przebieg symulacji MC dla modelu Isinga:

 start od wybranej konfiguracji spinowej:
» wszystkie spiny réwnolegte (cold start) - magnetyzacja maksymalna (niska T)
* spiny utozone dowolnie (hot start) — brak magnetyzacji (wysoka T)

 dla ustalonej T wykonujemy Nem iteracji, w trakcie ktérych zmienia sie magnetyzacja
- to etap termalizacji (burn-in), na tym etapie nie zbieramy informacji o uktadzie

* pojedyncza iteracja MC polega na probie obrotu wszystkich spinbw w uktadzie — jednego na raz,
przemiatajgc tablice w sposob sekwencyjny (najczesciej) lub losujac spiny (rzadko)

e probe obrotu pojedynczego spinu mozemy wykonac przy uzyciu algorytmu
* Metropolisa — najczesciej bo bardziej wydajny
* kapieli cieplnej (ang. heat-bath) — rzadko, bo mniej wydajny

* po przeprowadzeniu termalizacji wykonujemy docelowe Nnm.x iteracji w ustalonej temperaturze,
w trakcie ktorych energia i magnetyzacja fluktuujg, zmiany zachodzace w uktadzie mozemy traktowac jako
(stochastyczny) proces Markowa, wielkosci takie jak energia czy magnetyzacja zmieniajg sie w sposob losowy
czyli tworza tancuch Markowa — probkowanie tanncucha w jego stacjonarnej czesci umozliwia estymacje
realnych wartosci 1 i 2 momentu

* po zakonczeniu symulacji MC obliczamy wartosci potrzebnych wielkosci fizycznych




Algorytm Metropolisa — wersja podstawowa
* przy uzyciu (znanego) algorytmu Metorpolisa dokonujemy préby obrotu pojedynczego spinu
* W jednej iteracji podejmujemy probe obrotu kazdego spinu w uktadzie (n? spinow)

* chociaz zmiana (obro6t) pojedynczego spinu oznacza zmiane konfigururacji catego uktadu,
to sensowniej jest przyjac, ze jednostkg czasu algorytmicznego/symulacji
jest ilos¢ operacji/czasu potrzebnych do sprawdzenia wszystkich spindw w uktadzie
(tablica jest ,przemiatana” — ang. sweep)

n® = toweep - njednostka czasu obliczeniowego”

e przemiatanie” tablicy mozemy wykonac: (1) sekwencyjnie (szybko), (2) losowo (wolno)
poza szybkoscig wybor moze mie¢ pewien wpltyw na korelacje
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Algorytm Metropolisa — wersja wydajna (optymalna?)

* hamiltonian pojedynczego spinu
= *1
Ei - _J(Sleft + Sright + Stop + Sbottom)si o
=—J(nysy +n_s_)s; 9 ==l o ==l
ny, n_  -toliczba najblizszych sasiadow ze spinem +1 lub -1

liczba sasiadéw ustalona: ny+n_=4 — n_=4-—n4
* energia spinu s; zalezy od liczby sgsiadow ze spinem +1
E;,=—J(2ny —4)s;

1
ny = §(Sleft + Sright + Stop + Sbottom) + 2

e zmiana energii podczas obrotu spinu
EY = —J(2n, —4)s;

ErY = —J(2ny —4)(—1)s;

AE; = E}*" — B! = =2 hg"




* sprawdzmy jakie sg mozliwe wartosci AE i jaki majg wptyw na prawdopodobienstwo akceptacji obrotu spinu

Pacc — min{la eXp(_B AE)}

n. 0| 1 (2] 3 | 4

Ei(s; = +1) 47|27 0] —2J|-4J

AE(s; =+1— —1)|—8J|—4J|0| 4J | 8J
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ne |0[1]2] 3 | 4 ne| 0 | 1 |2/34
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* jesli zmiana jest energetycznie korzystna lub neutralna to spin obracamy zawsze

w celu okreslenia p..c w dwdéch pozostatych przypadkach wystarcza 2 wartosSci
- wyznaczamy je tylko raz dla danej temperatury

» dzieki tej analizie unikamy wyznaczania wartosci funkcji eksponencjalnej dla kazdego
sprawdzanego spinu (wyznaczenie wartosci exp() kosztuje) -



Algorytm kapieli cieplnej (heat-bath)

* w modelu Isinga spin moze byc¢ skierowany tylko do gory lub w dot — liczba stanéw 2

* obsadzenie stanu wigze sie z okreslong energig oddziatywania spinu z najblizszymi sasiadami

E;,=—J(2ny —4)s;

* prawdopodobienstwo obsadzenia stanu opisuje czynnik Boltzmanowski

. Y
W) =~ AATY
sj==%1 *

« w algorytmie kagpieli cieplnej aktualna konfiguracja spinowa sgsiadow definiuje lokalne warunki
termodynamiczne dla spinu s; - nowy kierunek spinu okreslamy w sposob losowy na podstawie
znajomosci dwustanowe] funkcji rozdziatu, informacja o poprzednim stanie jest nieistotna

B (2ny—4) (£1)
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* w algorytmie brakuje informacji o poprzednim stanie, zatem mozna oczekiwac,
ze efekty korelacyjne beda mniejsze niz dla algorytmu Metropolisa (zaleta)

* algorytm heat-bath jest mniej wydajny niz algorytm Metropolisa (wada)




Warunki brzegowe w modelu Isinga

metode MC mozemy uzy¢ w symulacji uktadu spinéw tylko o skoriczonym rozmiarze,
oczywiscie im wiekszy rozmiar uktadu tym wyniki powinny by¢ bardziej zblizone do rzeczywistych,
ale wigze sie to z wydtuzeniem czasu trwania symulacji (koszt nie moze przewyzszac zyskow)
dla uktadow o skonczonych rozmiarach istotny jest wptyw warunkéw brzegowych na rozwigzanie,
nieumiejetny ich dobér moze znieksztatci¢ otrzymany wynik,
- im mniejszy uktad tym wptyw warunkéw brzegowych staje sie silniejszy

Rodzaje WB w modelu Isinga:

« periodyczne: sgsiadem spinu na poczatku uktadu jest spin lezacy na drugim koncu i vice versa

* helikalne: to modyfikacja warunkow periodycznych poprzez przesuniecie tych sgsiadow wzdtuz brzegu

* swobodne: spiny na brzegu nie majg zewnetrzych sasiadéw (silny efekt rozmiarowy)

« sztywne/ustalone: kierunki spindw na brzegu sg ustalone i nie moga sie zmieni¢ w trakcie symulaciji
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Pseudokod dla modelu Isinga 2D, wyznaczamy: energie + ciepto wiasciwe + podatnos¢ magnetyczna

inicjalizacja: T, B,n, N =n?, Lje,
spin[][]=1.0 //spiny = +1 (cold start)
Moy =N //magnetyzacja * wybor stanu poczatkowego jest nieistotny,
Byt = —JN43 //polaryzacja spinowa ale dla spolaryzowanego uktadu fatwo
iter=0 okresli¢ energie

ED =0, E@ =0, MO =0, M@ =0
for (1=1; 1 <= Ljter; 14+4+)q
for(i=1; 1 <= n; i++){
for (j=1; j <= n; j++){
Spp = spinfi + pl[j + v (v =—1,0,+1)

E' = —Jsg,0 (s—1,0 + $1,0 + S0,-1 + 50,1) * pamietamy o periodycznych WB
Ernew — _Eold
Pace = min {6—ﬂ(E""“’—E°”), 1} « algorytm Metropolisa
U, ~U(0,1)
1f (Ul ‘<- pacc) {
spin [i][j]=-s0,

Mtot — Mtot — 2% 50,0
Eiot = Eyo — E° + EMev
B
iter+-+;
EOy =E,,, E@4 = E2,
MO 4 = My, M@ = M2,

}
}
E=fs, BP=52
C = B2 (ﬁ _E
M = M) W _ M2




Termalizacja

« w modelu Isinga wypadkowa magnetyzacja uktadu jest wypadkowa dwdch przeciwstawnych
czynnikéw: fluktuacji termicznych (entropia) oraz tendencji do zwiekszenia uporzadkowania
magnetycznego w celu minimalizacji energii

* nie wiemy wiec jaka konfiguracja bedzie dominujgca w temperaturze,
w ktorej prowadzimy symulacje MC

» zakfadajac pewna konfiguracje startowg (magnetyzacja), musimy zatozyC ze moze ona ulec
duzym zmianom w trakcie pierwszych iteracji — to etap termalizacji czyli dostosowywania
sie uktadu do narzuconych warunkéw termodynamicznych
* w MC proces termalizacji prowadzimy do momentu wstepnej stabilizacji parametru porzgdku (magnetyzaciji)
* natym etapie nie zbieramy danych z symulacji, gdyz uktad nie znajduje sie w rownowadze termodynamicznej
* ilosC czasu potrzebnego do wykonania termalizacji okreSlamy empirycznie wykonujgc serie testow
» dlugosc etapu termalizacji zaleze¢ moze od:

* temperatury (wptyw fluktuacji termicznych na obroty spinu)

* konfiguracji startowej: polaryzacja petna (cold), czeSciowa, brak polaryzacji (hot)

COLD: M = max




przyktad: termalizacja w warunkach niskiej i wysokiej temperatury

n =100, low T<T, n =100, high T>T,
10000 10000 . —T T
B=0.42 (COLD) ——
9000 1 9000 |- _
8000 . 8000 | i
7000 . 7000 | .
6000 . 6000 | _
= 5000 | = 5000 | .
4000 1 4000
3000 . 3000 f
2000 2000
1000 . 1000
0 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
tawosp X 107 (— i
* W niskiej temperaturze preferowane jest * W wysokiej temperaturze fluktuacje szybko
uporzadkowanie magnetyczne niszcza pierwotny porzadek

start od chaotycznego ustawienia spinéw
wymaga dtuzszej termalizacii

» start dla konfigracji spolaryzowanej
prowadzi do szybkiej termalizacji




Symulacje MC w fizyce statystycznej
Autokorelacja w modelu Isinga

* w modelu Isinga magnetyzacja, energia i inne wielkosci podelgajg fluktuacjom termicznym,
zatem dla wysokiej temperatury oczekujemy silnych fluktuacji i duzego prawdopodobienstwa obrocenia spinu

* jednak obnizajac temperature rosnie rola interakcji z najblizszymi sgsiadami,
ponizej temperatury krytycznej (Tc=2.269) preferowane jest réwnolegte (skorelowane) ustawienie spinow,
pojawiajg sie domeny magnetyczne a ich sredni rozmiar okresla dtugos¢ korelacji &
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» jakie sg efekty korelacyjne?
« prawdopodobienstwo odwrécenia spinu w srodku domeny jest mato prawdopodobne
« odwrocene kierunku spindw w domenie wymaga sukcesywnego odwracania spindéw
na jej brzegu np. ze wzgledu na (mate) fluktuacje termiczne i dgzenie do minimalizacji energii catkowitej
« odwrocenie wszystkich spindw zajmie tym wiecej czasu im wieksze sg domeny
« korelacja powoduje, ze wyniki gromadzone w trakcie symulacji nie sg niezalezne
« korelacja wynikow wptywa na wariancje a te uzywamy do wyznaczenia np..:
« ciepta wkasciwego
* podatnosci magnetycznej
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* w czasie symulacji pownnismy kontrolowac wielkosc efektéw korelacyjnych a doktadniej:

czas korelacji t
» efekty stajg sie najsilniejsze dla temperatur zblizonych do temperatury krytycznej T,
uktad staje sie sfrustrowany — tendencja do rownoczesnego chaotycznego i uporzgdkowanego

ustawienia spinéw jest bardzo silna co prowadzi do wydtuzenia czasu korelaciji

* w modelu Isinga wyznaczamy funkcje autokorelacji dla interesujgcych nas wielkoSci: magnetyzacji, energii etc.

 z funkcji autokorelacji (jej ksztattu) wyciggamy informacje o wielko$ci czasu korelacji

* dysponujgc czasem korelacji modyfikujemy wyrazenia zawierajgce wariancje




« funkcja autokorelacji dla magnetyzacji (dla innych wielkos¢ postepujemy analogicznie)

([M(t') — (M)][M(t +t) — (M)])y t' — usredniamy po wszystkich chwilach
Ry, (t) — <[M _ <M>]2> czasu t'<tmax-t
t — przesuniecie argumentéw

wartos¢ oczekiwang liczymy dla wszystkich chwil czasowych spetniajacych warunek
(tmax — Czas trwania symulaciji)

t' < tmasw —t
* w poczgtkowej czesci (mate t) R mozemy opisac przy pomocy funkcji eksponencjalnej

Ry (t) ~e = T — czas korelacji

Ry (27) =e 2~ 0.135

* jesli znamy czas korelacji T a liczba zebranych danych jest proporcjonalna do tmax
to mozemy oszacowac liczbe ,niezaleznych” danych dla magnetyzacji

_ tmaw

co prowadzi do warunku




» dysponujac funkcjg autokorelacji, czas korelacji wyznaczymy catkujac funkcje Rm(t)

— / Ry (£)dt ~ / o
0 0

wyznaczona w ten sposéb warto$¢ (ti) moze sie nieznacznie rozni¢ od wielkosci rzeczywistej ze
wzgledu na szum spowodowany skonczonym rozmiarem uktadu (efekt rozmiarowy)

RIGS

dt =1

e w poblizu temperatury krytycznej obserwuje sie wydtuzenie czasu korelacji
(czego skutkiem jest tzw. spowolnienie krytyczne) — kolejny efekt rozmiarowy

T~ L7, z = 2.1665 (dla magnetyzacji)

» wzrost czasu korelacji powoduje wydtuzenie czasu obliczeniowego (tceu)

d=1,2,3 (wymiarowos$¢ problemu)

L - rozmiar ukladu

T=0 — topy~ LY d =1,2,3 (efekt rozmiarowy)

740 — topy ~ L% L7 =L%* (efekt rozmiarowy + korelacja)

L=100 — topy=L?=10% toepy = L*'17" ~2.2-10°




Wyznaczanie funkcji autokorelacji

« pierwszy etap to zbieranie danych w kolejnych chwilach czasul/iteracjach (tsweep)

dane = {My, M1, Ms, ..., My} N — liczba iteracji sweep (tmax)

 dla zbioru danych wyznaczamy wartosci Srednie

1 1 N—-1-t
Rm(t) = 0'_2N——t Z (Mt’ - <M>0) (Mt’-l-t - <M>t)

1 N—-1-—t
o (M)e=§—3 2 M
M)y = —— / N
(Mo = 7— M;
t'=0
{Mo,Ml,MQ,. '7MN—t—17MN—t7 -aMN—l} {M07M17M27 7Mt7Mt—|—17° 7MN—1}




- zakres przetwarzanych danych: ¢ ~ 10%, N ~10°7°

* ze wzgledu na roznice skal mozna wyrazenie na funkcje autokorelacji mozna uproscic

| Nl

(M) = N Z My
#=0
| Nl

(M?) = N > M
/=0




Przyktad: funkcja autokorelacji magnetyzacji Rn i czas autokorelacji t

0.8

0.6

0.2

-0.2

n =100, B =0.42 (8. = 0.4407), start = HOT

start: HOT, B=0.42, n=100 start: HOT, B=0.42, n=100

. . . 100 : .
B=0.42, n=100 —— g B=0.42, n=100 —— 1
exp(-t/205) —— i exp(-t/205) —— ]
- 107 | e
1S
B - oc
- : 102 | J
I I ] 10'3 L
0 1000 2000 3000 4000 0 1000
t [sweep] t [sweep]

250

200

150

tau

100

50

jednostka ,,czasu” odpowiada jednokrotnemu przejsciu przez wszystkie spiny

w ukfadzie i probie zmiany ich kierunku: tsweep

funkcja autokorelacji maleje w poczatkowym zakresie w sposéb eksponencjalny,
do przebiegu funkcji mozna dopasowac krzywa exp(-t/t) i znalez¢ czas autokorelacji t
(lewy i sSrodkowy rysunek), druga mozliwos¢ do odczytanie maksimum wartosci

catki z funkcji autokorelacji Rn ( prawy rysunek)

wyznaczony czas autokorelacji: 1t =205

wartos¢ Rn nie maleje Scisle do zera, pojawiajg sie mate fluktuacje wynikajgce
ze skonczonych rozmiarow uktadu (wptyw brzegu na to co dzieje sie w Srodku)

start: HOT, B=0.42, n=100

B=0.42, n=100 ——
tau=205

0 1000

2000
t [sweep]

3000

4000




przyktad: funkcja autokorelacji magnetyzacji R, w niskiej i w wysokiej temperaturze

n =10, 20, 50, 100; 3 = 0.3/0.6 (8. = 0.4407), start = COLD/HOT

start: hot, B=0.3 (T=3.33), p=0.6 (T=1.67)
1 : .
B=0.6, n=10 ——
0.9 B=0.6, =20 —— 1
B=0.6, n=50 ——
0.8 I B=0.6, =100 ——
Ry f=0.3,n=10 - - - |
0.7 [} g=o.3, n=20 - - -
| =0.3,n=50 - - - _
0.6 |‘ B=0'3: n=100 - - -
& 05F \'\ |
04 \' i
A\
03 B \Y =
02 — \\\\\ .
0.1 B \\\“’_ - -
0 | ~ .‘:"F""-— -
0 5 10 15 20
t [sweep]

» jesli symulacja jest prowadzona w niskiej lub w wysokiej temperaturze,
z dala od temeperatury krytycznej Tc, wowczas czas autokorelcji ulega znacznej redukcji

e co wiecej przebieg funkcji autokorelacji staje sie w duzym stopniu niezalezny
od rozmiaru uktadu - znika efekt rozmiarowy

* w niskiej temperaturze dominuje tendencja zwiekszania magnetyzacii,
w wysokiej dominuje entropia i fluktuacje termiczne — brak uporzadkowania




Przyktad: wptyw temperatury na funkcje autokorelacji magnetyzacji R i czas korelacji t

start: COLD, n=50 start: HOT, n=50
1 T T T T T T T 500
n B=0.50 —— B=0.38 ——
: B=0.47 —— B=0.40 —— 450
0.8 b B=0.46 —— - B=041 ——
i B=045 - - - B=0.42 - - - 400 -
\ B=0.4407 - - - B=0.43 - - -
- | B=0.4407 - - - - 350 -
300
o 1 1 3 250
~ ~ 200 B
RN | 150 -
e TS T VO 100 |
50 -
-0.2 : ! ! - 0.2 L I I 1 0
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44 046 0.48 05
t [sweep] t [sweep] B

w niskiej i w wysokiej temperaturze czas korelacji jest maty
T gwattownie rosnie, gdy zblizamy sie do T. o 1-2 rzedy wielkosci
wzrost T nastepuje niezaleznie od rodzaju startu (COLD/HOT)

pojawia sie problem z wydajnoscig metody w otoczeniu T, ale jest to punkt przejscia fazowego (2 rzedu)
i wielkosci wyznaczane w otoczeniu T. sg najbardziej interesujace

szybki wzrost czasu autokorelacji staje sie problemem juz dla uktadéw o matych rozmiarach,
w ukfadach o duzych rozmiarach dodatkowym czynnikiem spowalniajgcym jest efekt rozmiarowy

whniosek: duzy uktad w temperaturze bliskiej Tc — krytyczne spowolnienie




przyktad: funkcja autokorelacji magnetyzacji Rm i czas korelacji dla (3. + efekt rozmiarowy
- krytyczne spowolnienie

tmaw = 20 - 106 [tsweep]

start: HOT, B=0.4407 5 start: HOT, B=0.4407
1 I I I 10 = I I I
=10 —— g . Ny
2=2o S : MC e w poblizu Tc zaleznos¢ 1
0.8 {* '\ ngg T (n)=0.11"n2 16 . od n opisywana jest
n=100 - - - 104 | . wyktadnikiem z:
T(n) ~n®, z=2.1665
o< 1 310%} .
T = m [ ] uzyskaliSmy zgodno$é
-l 102 L . z wynikiem analitycznym,
' : ] ale olbrzymim kosztem
(obliczeniowym)
-0.2 L - L 101 | I I 1
0 1000 2000 3000 4000 10 20 50 100 500
t [sweep] n

« zwiekszanie rozmiaru uktadu prowadzi do wzrostu 1 — efekt rozmiarowy

* juz dla n~50-100 problem autokorelacji staje sie istotny, liczba iteracji jakg trzeba wykonac
aby w sposob wiarygodny oszacowac T siega kilkudziesieciu milionéw

* jakiego T mozemy sie spodziewac dla duzego uktadu n~5007?
ile iteracji nalezatoby wykonac, aby uzyskac wiagrygodne (statystycznie) dane?

» dotarliSmy do kresu wydajnosci metody w podstawowej wersji
— konieczna jest zmiana strategii, aby unikna¢ krytycznego spowolnienia




Eliminacja wptywu korelacji - metoda blokowania (binning/blocking method)

dane = {Mo,Ml,MQ, . . .,MN}

 jesli znamy czas relaksacji T to zestaw danych N dzielimy na N, komoérek,
kazda komorka (bin) zawiera ny, kolejnych wynikow

N>2
ny = — T
b N,

 w kazdej komérce wyznaczamy warto$é $rednia z n, danych M,

« wartosci usrednione w komdérkach traktujemy jako niezalezne

dane usrednione w binach = { M7, M3, M2, ..., M} }

uzywamy ich do wyznaczenia wariancji

2 1 a Mb Mb 2 0-2 —i
Um—ﬁb;( i — >) (M) = N, — 1

. gdy nie znamy czasu korelacji:
dzielimy dane na zestaw n, przedziatéw i wyznaczamy WarlaanQ,
jesli dane z réznych binéw sg zalezne, to wartoS¢ wariancji jest zanizona
« sukcesywnie zmniejszamy liczbe przedziatow, kazdorazowo wyznaczajgc wartoS¢ warianciji,
gdy ta osiggnie maksymalng warto$¢ wéwczas zatrzymujemy dalszy podziat
— dane zgromadzone w r6znych binach sa niezalezne




Eliminacja wptyw korelacji - Jackknife method

« pierwszym krokiem jest podziat danych na Nb podprzedziatow — identycznie jak w metodzie blokowania

n mn n n
N b b b b

— — — —
~ ~ ~ ~ ~

* nastepnie tworzymy Ny, nowych zbiorow danych zawierajgcych N-(N/Np) usuwajac z
z pierowtnego zbioru kolejng paczke n, danych (puste kétka na rysunku)

bin 1 OO00 0000 0000 0000
bin 2 00O OCO00 0000 0000
bin3 0000 0000 OO0 0000

.

bin NV, 0 000 0000 0000 OOOO

« dla kazdego binu okreslamy warto$¢ Srednig
dane usrednione w binach = {M?, M2, MY, ..., M]l{,b}

* wyznaczamy wariancje dla tego zestawu (brak czynnika N, w mianowniku)
Ny )
2 b b 2 b\2
o = > (M) = (M")" = Ny (M) — (M")?)
i=1
* podobnie jak w metodzie blokowania, wartoS¢ wariancji wyznaczamy sukcesywnie zmieniajgc wartosc ny
az do osiggniecia stabilizacji wariancji -



Temperatura krytyczna — przejscie fazowe 2 rodzaju

* w przypadku uktadow ferromagnetycznych (J>0) materiat charakteryzuje temperatura Curie,
powyzej ktorej ferromagnetyzm znika

* w modelu Isinga réwniez pojawia sie temperatura krytyczna T., ktérej wartoS¢ uzalezniona jest
od wielkosci catki wymiany

jak wyznaczy¢ temperature krytyczng? ukiad staje sie
sfrustrowany
teoretycznie moglibySmy to zrobi¢ analizujgc zmiany magnetyzacji w funkcji temperatury
N=20? T=2.2 /
-400
1¢eo0000e00ese -450 |
-500 +
0.8 | -550 +
w -600 p
g 0.6 -650 |
=
1l -700
E 04 -750 |
-800 . L . .
02 | 100 1000 1000q . 100000 1x108 1x107
N=20° T=2.2
0 3 1 : :
. \ . L L . 0.8 |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 06 |
T 04
> 02}
T. dla modelu 2D i T - 2.2692 PO
. a modelu WYynosi = = 2. o2l
: ‘7 In(l+v?2) c oo
0.6
] ] N o ] ] ] 0.8 \/\/\/w J
jednakze w poblizu T. wyniki przestajg by¢ miarodajne, dlaczego? -

100 1000 10000 100000 1x108
iteration




* wyniki modelowania uktadu spinéw 2D (n=2, 4, 16, 24)

T > T, - uklad paramagnetyczny

temperatura krytyczna: T.=2.269
(wynik analityczny) T < T, - uklad ferromagnetyczny

magnetyzacja uktadu

ciepto wtasSciwe na spin N
M = S;
_ ()

e = == ((B?) — (B)?)

M=-N,-N+2,...,0,..., N—2.N

L,=10° N, T,=2.269 N=6x6, L;=10" N
2 | 2x2 0.25 T=2.0 —
4x4 T=3.0
16x16 — 02t _ T=5.0 — _
1.5 ¢ 24x24 —
=z 0.15 [
\> 1 L QE_ ™ 7
© 0.1+
0.5t | 0.05 | milnine ]
0 ! : ! 0 L , , . e
0 1 2 3 4 5 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
T magnetization

* widoczny jest efekt rozmiarowy « dla T<Tc uklad staje sie czesciowo spolaryzowany -



Symulacje wrostu domen magnetycznych w modelu Isinga

* w modelu Isinga temperatura i ,czas symulacji’ odgrywajq kluczowag role w ,dynamice” symulacji

* tendencja do rownolegtego ustawienia sie sgsiednich spindw ostabiana jest przez fluktuacje termiczne
- w wysokiej temperaturze silne fluktuacje (wysoka entropia) ograniczajg tworzenie sie obszarow magnetycznych
- W niskiej temperaturze, rola fluktuacji jest stabsza, jesli dlugosc korelacji zrowna sie z rozmiarem uktadu,
preferowana bedzie konfiguracja spinowa o0 maksymalnej polaryzacji

« aby unikng¢ powyzszych efektow i zaobserwowaé efekt tworzenia sie domen, konieczne jest wykonanie symulacji
z poczatkowsg konfiguracja chaotyczng (,goracy start”) oraz stopniowe schtadzenie uktadu w celu zamrozenia
koncowej konfiguracji spinowej
— liczba iteracji w niskiej temperaturze powinna by¢ znacznie mniejsza od czasu autokorelacii

Przyktad: symulacja uktadu spindw N=5002 dla r6znej szybkosci schtadzania
oraz algorytmow Metropolisa i heat-bath




Metropolis,
T=const dla 10 iteracji sweep
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Symulacje MC w fizyce statystycznej
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heat-bath,
T=const dla 10 iteracji sweep, AT=0.05
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Metropolis,
T=const dla 100 |terac1| sweep, AT=0.05

2

wysoka
polaryzacja

051152253
T

Symulacje MC w fizyce statystycznej

—

e

-0.5

-1

polaryzacja

<M>/N

N

polaryzacja

heat-bath,
T=const dla 100 |teraCJ| sweep AT=0.05

<E>/N
<M>/N

05115 2 25 3
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Symulacje MC w fizyce statystycznej

Metropolis, heat-bath,
T=const dla 1000 iteracji sweep, AT=0.05 T=

GRS

const dla 1000 itera

e

AT=0.05
e

527

cji sweep,

%l

— 2 g
<E>/N
<M>/N
1+t 1 0.5 1r
z - z -
A 0 0 2 wysoka A O £
v Vv polaryzacja V %
1 70.5 -1t 1-05
-2 : e -1 ) . _
0 051152 25 3 2 1
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