Wybrane aspekty podstaw
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki



Monte Carlo jest metodg stochastyczng, ktorej podstawg dziatania jest losowos$¢ opisana przez
rachunek prawdopodobienstwa i statystyke. Omowimy teraz podstawowe zagadnienia z obu tych dziatéw
matematyki, beda sie one przewija¢ w trakcie catego wyktadu.

Co nam bedzie potrzebne

» definicja prawdopodobienstwa i jego wtasnosci

* miara prawdopodobienstwa (funkcja gestosci prawdopodobienstwa, dystrybuanta)

* metody wyznaczania momentdéw i ich interpretacja
(warto$¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie standardowe)

* fundament metody MC: prawo wielkich liczb oraz centralne twierdzenie graniczne

* metody okreslania poziomu wiarygodnosci wyniku eksperymentu numerycznego
(przedziaty ufnosci, okreslanie minimalnej licznosci populacii)

Literatura

* M.H. Kalos, P.A. Whitlock ,Monte Carlo Methods”

* W.L. Dunn, J.K. Shultis ,Exploring Monte Carlo Methods”
* A. Haghighat ,Monte Carlo Methods for particle transport”



Zmienna losowa — to wynik zdarzenia losowego, ktory moze mie¢ wymiar

* liczbowy (wynik rzutu kostka, liczba zliczen w detektorze, warto$¢ zmiennej o rozktadzie ciagtym)
X €{1,2,3,4,5,6} X € [a,b]

 logiczny/binarny (losowanie bitow 0-1, prawda/fatsz, rzut monetg)

X €{0,1} X ¢ {prawda, falsz} =~ X € {orzel, reszka}

* nieliczbowy (losowanie karty z tali, kolorow), ale z mozliwos$cig przypisania
wynikowi unikatowej wartosci liczbowej (1,2,..)

Xemmmnm..! =  {1,23..}

X € {2%, 3&, 4%,...} =  {1,2,3,...,}

Zazwyczaj interpretacja pojedynczego wyniku zdarzenia losowego nie ma znaczenia.
Istotny (statystycznie) jest opis wyniku serii zdarzenh losowych, do tego wykorzystamy
narzedzia jakie daje nam statystyka - wnioskowanie na podstawie informacji zawartych
W generowanej przy uzyciu Monte Carlo prébce danych.



Zjawisko losowe - proces stochastyczny generujgcy ciag zmiennych losowych {Xi, Xz, Xs,...}, ktérych wartosci
nie mozemy przewidzieé, ale mozemy przypisac im okre$lone prawdopodobienstwo wystapienia {p1,pz,Ps,...}.

X1, Xo, X3,..., X, P{Xz}:pz
N ~~~
P1 b2 ps3 Pn
Prawdopodobieristwo p: iest granic ’ ) Uwaga: nalezy pamietac o réznicy pomiedzy tymi wielkoSciami
do kt6 p das Pi ] g a , l & . * prawdopodobientwo jest okreslone w sposéb Scisty (doktadny)
o tOI'.ej h 612)/_ asympt()tyczme CZQStOSC Nlm N — Di * czestos$¢ wystgpien to zmienna losowa i podlega pewnym fluktuacjom
wystgpien zmiennegj X; —C9 statystycznym
* réwnosc¢ tylko w granicy, ktérej nigdy na komputerze nie osiggniemy

« prawdopodobienstwo zdarzenia losowego ma okreslone wtasnosci
0<p <1 p; = 0= zdarzenie nigdy nie zajdzie
= Pi = p; = 1 = zdarzenie pewne

« prawdopodobienstwo otrzymania jakiegokolwiek wyniku losowego (normalizacja prawdopodobienstwa)

N
sz' =1
i—1

* prawdopodobienstwo zdarzenia losowego a prawdopodobienstwo jego braku
P{X;} =pi P{Xi} =1-pi

* prawdopodobienstwo wystgpienia dwoch zdarzen losowych

P{XZ /\Xj} < pi + p;
* dwa zdarzenia losowe wzajemnie sie wykluczajg gdy

P{XZ/\X]}:O P{XZ-\/Xj}zpi—ij



« prawdopodobienstwo tgczne wystapienia dwoéch zdarzen (pr. tgczne — ,joint probability”)
P{X;,X;} =pi; -wystapienie zdrzenia i-tego zalezy o wystapienia j-tego i vice versa

Pij = DiDj - zdarzenia niezalezne, kazde opisywane swoim prawdopobienstwem
niezaleznie od drugiego

przyktad:

zdarzenia niezalezne w rzucie kostka; zdarzenie zalezne w rzucie kostka:
suma dwdch wylosowanych liczb jest nieparzysta
- jesli pierwsza wylosowana jest parzysta

to druga musi by¢ nieparzysta i vice versa

wylosowanie ,2” oraz ,5”

* prawdopodobienstwo zredukowane (,marginal probability”) - p(i)

p(i) — prawdopodobienstwo zredukowane okresla wystapienie zdarzenia i-tego
nieazaleznie od wystgpienia innych zdarzeh majacych na nie wptyw
(zredukowalismy informacje o innych zdarzeniach — marginalizacja pozostatych zdarzen)

P = o B > r (522 ) =0t (5 ) = () = ri

Oczywiscie nadal obowigzuje warunek normalizacji prawdopodobienstwa
(wystapienie jakiegokolwiek zdarzenia jest pewne)

ZP(@) = Zszkz =1



* prawdopodobienstwo warunkowe (zalezne)
» okresSla prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzenia X;
pod warunkiem ze wczesniej wystgpito zdarzenie X

Dy * licznik okresla prawdopodobienstwo taczne X;i X;
L]

PU) = = : . , : .
( ’ ) Z L Dik * mianownik okresla catkowite prawdopodobienstwo
wystgpienia Xi
lub dla wiekszej liczby zdarzen:
p(j|7:17 i27 i37 ) Zn)
uwaga 1. Pij — Pji - toinformacja globalna o mozliwosci wystapienia dwoch zdarzen

(niezaleznie od kolejnosci — wiec uwzglednia wszystkie mozliwe wystgpienia obu zdarzen)
uwaga 2: w 0golnosci musimy zatozyc, ze
p(jle) # p(ilJ)
co wynika z definicji (mianowniki moga by¢ rézne)

. Dij Dij n Dij Dij
p(jli) = = — p(ilj) = S
L ik p(i) > wbik  pJ)

uwaga 3: jesli wystgpito zdarzenie Xi to wystgpienie dowolnego innego zdarzenia zaleznego Xj jest pewne
(rozszerzony warunek normalizacji)

gy Dij ijij _
ZP(J’Z) ; zj: >k Dik B >k Dik !

J



Dla ciggu dyskretnych zmiennych losowych i przypisanych im prawdopodobienstw
{Xl,XQ,...,Xn} — {P{Xl},P{XQ},,P{Xn}}

wielkosci istotne statystycznie to

* wartos$¢ oczekiwana (przecietna) zmiennej losowej _ ]
inne stosowane oznaczenie to

E(X>EZP{X:%}CU@'=ZP¢CU¢=M () = p

jesli zmienna losowa jest argumentem funkcji
9(xs) = gs

to wartosS¢ funkcji staje sie takze zmienng losowa (dokonujemy transformacji zmiennej)
I mozemy wyznaczyc jej wartos¢ oczekiwang

E(g(X)) = sz'g(xz')

przyktad: rzut kostkag
X; €{1,2,3,4,5,6}

g(z) = z*

E(g(x)) =7



Wiasnosci wartosci oczekiwanej

» funkcja stata g(gj) = const = C — <g(3’})> = ZPZC = Czpz =C

* rozdzielnos¢ wzgledem sumy
ay,ay = const, — (a191(X) + a292(X)) = a1{g1(X)) + az{g2(X))

 dla funkgciji liniowej

* n-ty moment zmiennej losowej
(X" =) piry, n=123,...
i

* n-ty moment centralny zmiennej losowej

(X —p)") = Zpi(a?@- — )", n=1,23,...



drugi moment centralny to wariancja i ma szczegolne znaczenie dla analizy wynikow

var{X} = (X — )?) = (X — (X))?) = (X = 2X (X) + (X)) = (X?) = 2(X)(X) + (X)?
~— =~

const const

= (X?) - (X)*
czesciej oznaczamy jg jako
o? = var{X}

miarg rozrzutu zmiennej losowej X wokot jej wartosci oczekiwanej jest odchylenie standardowe o

o= var{X}

W metodzie MC zawsze staramy minimalizowac odchylenie standardowe,
najprosciej: zwiekszajgc liczbe losowan/powtorzen,

lub bardziej roztropnie: modyfikujagc metode

(szczegoty w dalszej czesci wyktadu)

Identycznie mozemy okresli¢ wariancje zmiennej zdefiniowane jako funkcja,
ktorej argumentem jest zmienna losowa

var{g(X)} = ((9(X) — (9(X)))*) = {¢*(X)) — {9(X))"



Elementy pojedynczego ciggu zmiennych losowych {Xi} mozemy wykorzysta¢ do wyznaczenia wartosci dwoch funkcji

91(x) # ga(x)

Uwaga:
« wartosci obu funkcji beda losowe ale moga byc od siebie zalezne — bo korzystamy z tego samego ciggu argumentow

» wartosci {g:(X)} oraz {g.(Y)} bylyby niezalezne gdybysmy je utworzyli z dwdch rozdzielnych ciggéw {Xi} oraz {Y}

(a191(X) + a292(Y)) = a1(g1(X)) + az(g2(Y))

Z definicji wartosci oczekiwanej wynika

niezaleznie od tego czy oba ciggi {X} sa identyczne czy rézne.

Policzmy wariancje sumy (wariancja jest operacjg nieliniowa)

var{a1g1(X) + a2g2(Y)} = ajvar{gi(X)} + azvar{ga(Y)} + 2a1a2(g1(X)g2(Y)) — 2a1a2(g1(X)){g2(Y))

widzimy zedia {X} #{Y} = (q1(X)g2(Y)) = (g1(X))(g2(Y))

var{a1g1(X) + azg2(Y)} = ajvar{gi(X)} + azvar{gs(Y)}

ale dla {X}={Y} dwa ostatnie wyrazy nie kasujg sie - dwa ostatnie wyrazy sg miarg niezaleznosci/zaleznosci obu zmiennych

losowych
(XY) = Z sz'jﬂ?z‘yj
J

)

dla zmiennych niezaleznych dostajemy warunek

Pij = Da,i * Dy.j — (XY) = E Da,iTi E Py.iYi = (X)(Y)
7 J
10



* miarg (nieunormowang) stopnia zaleznosci zmiennych jest kowariancja
cov{X,Y} = (XY) — (X)(Y)
cov{X, Y} =0 — {X},{Y} — zmienne niezalezne

cov{ X, X} = var{X}

uwaga: zerowa kowariancja nie gwarantuje niezaleznosci obu zmiennych
przyktad:
X e{-1,0,1}, Y = X2

(X) =0, (Y) — nieistotne

(XY)=(X3) =0 - bo wkiady od wartosci dodatnich i ujemnych kasujg sie

. o * aprzeciez Y jest funkcja X,
cov{X,Y} = (XY) = (X){Y) =0 * wynik moze prowadzic¢ do btednej interpretacji (riezalezresEX+Y)
* Zrodiem problemu jest w tym przypadku
symetria ciggu i wzoru cov()

* unormowang miarg stopnia zaleznosci/korelacji zmiennych jest wspoétczynnik korelacji
cov{X,Y}

Vvar{ X lvar{Y'}’

uwaga: poniewaz kowariancja moze dawac ujemny wktad do wariancji sumy dwéch zmiennych losowych,

mozna ten fakt wykorzysta¢ w metodzie Monte Carlo do redukcji btedu (niepewnosci) wyniku
— metoda zmiennych antytetycznych

r(X,Y) = r(X,Y) e[-1,1]

11



Rozktad Bernoulliego

Rozktad Bernoulliego opisuje proces, ktorego wynik moze przyjmowac jedynie dwie wartosci
(np.: rzut monety, przejscie czastki przez tarcze)

X €{0,1} (X € {a,b})
obu zmiennym mozemy przypisac¢ prawdopodobienstwo wylosowania
P{0}=1-p=q, P{l}=p, pt+qg=1

wowczas rozktad prawdopodobienstwa opisuje

pr(n)=p"(1—p)*~ ",  n=0,1

Warto$¢ oczekiwana zmiennej <X> = (1 - p) 0+p-1=p
(pierwszy moment)
drugi moment <X2> =D
wariancja var{X} = (X*) —(X)* =p—p* =p(1 - p)

Ré6znica pomiedzy prawdopodobienstwem wylosowania zmiennej a rozkladem prawdopodobieistwa

« prawdopodobienstwo wylosowania oznacza jak czesto pojawi sie w wyniku
dana zmienna losowa, gdy liczba loswan bedzie dgzyta do o,
dotyczy tylko tej jednej zmiennej (bardzo ograniczona informacja)
i stanowi tylko wycinek informacji o rozktadzie

» rozklad prawdopodobienstwa okre$la prawdopodobienstwo wylosowania dowolnej zmiennej,
zawiera peing informacje o rozktadzie

» zrozktadu prawdopodobienstwa mozemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania dowolnej zmiennej,

informacje o pozostatych zmiennych musimy zmarginalizowaél/zredukowaé 12



Rozktad dwumianowy — bazuje na rozktadzie Bernoulliego

wartosci zmienej: X €{0,1} 0 - porazka (reszka), 1 - sukces (orzef)

rozktad prawdopodobienstwa: P{Xo} —qg=1-np, P{Xl} = p, P{XO} + P{Xl} =1

(X)=p (X?)=p wvar{X}=(X*)—(X)?=p—p°=p(1—0p)

Definiujemy nowg zmienng losowg Y = Z ){i7 Y € {()) 1, 2, e N}  czyliw cia}Lgu N le\ilen)rwgh
- mamy n ,1” oraz (N-n) ,0”

Dyskretny rozktad prawdopodobienstwa nowej zmiennej - rozktad dwumianowy

P{Y = n} — n(l — )N—" * njedynek wiec reszta ciggu to (N-n) zer
p p A
n e dlaczego pojawit sie tu symbol Newtona?

zobaczmy mozliwe realizacje dla krotkiego ciggu (N,n)=(4,2) /
4
{0,0,1,1}, {o,1,0,1}, {1,0,0,1}, {1,0,1,0}, <{1,1,0,0}, {O,1,1,0} (2)2

kazdy z tych ciagow jest inny - rozréinialny I musimy ten fakt uwzglednicé
wartos¢ oczekiwana zmiennej Y Z ynp{y } Z ( ) 1 _ )N—n

kazda zmienna w sumie jest N
niezalezna o identycznej —> Z Z _ N
1=0

wartosci oczekiwanej

13



podobnie liczymy wariancje pamietajgc, ze zmienne X; tworzgce ciag {Xi, Xa,... }
sg niezalezne (z definicji to suma wariancji)
N

var{Y'} = (Y — Np)?) = Zvar{Xi} = ;p(l —p) = Np(1l —p)

=1 "7 Bernoull:

Przyktadowy rozktad prawdopodobienstwa dla Bin(N,p)

Bin(N,p)

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

| ® Bin(20,0.1) ® Bin(20,0.5)|

Poniewaz wartos¢ oczekiwana to <Y>=Np wiec maksimum rozktadu lokalizuje sie w jej bezposrednim otoczeniu.

14



Rozktad geometryczny

* przyjmujemy jak w rozktadzie dwumianowym X € {0,1}, P{Xo}=¢q, P{Xi}=p, qg+p=1

* generujemy ciagi w ktérych (n-1) pierwszych zmiennych to ,,0” a n-ta zmienna to ,1”
- wtedy kornczymy generowanie ciggu

Y, = {0,0,0,...,1}

* prawdopodobienstwo wygenerowania ciggu o dtugosci n

P{Y =n} =q" !p, n=123,...

« warto$¢ oczekiwana
(korzystamy z tozsamosci)

- n—1 p 1 > 1 1
= nq P= """ = — > n—1 = = ——
; (1-a* p ;m T W (;}“’J (1—3;-) (1= 2)2

+ drugi moment zmiennej X i

oo
_ 2 1
Z n2 " 129 Z n(n —1)q 'qp + ng"” 1p) — (—2 - —) - tu szereg rézniczkujemy
n=1 p p dwukrotnie

e wariancja zmiennej X

var{X} = (X?) — (X)? =

15



Przyktadowy rozktad geometryczny G(p)

Geom(p)

0.79
0.6+
0.5®

0.4

0.2

0.1 o ;

. 8o,

0. '.!!;:.I.....'

2 4 6 8 10 12 14
n

| ® Geom(0.1) ® Geom(0.5) ® Geom(0.7)|

* jesli prawdopopodobienstwo sukcesu jest mate to musimy generowac diugie ciagi aby osiggngc sukces

* im wyzsze p tym krotsze (statystycznie) beda generowane ciggi

16



Rozktad Poissona
Rozktad ten opisuje zdarzenia o bardzo matym prawdopodobienstwie sukcesu (p«1).

przykiad: liczba rejestrowanych rozpadow promieniotworczych w réwnych przedziatach czasu
dla materialu mato aktywnego (pojedyncze impulsy)

Punktem wyjsScia jest rozktad dwumianowy z warunkami

N>>1, n<<N, p<<l, <p:%>
~N"
N o (N=D(N=2)...(N—=n—+1) /m\» A N—n
o= ()ra-pr ) 0-%)
pin = ()= ) (-
N (m)” (1 m)N—n
T ol \N N
m™ m\ N m\ "1
SHGHNEE
n! ( N N
rozwiniecie w szereg Taylora funkcji eksponencjalnej
N
N
N
m 1 m 1 m\ N
e ) =@ ] <R

17



Drugi wyraz zapisujemy w jawnej postaci zaktadamy:
my\ —" 1 1 N
(1 B N) T 1-m)t T pm oy neDme Cmyr 1 Z’m :
N NNt T N et A N<<1
uwzgledniajgc oba wyniki dostajemy wyrazenie definiujgce rozktad Poissona
mn
pr(n) = _'e_m - m to parametr rozktadu
n!
* wartosc¢ oczekiwana rozktadu
N N n N—-1
(n) =m ( >—Z (n)n—Z—e_mn—me_mZm—Nme_mem—m
A B KT B
n=0 n=1 k=0
e drugi moment
N N n N n—1
2 Z (n) n? Z e "% =me " Z m n
n = = —_— =
2 2 < b n! (n—1)!
N mk ,
= me mzﬂ(k—l—l) =me "(m+1)e™ =m”+m
k=0

* wariancja rozktadu Poissona

18



Dystrybuanta F(x) i funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x) rozkitadu

Dla rozktadu dyskretnego definiowaliSmy

XE{X17X27'°'7X?%} P{Xl}:pl

mozemy zatem okresli¢ prawdopodobienstwo wylosowania zmiennej z podzbioru
k
i=1

funkcje okreslajgcg tak skumulowane prawdopodobienstwo nazywamy dystrybuanta rozktadu

F(zp) = P{X < Xk,}; v f’(azk) = P(X < xp)

N 7

Ve

dyskretny ciagly
wiasnosci dystrybuanty
F(x) € [0,1] - unormowana do 1

F(x+6x) > F(zx), déx > 0 -niemalejaca (i nieujemna)

oD F0) =0 F(a) =0
xe(—oo,oo):>{ Tl F@) = 1 xE[a,b]:{ F(b) = 1

z definicji dystrybuanty wynika tez

x9 >x1 = P < X <29)=P(X <129) — P(X <21) = F(x3) — F(z1)

19



Dla zmiennej losowej o rozktadzie ciggtym

X € la,b] V X € (—o00, )

ostatnia wtasnos¢ pozwala obliczy¢ zmiane prawdopodobienstwa w niewielkim wycinku przestrzeni  (x,x+dx)
P X<z+Azx)—P(X<z)=F(x+ Az) — F(x) = AF(x) [/ Ax

. AF . Flx+Azx)—-F(z) dF
— — — >
AR T A Az @ =0

Pochodna dystrybuanty okres$la lokalng gestos¢ prawdopodobienstwa, natomiast
zaleznosc funkcyjng f(x) nazywamy funkcja gestosci prawdopodobienstwa

Obie wielkosci sg powigzane wiec mozemy wyznaczy¢ F(x) z f(x)

dF

Tl = ar=f@ar = [dar=Fa) = [

F(zy) = 7f(5’5)d3?

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa jednoznacznie definiuje rozklad prawdopodobienstwa
oraz sposob jego wyznaczania (dystrybuanta) dlatego stanowi miare prawdopodobienstwa.

20



W rozktadzie dyskretnym catka zastepowana jest suma, a ciggta funkcja f(x) dyskretnymi wartoSciami p;
lub mozemy sie postuzy¢ funkcjg delta Diraca

fz) = 25(1’ — ;) i

wowczas mozemy wykonac¢ catkowanie

F(xy) = / f(x)dx = Zpi / d(x — x;)dx = Zpi
e i i<k
Wiasnosci fgp
* jest nieujemna
dFF  dP
f(x) = = = dP(z) = f(x)dr = f(x) >0, x € (—00,00)

* jest unormowana
lim (F(zy) — F(—a)) = / F@)dz = 1

T —>00

» wartosci f(x) moga by¢ nieograniczone (przyktad: delta Diraca)

21



Mozemy tez definiowac wielowymiarowe zmienne losowe (wektory losowe)

—

X =[X1,Xs,...,X,] X € lag, b

i dla takich zmiennych wielowmiarowych okreslac¢ fgp z warunkiem normalizacji

by by
f(@) = f(x1,22,...,2,) >0 — /dwl.../d:cnf(:cl,xg,...,xn):1

0.4+
r?(zkk’fad rozktad 0.25
SKOKOwy 0.3 nieograniczony -~
re[l,7] o2 z € (—00,00) py(y 0153
0.10
0.1
0.051
0-. T T T T T
0 2 4 6 8 10 0-
X
X
1_
0.8
0.6+
F(x) F2(x)
0.4-
0.2-
T T O-I 1 T T L T
8 10 -5 0 5 10 15
X X
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« warto$¢ oczekiwana (pierwszy moment) zmiennej losowej o rozktadzie ciggtym

B(X) = (X) = / 2dF(z) = / 2 f(z)dz
e drugi moment
BE(X?) = (X?) = / 22 f(x)dx

e wariancja

var{X} = B((X — B(X))?) = E(X?) - B(X)* = (X?) — (X)?

23



Przyktadowe rozktady
prawdopodobienstwa

f(z) = de™=

x € [0,00)

f(@) = =i

x € (—00,00)

uniform

0.61
0.44

0.2

X

exponential

0.8
0.6
0.4

0.2

0.121
0.107
0.087
0.061
0.041
0.02-

0.059

0.04

0.031

0.021

0.014

0
X
Cauchy

0.81

F(x)

0.4

0.24

Flz)y=1—e? 1
0.8

F(x)

0.4

0.24

uniform

X

exponential

P@) =4 |1 -erf(455)]

0.8

0.6

F(x)

0.44
0.2

0_

F(z) = 5+ ztan™ (3) |

[

Cauchy

(X) =p
var{X} = o?
(X) =7
var{X} = oo
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Rozkiad beta - dwuparametryczny

"Beta" (o, B)
r@ 11 — x)P~1 37
f(xvaaﬁ): B(a B)
2_
F(&)F(ﬁ) f(x) 1 :gg:gio.s)

B — NN —

(0475) F(a ‘|‘5) beta Eulera N =
['(x) - gamma Eulera N

0 02 04 06 08 E

* Rozkiad dzieki mozliwosci manipulacji dwoma parametrami jest bardzo elastyczny
- mozemy dopasowac jego ksztalt do potrzeb symulacji Monte Carlo.

» Zakres jest ograniczony do [0,1] tylko pozornie. Rozkiad mozemy przesunac
i/lub rozciggnac/scisng¢ wykonujgc transformacje liniowg

y:ax—i—b — T = ye[b’b+a]

b — przesuniecie
a — skalowanie dtugosci przedziatu
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Wartos¢ funkcji jako zmienna losowa

Wiemy, ze funkcja ktorej argumentem jest zmienna losowa tez staje sie zmienng losowa.
Jak w takim przypadku wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang?

y = y(z) — Y = y(X)

zastosujmy Scistg definicje wartosci oczekiwanej zmiennej Y

o0

E(Y) = / yfy(y)dy

— o0

pojawit sie problem - nie znamy (zazwyczaj) funkcji gestosci prawdopodbienstwa f,(y)
Jy (y) =7

to czesty przypadek w symulacjach MC i musimy zastanowic sie nad rozwigzaniem tego problemu
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1-przypadek: funkcja niemalejgca 2-przypadek: funkcja nierosngca
[ }((X}
L’
) Xg”' X r XE—‘!' .

X<z <<= yX) <y y(X) < y(x)
wobec tego oczekujemy spetnienia relacji

P(y(X)=Y <y) = P(X <) Pl(X)=Y <y)=PX z2z)=1-P(X <x)

F,(y) = Fy(x) Fy(y) =1 - Fp(x)

d
fy(y) ji/; = fz(2) fy(y)ﬁ = —fu(2)
dz  d
W)= L@ > ) = —f@E, W

Oba przypadki mozemy wyrazi¢ za pomoca wyrazenia

d —1
A B

fy(y) — fx(x) i
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-1
Warunek

d
IS0

alternatywnie mozemy tez zapisaé
fyWdyl = [fa(x)dz| = fy(y)ldy| = fa(x)|dz|

Catkujac obie fgp zaktadamy, ze dx = |dz|, dy = |dy|

dy

BY) = [uhdy= [ v@) 5@ |2 dy= [ v @

— o — 00 — 0o

e pierwszy moment zmiennej Y

B(Y) = (V) = [ yo) fulo)is
* drugi moment zmiennej Y h
BY?) = () = [ @) fula)de

e wariancja zmiennej Y

E((Y - E(Y))*)=E(Y?) - [EY)] = (Y?) — (V)
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Przyktad transformacji fgp — rozktad Cauchy-ego

4 1
= — : € (0,1
fol)= 1o we(0.1)
definiujemy funkcje y(x) i nowg zmienng losowg 1
y(.I) — 57 (NS (1700)
dy 1 2
dz 22 Y
4 1 1 4 1
= — — == : € (1,00
fy(y) | T (y_1)2 yg 1 T y2 Y ( )
uzyskaliSmy podobng zaleznosc funkcyjnag, ale to przypadek
Przyktad transformacji fgp - rozktad normalny N(0,1)
1 x?
2\ T) = exp| ——=1, Tr € —00,00
fx(2) Noraa ( 5 )
wykonujemy transformacje liniowag
y(x) =ocx+p — ="t
o
y—p\ 1 1 (y — 1)’
= — = e -, € (—00,00
fy(y) fw ( o ) o 0_\/% Xp( 20_2 y ( )

otrzymali$my rozktad normalnyo innych paramaterach NV (,u, 0)
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Przyktad transformacji fgp - rozktad jednorodny U(0,1) — przypadek 1

fz(x) =1, x€]0,1]

y(x) =2a" — r =y

14 ye(0,1) <= n>0
’ ye (l,oo) <= n<0

* rozkiad f, moze mie¢ osobliwos¢, np.: dla n > 1, ale nadal jest catkowalny

n=2=fy(y)=% E(Y)=/0 :e/J"}y(y)dy=/0 %\/@dy=é

Przyktad transformacji fgp - rozktad jednorodny U(0,1) — przypadek 2

fe(z) =1, x€]0,1]
y(x) = —In(x) — r=e Y, y € (0,00)

—1
@ :x:e_y

fy(y) — fx($> dx

To bedzie jeden ze sposobow generowania zmiennej o rozktadzie eksponencjalnym
- wyktad: generatory liczb pseudolosowych.

30



Rozktad zmiennej losowej w dwéch wymiarach
Rozklad dwuwymiarowy definiujemy za pomoca dystrybuanty rozkiadu

F(z,y) = P(X <2,Y <y)
o funkcji gestosci prawdopodobienstwa

0°F(,y)
0x0y

f(aj?y) —

* n-ty moment zmiennej losowe] X (Y analogicznie) oraz jej wariancja

E(X™) =(X"™) / / (z,y)dxdy var{X} = (X?) — (X)?
* kowariancja cov(X, Y) i wspoétczynnik korelacji liczymy z definicji

cov(X,Y)
Vvar{X }var{Y}

cov(X,Y) = (XY) — (X)(YV) Tcorr =

* dowolna funkcja g(x,y) jest nowg zmienng losowg 0 n-tym momencie

g=g(ry) =  E(gX.V)") = (g(X.Y)" //"xyuwwmw

var{G} = (G*) = (G)*, G =g(X)Y)
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* rozktad mozemy zredukowac tj. usungc¢ informacje o jednej zmiennej np. Y

F(z) = P(X <x) = i /Oof(x',y)dfv’dy = j fo(@)da'

—_ 00 —&0

w ten sposob otrzymaliSmy zredukowang fgp — tylko da zmiennej X

wykorzystajmy jg do innego sformutowania fgp

0

oy = T2

fa ()

Fe.y) = Oof(fv,y)
J fzy)dy Zo

fa(@) = f(ylz) fo(z)

fgp rozkiadu jest iloczynem dwaoch rozktadow jednowymiarowych

flx,y) = fylz) fe(x)

* rozktadu warunkowego * rozkfadu zredukowanego
f(z,y) i
flylw) = Lz :/ z,y)d
RS fol@) = | flxu)dy
— 00

Taka separacja daje korzysci wéwczas, gdy konieczne staje sie losowanie zmiennych X iY z fgp f(x,y),
woweczas losujemy najpierw X z rozktadu fx a nastepnie Y z rozktadu warunkowego.
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Przyktad generowania zmienej losowej z rozktadu f(x,y) przy pomocy
rozktadu zredukowanego f, i rozktadu warunkowego f(y|x)

2) dla ustalonego X, z rozktadu

AY warunkowego losujemy Y
3) punkt (X,Y) 5 v

wylosowany
> 1(y1X)

z rozktadu f(x,y)
f(z,y)

1) dla rozktadu zredukowanego losujemy zmienng X
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Teraz przejdziemy do omowienia dwoch twierdzen bedgcych fundamentem metody Monte Carlo

e prawa wielkich liczb

* centralnego twierdzenia granicznego (CTG)
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Staba forma prawa wielkich liczb

Rozwazamy cigg N zmiennych losowych

{X]_,X2,...,XN}

nieskorelowanych

o2 (X, + X,) = gg(i i ggcj N (X; X)) = (Xi)(X) — cov(X;, X;) =0

Oznaczmy wartosS¢ oczekiwang zmiennej losowej jako
= (X) = E(X)

jej estymatorem dla prébki N liczb jest Srednia arytmetyczna
1 N

X== Zl X;
1=

Zgodnie ze stabym sformutowaniem prawa wielkich liczb relacja pomiedzy nimi jest nastepujgca

N lim P{|X —p|>e} =0
6>0N—>oo

* rdznica miedzy wartoscig oczekiwang a srednig arytmetyczng znika w granicy nieskonczonego N

» dla skonczonych, ale duzych N réznica ta moze by¢ jednak duza, co wynika z faktu ze
O< P<<l1

* mate P oznacza tylko tyle, ze takich przypadkow bedzie ,niewiele” — ile?

tego nie wiemy bo zaktadamy, ze N jest duze
35



Dowdd twierdzenia
zaktadamy, ze zmienna losowa X ma rozktad opisany f(x) oraz skonczone wartosci y i 2
definujemy nowg zmienng losowa (nieujemna) i liczbe dodatniag

g=g(x) >0, w € R, w >0

« warto$¢ oczekiwana g(x)

o0

wen= [o@i@ar= | g@fees | g

— o0

> x)f(x)dx > wif(x)de = w P{g(x) > w
> /{x:g(@zw}m ) f(x)dz > / f() {o(z) > w}

{z:g(z) 2w}

(9(z)) > w P{g(x) > w}—»  P{g(x)>w} < (g(z))

g(x) i w przyjmujemy w postaci g(x) = (:1; — ,u)2 w = )\202

P{(z 1) 2 X0} = Plle — | 2 2o} < LoD _ L

we wzorze wystepuje zmienna losowa x - musimy jg zastgpi¢ Srednig arytmetyczna (twierdzenie)

Srednia arytmetyczna jest usredniong sumag zmiennych losowych wiec sama jest zmienng losowg
- jakg ma wartosc¢ oczekiwang i wariancje?
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* wartos¢ oczekiwana $redniej arytmetycznej (zaktadamy, ze zmienne majg identyczny rozktad: =g )

1 1 1 N
— <N ;$z> = Z(z@) =~ ;,UJZ- = W,u = -jestidentyczna jak zmiennej X

1

« wariancja sredniej arytmetycznej

2 92 _\2 1 1 1 1
o {im ) (i

1
= o | St + 30 o) - e - S el
i (T ) T
1
) Z(< +ZZ zix;) — (i) (2;))
i ! O’,L.2 I7 cov(a::xj) =0
1 2
- Y
¢ 1 No o2
agszJE Nz S N (0; =0)
Otrzymalismy wynik, ktéry nalezy zapamietaé o2 o
—\ 2 9 L
« ze wzgledu na interpretacje wyniku MC z) = %= N oz N

* stanowig czes¢é dowodu dla CTG
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We wzorze okres$lajgcym prawdopodobienstwo

P{lz — | > Ao} < “”};jé)% =

podstawiamy kolejno

(1) x — Z (2) 0 — o2 (3) Aoz =€ (4) L :Jf%: o
’ v v A2 2 Ne?
o2 * w granicy N->c0 prawa strona dgzy do zera
P{]a‘: _ ,U| > 6} < * tempo zbieznosSci jest odwrotnie proporcjonalne do N
o — Ne2 co jest charakterystyczne dla metody Monte Carlo
* istotna jest tez wartoS¢ wariancji rozktadu zmiennej X

warunek ten mozemy tez zapisac¢ w postaci alternatywnej

0_2

P{lz —pl<ey=1- = o? to wariancja zmiennej losowej X
€

» W tej postaci prawo wielkich liczb wyraza zbiezno$¢ wartosci Sredniej do wartosci oczekiwanej dla dowolnego €>0
* wynik istotny dla MC bo zawiera jawng relacje pomiedzy wariancjg a liczbg losowan N

» wielkoS¢ £ wyraza nasze oczekiwania co do spodziewanej (P<1 nie daje pewnosci) maksymalnej roznicy
wartosci Sredniej i oczekiwanej

* w praktyce £ i o sg ze sobg powigzane, bo w MC to wariancja jest istotna (mozemy ja na biezgco kontrolowac)

1
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» twierdzenie mozemy wkorzysta¢ do szacowania wartosci N dla zadanego przedziatu ufnosci

Przyktad. Wyznaczyé minimalne N spetniajgce warunki

(1) P(lz—p| <e)=p=0.99
(2) € =0.10, eo = 0.0010

0'2 0'2
P(lz—plze)<s w7 =  PllE-pl<e=p=1l-—+73
0'2 0'2
Ny = —— _ — = 10*
T (1-pe  0.01-0.0102
2 2
Ny =2 i ~ 108

(1—p)e2  0.01-10 652

» 7adajac duzej doktadnosci wyniku musimy przeprowadzi¢ duzg liczbe losowan/powtérzen w MC
a to jest czasochtonne

e czy istnieje rozwigzanie tego problemu?
w pewnych przypadkach tak — nalezy zmodyfikowac¢ algorytm MC by zmniejszy¢ wariancje 100 razy,
wowczas pierwszy warunek bedzie odpowiadat drugiemu, ale dla znacznie mniejszego N

(wyktad z catkowania MC — metody redukcji wariancji)
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Centralne twierdzenie graniczne

Dla zbioru N niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach opisywanych fgp fi(x), warto$ciach wkasnych p,
oraz wariancjach g, ich warto$¢ srednia jest zmiennq losowag

a 1
N
i=1
0 ponizszych wtasnosciach

N
(1) warto$¢ oczekiwana zmiennej ( > = % Z

(1) i (2) udowodniliSmy przy omawianiu
prawa wielkich liczb

1
N?

(2) wariancja zmiennej o

KN

M-
o

(3) dla N— rozktad zmiennej losowej - wartosci Sredniej dgzy do rozkladu normalnego
0 wartosci oczekiwanej i wariancji tej zmiennej

dm 30 = e [E

przeprowadzajgc eksperyment MC wielokrotnie dostaniemy wartosci Srednie, ktére sg zmiennymi losowymi
wartosci srednie maja rozktad normalny

wiemy jak minimalizowac wariancje wartosci Sredniej — wystarczy zwiekszac liczbe losowan

wynik MC ma zatem jednoznaczng interpretacje — okreslony rozktad wyniku i sposéb minimalizacji wariancji
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