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Generatory liczb pseudolosowych

Generatory mozemy podzieli¢ na: fizyczne i komputerowe

Generatory fizyczne:

wykorzystujg zjawiska fizyczne jak szum aparatury elektronicznej, rozpad jadrowy itp.
zalety: generujg rzeczywiste ciagi liczb losowych (oczekiwany przez nas brak przewidywalnosci wyniku)

wady:
a) wymagaja ciagtej obstugi/kalibracji (wptyw temperatury, wilgotnosci, czas — zanik radionuklidu)
b) konieczne jest przechowywanie duzej liczby stablicowanych wartosci
c) generujg zmienne losowe tylko dla jednego typu rozktadu

Generatory komputerowe:

dziatanie oparte na wykorzystaniu algorytméw numerycznych

zalety: tatwosc¢ obstugi, dostepno$¢ generatorow dla dowolnego rozktadu prawdopodobieristwa,
bardzo wydajne/ekonomiczne w uzyciu, powtarzalnos¢ generowanych ciggow
(wazne w testowaniu oprogramowania)

wady:
a) generowane liczby to liczby pseudolosowe, a nie losowe
— znajac algorytm mozemy przewidzieC kolejne elementy ciggu, brak losowosci
b) generowany ciag liczb ma rozktad dyskretny, a nie ciggty
c) inne — ktére mozna zminimalizowac stosujgc inny algorytm

wymienione wady generatorow komputerowych sg mato istotne z praktycznego punktu widzenia,
natomiast korzysci sg nie do przecenienia.



Arytmetyka modulo

Sktadnikiem generatora o dowolnym rozktadzie prawdopodobienstwa jest zawsze
generator o rozktadzie jednorodnym, te z kolei wykorzystujg arytmetyke dzielenia modulo

Liczba a jest kongruentna do b modulo m jesli

Przyktad liczb kongruentnych:

[azb mod m, O§a<m]
a=5, b=14 modulo 3 (k=3)

b — .
ma =k (liczba caltkowita) ale takze

co odpowiada relacji
a=14, b=5 modulo 3 (k=-3)
wiasnosci (relacje rownowaznosci)

* symetria a=b modm = b=a modm
« zwrotno$é a=a modm

* przechodno$é a=b modm A b=c modm = a=c modm

Inny sposéb wyrazenia kongruencji (wyznaczania liczby kongruentnej modulo m)

a=b modm=>b- {3‘ m | arg | — najwieksza liczba calkowita < arg
m

woweczas zakres liczby a zostaje ograniczony przez m

a<brha<m

te wlasno$¢é wykorzystujemy w generatorach liczb pseudolosowych



Generatory kongruencyjne dzielg sie na: liniowe i nieliniowe.

Generatory nieliniowe — majg dobre wlasnosci statystyczne (np. liczby nie ukfadajg sie nia hiperpowierzchniach),
ale wykorzystujg mechanizm wyznaczania liczby odwrotnej modulo m co jest mato wydajne
(np.: generator Eichenauera-Hermanna). W typowych zastosowania raczej rzadko wykorzystywane.

Generatory liniowe — przede wszystkim szybkie, dobierajgc odpowiednie parametry generatora mozna tez
uzyskac dobre wtasnosSci statystyczne generowanych ciggéw liczb pseudolosowych.
Uwaga: wszystkie generatory produkujg liczby pseudolosowe, a nie losowe — mimo iz tak sie moze wydawac,

po wykonaniu testow statystycznych. Uzasadnienie jest proste: znajgc algorytm i ziarno generatora mozemy
przewidzie¢ kolejne elementy ciggu — zatem brak jest tu losowoSci.

Definicja generatora liniowego

X; = (a1Xi—1 + A2Xj—2 + ...+ ApXp + ¢) mod m, m, x;, a; € Z*

{al, a, ..., an, C, m} - parametry definiujgce generator (liczby catkowite)

m — duza liczba catkowita okres$lajgca zakres generowanych liczb

{xl, X2y, xn} - cigg inicujacy tzw. ziarno generatora
(moze by¢ ustalone, dostarczane przez uzytkownika,
lub generowane z zegara systemowego etc.)

{Xn+1, Xns2, ...} - ciag generowanych liczb pseudolosowych



Generator dostarcza liczby catkowite z zakresu
Xxi € [1,m—-1]

nalezy je znormalizowac (unormowac)

X; = — X € (0, 1) — X € U(O, 1)

Xi
m

Poniewaz rozktad liczb X; jest jednorodny (ang. uniform) w przedziale (0,1) dlatego oznaczany bedzie jako U(0,1).
Jezeli rozktad ma obejmowac inny zakres [A,B] to dokonujemy prostej transformacji

Yi=A+Xi(B-A) — Y; e U(A, B)
Koncowy ciag liczb pseudolosowych ma rozktad jednorodny

funkcja gestosci prawdopodobienstwa

1 xe(0,1) 1
0 x¢(0,1) f(x)

fu(x) =

rozktad jednorodny oznacza, ze
prawdopodobienstwo wylosowania 0 1
dowolnej liczby jest takie samo

(dla rozktadu ciggtego)




Wiasnosci dowolnego generatora liczb pseudolosowych:

* okres generatora - okresla maksymalng diugos¢ tancucha liczb pseudolosowych bez powtorzen
(okres generatora jest ograniczony liczbg m)

» Ziarnistos¢ ciggu — liczby pseudolosowe majg rozktad dyskretny, odlegto$¢ miedzy sasiednimi liczbami
jest odwrotnie proporcjonalna do okresu generatora

* wilasnosci statystyczne:

wartos¢ oczekiwana X,

odchylenie standardowe (wariancja) oy,

wspotczynnik autokorelacji ciggu,

spetnienie testow statystycznych (zgodnosci rozktadu itp.)




Okres generatora

X15X25 o o5 Xns Xnt1s Xnt2s « « o s Xntks Xnvk+1s Xn+k+2s « + + s Xn+k+Ts> Xn+k+T+15 Xn+k+T+2> « « - s Xn+k+2T»

ziarno zakres aperiodycznosci okres generatora powtorzony ciag
Dlaczego pozadane sa generatory o duzych okresach?

Rozwazmy proste catkowanie Monte Carlo (podstawy na nastepnym wyktadzie)

g(x) — funkcja podcatkowa
f(x) — rozkiad prawdopodobienstwa (inaczej funkcja wagowa)

b
C —/ xX)f(x)dx ~ 1 i (Xi) T - ok t
= g e L g (X — okres generatora
o =

Xi — punkty wylosowane przy uzyciu generatora o rozktadzie f(x)

Doktadnos¢ przyblizenia zalezy od ilosci wylosowanych punktow
— zwiekszmy wiec doktadnos¢ biorgc 2 wiekszg liczbe punktow.

9T T 2T T wynik identyczny
1 1 1 jak dla pojedynczej
Co= 5z ) 800 = 3= | 2800+ DL g0n) |=552) g)=C  sumy
=1 i=1 =T+1 i=1
~————
powtarzamy punkty.]

Pierwsza suma obejmuje niepowtarzajacy sie cigg liczb, druga suma korzysta doktadnie z tego samego ciagu,
powiela go (catkowity determinizm) — catkowita zaleznos¢ drugiej sumy od pierwszej
nie powoduje jakichkowliek zmian w wyniku.

WykonaliSmy 2 razy wiecej obliczen a wynik sie nie zmienit.



Ziarnisto$¢ generatora U(0,1)
* liczby pseudolosowe to liczby catkowite, ktore sg normalizowane
» rozkiad liczb jest dyskretny i jest wynikiem dziatania uzytego algorytmu
* poniewaz generator liniowy ma rozktad jednorodny spodziewamy sie, ze Srednia odlegtos¢
miedzy najblizszymi sasiadami bedzie zblizona w dowolnym podprzedziale

§ = (min(x;, x;))
i<j

A1

O~ — = —
T T

A=1 — szerokos¢ znormalizowanego przedziatu

Czy dyskretny rozkfad liczb pseudolosowych jest wadg skoro odlegtosci miedzy nimi moga
by¢ bardzo mate np. rzedu 10° lub mniejsze?

ZiarnistoS¢ generatora oznacza, ze w metodzie Monte Carlo prébkujemy przestrzen dopuszczalnych
rozwigzan tylko w wybranych punktach. Omijajgc punkty, ktérych wkiad do rozwigzania jest duzy
(np. w poblizu biegundw funkcji) popetniamy biad.

Pozostaje tylko kwestia — jak duzy jest ten btgd?
Im lepszy generator (duzy okres) oraz im wieksza iloS¢ wylosowanych liczb tym bedzie on mniejszy.



Podstawowe parametry statystyczne: pierwszy i drugi moment, wspoétczynnik autokorelacji ciagu

Dla rozktadu jednorodnego mozemy wyznaczy¢ pierwszy i drugi moment analitycznie

« warto$¢ oczekiwana x (pierwszy moment) * estymator
1
1 b1 | fO) =1
0= [ xreoae=T| =3 ST o
0 0 N < 0

i=1 0 1

« wariancja (drugi moment)

1 1
2 _ _ 2 _ 2 N2
o —/O (x = (x))“f(x)dx /O (x* = 200x — (x)%) f(x)dx

1 1 1
_ 2 _ 2
_/0 x“f(x)dx Z(X)/O xf(x)dx + (x) /o f(x)dx

= <X2> —(x)? « estymator

N
02:<x2>—(x)2:1—12 ozz(x—(x))z%;(xi—)_()z




Funkcja autokorelacji (unormowana) definiowana dla proceséw stochastycznych (ciggtych lub dyskretnych)

( E[(Xt - )?) (Xs - )?)] \ t,s — numerujg kolejnos¢ w ciggu
Rr = > N r=t—s=s
o)

r — odlegtos¢ miedzy elementami ciggu

- - J

okres$la zalezno$¢ pomiedzy przesunietymi o r elementami generowanego ciggu
(R=0 oznacza brak zaleznosci)

« estymatorem jest wspoétczynik autokorelaciji

1 N-r
-1 21 (Xi = () (Xisr — 1)
1=

R, =
o2

* generatory bada sie ze wzgledu na wystepowanie korelacji (zaleznosci) w ciggu liczb pseudolosowych.

* testy wykonuje sie dla niewielkich przesuniec
r=s-t=1,2,3,4,5,6
* od generatora oczekujemy, ze wspoétczynnik R: bedzie bliski 0 - jak najmniejsza korelacja elementow
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Liniowy generator multiplikatywny

* najprostszy generator ma postac X; = axj—1 mod m, O0<x;<m
przyktadowe ciggi liczb dla Xo=1,m=11
a=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i=0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 4 9 5 3 3 5 9 4 1
3 8 5 9 4 7 2 6 3
4 5 4 3 9 9 3 4 5
5 10 1 1 1 10 10 10 1
6 9 5 4 3
7 7 8 6 2
8 3 4 9 5
9 6 2 8 7
10 1 1 1 1

« dla ustalonego m, zmiana parametru a wptywa na okres generatora

* maksymalny okres nie przekracza wartosci m-1 (wykluczamy 0 oraz m)

Okres generatora determinuje najmniejsza dodatnia liczba k spetniajgca relacje
a“=1 mod m

Na tym prostym przypadku widac ze dobor parametrow generatora jest kluczowy dla jego okresu.
Dosc¢ czesto m jest liczbag pierwsza Marsenne’a

m=2P -1, p - liczba calkowita
11



. czestymwyboremijest a= 7> = 16807, m = 23!
* inny wybér - generator RANDU a = 65539 = 216 1 3 m = 231

Xis1 = ax; mod m = (21 +3)x; mod m

216

Xiz2 = aXjy1 mod m = (27 +3)xjy1 mod m = (216 + 3)2xi mod m

Xij+2 = 6Xjr1 — 9X; - silna zalezno$¢ (korelacja) trzech kolejnych liczb

Silna korelacja elementéw ciggu powoduje ze uktadajg sie one na hiperpowierzchniach
- generowane punkty prébkuja w sposob wybidrczy przestrzen.

... ale po obrocie odkrywamy, ze wyniki nie sg
przypadkowy rzut wyglada dobrze takimi jakich oczekujemy — widaé¢ hiperptaszczyzny

10 tysiecy punktow
wygenerowanych
przez RANDU

rysujemy punkty

[Xi, Xi+1, Xiz2 ]

12



Generatory liniowe (multiple recursive generators - MRG)

Generatory liniowe typu

[ Xi = (alxi_l + Ao Xj—g+ ...+ akxi_k) mod m J

==

pod warunkiem, ze m jest liczba pierwszg

maja maksymalny okres rowny

* przyklady generatorow o dobrych parametrach statystycznych

X; = (1176x;_1 + 1476X;_ + 1776x;_3) mod (2% — 5)

Xi = 213(Xi_1 + Xi—2 + Xi_g) mod (232 — 5)

X; = (1995x;_1 + 1998x;_5 + 2001x;_3) mod (23° — 849)

Ich okresy sg maksymalne T = mk 1= m3 1

13



Generatory na rejestrach przesuwnych (Tausworthe)

» operacje dzielenia modulo mozna wykorzysta¢ do tworzenia ciggéw bitow,
dziatania wykonujemy w arytmetyce binarnej wiec m=2

[ bi = (albi_l + azbi_z +...+ Clpbi_p) mod 2 ]

as, dz,...,ap, b; € {0,1}

bi,bs,...,bx € {0,1} - potrzebny jest takze ciag inicjujacy

* poniewaz m=2 jest liczbg pierwszg, wiec odpowiednio dobrany parametr p
pozwala uzyska¢ maksymalny okres

p - Z reprezentacji usuwamy zero
Tmax = 27 -1 (bo z niego nic nie wygenerujemy)

* ze wzgledow prakycznych (wydajnos¢) do generowania nowego bitu wykorzystuje sie tylko 2 bity z ciggu

[ bi = (bi—p + bi_ps+q) mod 2 ] Ai—p, Qi—p+q = 1, (pozostale a; = 0)

powyzsze wyrazenie odpowiada operacji XOR

bi = bi—p > bi—p+q

14



* nowy bit mozna generowac wykorzystujgc rejestr, ktéry sam jest reprezentacjg liczby zmiennopozycyjnej (wygoda)

L1].()1[3!001(]11[]{]!1][)1(4

LIO111010 1011 JOf1 {10 [O[OfOf1]0

Bity sg przesuwane w lewo, a na skrajg prawg pozycje umieszczany bit z operacji XOR

» zciaggu L bitow mozemy utworzyc¢ liczbe zmiennopozycyjna o rozktadzie jednorodnym U(0,1)

L : . s<L — liczby U; oraz Ui.; majg wspdlne bity
Xi = Z 2_]bis+j, 1=1,2,3,... s=L — liczby U; oraz U.., tworzone sg z roztgcznych
fragmentow ciggu bitow

j=1
Dla liczb x; zapisanych w reprezenatcji binarnej nadal obowigzuje relacja
Xi = Xi—p ® Xi—p+q
* w generatorze Fushimiego (biblioteka IMSL - International Statistial and Mathematical Library)
p = 521, ds591 = A32 = 1 T = 2521 -1
nie spetnia on jednak niektorych testow - lepsze wiasnosci statystyczne uzyskuje sie dla 3 operacji XOR

bi =bia®Dbi_p ®bi_c®bis

15



* poprawienie wtasnosci statystycznych generatora bitowego mozna uzyskac stosujgc obrot
(twisting bits) - metoda Matsumoto-Kurita

Definiuje sie macierz A wypetniong 0 i 1 — odpowiada ona za zamiane bitow miejscami (mieszanie)

Na podstawie tej modyfikacji stworzyli generator nazwany Marsenne Twister (MT19937)

okres generatora jest bardzo duzy

T = 219937 _ ¢
Generator ten ma dos¢ skomplikowany proces inicjalizacji, ale generuje rozkiad

U623 (0, 1)

16



Generatory o dowolonym rozktadzie prawdopodobienstwa

» generatory o rozktadzie U(0,1) sa podstawag konstrukcji generatoréw o dowolnym rozkitadzie

* nie ma jednej dobrej (wydajnej) metody, ktéra pozwalataby generowac dowolny rozktad,
najczesciej stosujemy jedng z ponizszych metod:
 metoda odwracania dystrybuanty
— w zasadzie najlepsza pod wzgledem statystycznym i wydajnosci,
o ile potrafimy znalez¢ funkcje odwrotng funkcji gestosci prawdopodobienstwa

* metode eliminacji von Neumanna
— ma dobre wiasnosci statystyczne, ale jest mato wydajna

 metode btadzenia przypadkowego (algorytm Metropolisa)
— jest wydajna, ale w generowanym ciggu istnieje silna korelacja jego elementéw

* w metodzie Monte Carlo wybor generatora musi by¢ poprzedzony analizg jakosciowa,
aspekty ktére nalezy wzig¢ pod uwage to:
* wydajnosc
» wilasnosci statystyczne bo moze to wptyngé na wynik

* ewentualny naktad pracy zwigzany z jego obstuga
(reczny podziat na podobszary w metodzie eliminacji, wielowatkowos$¢, etc.)

17



Metoda odwracania dystrybuanty - transformacja zmiennych losowych

» wykorzystujemy whasnosci dystrybuanty

* nieujemna

* niemalejgca
« ograniczona F(x) € [0,1]

* losujgc zmienng U; z rozktadu U(0,1) okreslamy
losowa warto$¢ dystrybuanty i jej argumentu Xx;

-

Ui = F(Xi) € (0, 1)

\.
(

xi = F 1 (U;), x € (-0, c0) ]

\.

Metoda w zasadzie sprowadza sie do znalezienia funkcji odwrotnej:
* jesli ja znamy to problem jest czesSciowo rozwigzany (przyktad: rozktad normalny - funkcja btedu)
» funkcje odwrtong mozna przybliza¢/aproksymowac — woéwczas rozwigzanie przyblizone

Sposob generowania zmiennych losowych x z rozkladu o dystrybuancie F
sprowadza sie do wylosowania ciggu liczb

Ui, Us,..., Uy € (0,1)
I ich transformaciji w elementy ciggu o docelowym rozktadzie
X1, X2, ..., Xn € (—00, 00)

Metode odwracania dystrybuanty mozna stosowac¢ do rozktadéw ciggtych i dyskretnych
18



Metoda elminiacji von Neumanna (acception-rejection method)
* jedna z pierwszych metod losowania zmiennych o zadanym rozkladzie

* mato wydajna, uzywana gdy liczba wymiarow jest niewielka (d < 5) i gdy nie mozna zastosowac
wydajniejszych metod (odwracania dystrybuanty) lub btgdzenia przypadkowego (korelacja w ciggu)

f Metoda podstawowa eliminacji \

A
losujemy 2 liczby:
fmax ...................................................... . X € U(a, b)
Yg ““““““““““““ b f(X) — Y € U(O, fmax)
i . | Y < f(X) akceptujemy punkt x; =X
: 5 5 Y > f(X) odrzucamy punkt

e X X, N )

 algorytm stosujemy dopoki nie uzyskamy ztozonej liczby zmiennych o zadanym rozktadzie,
trudno przewidziec ile nalezy wykonac losowan

« wadg podstawowej metody jest mata wydajnosc, czes¢ wylosowanych zmiennych odrzucamy,
prawdopodobienstwo akceptacji zmiennej tatwo oszacowac

b
Sy /a f(x)dx
paccept - Smax - (b - a)fmax

Whniosek: im wieksza réznica powierzchnii obejmowanej przez funkcje f(x) oraz obszar regularny,
tym mniejsze prawdopodobienstwo akceptacji (wieksza strata w wydajnosci)
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Modyfikacje metody — kombinacja metody eliminacji i odwracania dystrybuanty

Skoro duza réznica miedzy powierzchniami jest przyczyng matej wydajnosci, to trzeba jg zmniejszyc.
Zamiast ograniczac f(x) od gory funkcjg statg, mozna poszukac funkcji g(x) o zblizonym ksztaicie.
Szukamy, tzn. dobieramy, funkcje gestosci prawdopodobienstwa g(x) o wkasnosciach

gx):  gx) = f(x), 1g(x¥)-f(X)|=min,  x € [a,b]

dla funkcji g(x) pownnismy dysponowac dobrym (wydajnym) generatorem liczb pseudolosowych
(np. wykorzystujgcego metode odwracania dystrybuanty)

G(a,b) — generator liczb pseudolosowych o rozktadzie g(x)

A / \
losujemy 1 liczbe z rozktadu g(x):

Y ~G(a,b)
Vo |- e — Y < f(X) akceptujemy punkt x; =X
Y > f(X) odrzucamy punkt

=

\_ J

Xo b
* problem polega na znalezieniu ,dobrej” funkcji g(x) o zblizonym ksztatcie do f(x) w catym zakresie.

( a+Ai \

=
o

* kolejna modyfikacja polega na przyblizaniu f(x) w podprzedziatach,
mozna to zrobi¢ przy nawet uzyciu fukcji statej, / f (X )dX
konieczne jest jednak ustalenie liczby zmiennych, a+A(i-1)
ktore nalezy wylosowac w kazdym przedziale ni=N
— okreslamy jg na podstawie stosunku powierzchnii b
f(x) w danym podprzedziale do catkowitej objetosci _ / f(x)dx D
a

Kolejny problem: czy f(x) jest analitycznie catkowalna? jesli nie to mozna prébowac numerycznie 20



Losowanie wartosci sin(0) i cos(0) z wykorzystaniem metody eliminaciji
(problem istotny w zagadnieniach transportu / rozpraszania czgstek)

* najprostszy sposéb losowania to wylosowac kat (etap szybki)
0=2r-U;, U, ~U(0,1)
i obliczy¢ wartos¢ funkcji (etap wolny — sumujemy elementy szeregu)

* mozemy tez okresli¢ losowy kat w pierwszej ¢wiartce uktadu, Ao
metodg eliminacji (rozktad kata losowego w ¢wiartce jest jednorodny) A y

£(0)do = %de, 0 € (0,7/2)

1) losujemy dwie liczby w obszarze [0,1]x[0,1]
X=U,, Y=U, U ~U(0,1)

2) sprawdzamy czy punkt lezy w kole

5 9 5 r<i1 X,Y akceptujemy X
re=X"+Y"= . -
r>1 XY odrzucamy i wracmy do pkt(1) 0 1
3) wykorzystujemy relacje
Y T
0 =arctan|—=], 0 € (O, —)
X 2
cos(6) ~ sin(6) -
= 1 = - sumowanie elementéw szeregu (sin/cos) zastgpiliSmy
(X 2+ Yz)l/ 2 (X 2 4 Yz)l/ 2 alternatywnymi formutami, ale cze$¢ wynikéw losowan

odrzucamy

21



* mozemy rozszerzyC interesujgcy nas zakres

o c (o,g) — 20¢€(0,7)

XZ _ YZ
cos 20 = cos? 0 — sin? = Ty cos(20) € (-1,1)
2XY
sin26 = 2sin 0 cos0 = FORRR sin(20) € (0,1)

« oraz dla petnego zakresu

sin 260 = im, 0 e (0, 27'[), Sln(29) S (—1, 1)

ale musimy okresli¢ znak funkcji sin() w sposob losowy (cos() jest parzysta)

-

~
Us <

Us >

sign="+"
Sign —»_»

U3 ~U(0,1) — {

NI N

.

J
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Metoda odwracania dystrybuanty dla rozktadu dyskretnego

* w rozkiladzie dyskretnym definiujemy prawdopodobienstwa wylosowania danej liczby/witasnosci/cechy etc.,
ktorej nadajemy indeks k, przy czym zaktadamy ze rozktad moze by¢ dowolny (nierbwnomierny)

P{Xk}=pk, k=0,1,2,3,...,K

I narzucamy warunek normalizaciji

K
Z Dk =1
k=0

« algorytm generowania pojedynczej liczby o zadanym rozktadzie dyskretnym

1) ustalamy parametry startowe: k=0,S= Po

2) losujemy zmienna;: U; € (0, 1)

3) sprawdzamy warunek: Uu>S§?
TAK — zmieniamy parametry kiS: k=k+1, S=8S+ px
NIE — akceptujemy aktualng wartos¢ k — X

kroki 1-3 wykonujemy az do uzyskania wymaganej ilosci liczb  {X1, X2, X3, ..., Xn}
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* generowanie liczb o rozktadzie dyskretnym — algorytm podstawowy

i

Al

=

] =y

P

+ S,

N +

S+ )
+1gl |+
v—ill.q—tg:h —
U; ﬂsmsm—k <Y
o TIEIg |%
y Sy = \ y =

START X=0, S=p,, U>S8(?) TAK
k=0+1=1, S = po+ p1, U>S(?) TAK

k=1+1=2, S =po+ p1+py, U>S(?) TAK
k=2+1=3, S =po+p1+p2+Pps, U>S(?) NIE — STOP
nowazmienna: k=3 — X3

» algorytm jest prosty i skuteczny, ale jego konstrukcja wymaga sprawdzania warunku
dla kolejnych podprzedziatow — idgc z dotu do gory wydajnosc algorytmu maleje w przypadku,

* potrzebna jest modyfikacja algorytmu
24



Rozktad dyskretny — metoda rGwnomiernego podziatu

K
» zakladamy jak poprzednio P{Xk} = Dk, k=0,1,2,3,...,K Z Pk = 1
k=0
* przedziat [0,1] dzielimy na podprzedzialy o identycznej diugosci
1
K+1

A = [(i—1)-A,i-A], i=1,2,...,K+1

* zmienna wygenerowana z rozktadu jednorodnego
UeU(0,1)
wpada do podprzedziatu o indeksie (transformacja liniowa + obciecie czesci utamkowej)

Y=[(K+1)U+1] - lokalizujemy sie gdzie$ w $rodku rozktadu

» konstruujemy dwa ciggi liczb, ktérych uzywamy do generowania wszystkich liczb o zadanym rozktadzie

4 N N

{qi} ={q0,q1,- .., qx} {8} =181,82,83, - - 8k+1}

Cli=ij, i=012,...,K gi=max{j:q;<i-A},i=12,...,K+1

o /. J

* dysponujac Y, {q} oraz {g} wyznaczamy zmienna losowa X z rozkiadu dyskretnego wykonujac
»tylko” 2 sprawdzenia - ale jesSli px znacznie sie r0znia to wiecej

25



Algorytm metody réwnomiernego podziatu

1) losujemy zmienng z rozktadu jednorodnego
U ~U(0,1)

2) okreslamy indeks wylosowanego przedziatu Y i przyblizong wartoS¢ X
Y=|[(K+1)U+1]

k:gy+1

3) iteracyjnie sprawdzamy warunek Q-1 < U(?)

TAK: akceptujemy wynik (STOP)
X =Xk

NIE: zmieniamy k i sprawdzamy nowy wynik (jesli warunek spetniony: STOP)
k — k-1, X = Xk-1

W ten sposob dokonujemy sprawdzenia warunku conajwyzej kilka (2-3) razy zamiast 10, 50 czy 100.
26



Przyktad dziatania metody rownomiernego podziatu

1
X=0123 px =0.1, 0.2, 0.3, 0.4 K=3 A= 1- 0.25

Wyznaczamy elementy obu ciggéw

(i) = {40, q1, 92, @3} = {0.1, 0.3, 0.6, 1} ¢i=Y pp 1=012.. K
=0
{gi}z{gl’g29g3’g4}={ 0 , 1, 2 3 } gizmax{j 0 q] < lA}
qo<1/4 q1<2/4 q2<3/4 qs<4/4 i=12,...,K+1

U=005 — Y=|(K+1)U+1]=[4-005+1]=1 — k=gy+1=0+1=1
?
sprawdzamy: qx-1 =¢q1-1 =qo =0.1 <U =0.05 NIE
redulajemyk K K-1-1-1=0 X-x1-0  |AeHSSe

U=011 —» Y=|(K+1)U+1]=[4-011+1]=1 — k=gy+1=0+1=1
?
sprawdzamy: ¢x-1=¢1-1=qo =0.1 <U =0.11 TAK X=xx=1

U=059 —» Y=|(K+1)U+1]=|4-059+1]=3 — k=gy+1=2+1=3
?
sprawdzamy: ¢x-1 =¢qs3-1 =q2 =0.6 <U =0.59 NIE

redukujemyk: k«—k-1=3-1=2 -
?
sprawdzamy: (k-1 =¢2-1 =q1 =03 <U =059 TAK X=x;=2
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Algorytm Metropolisa-Hastingsa — metoda btagdzenia przypadkowego

Generujgc liczby pseudolosowe wykonujemy pewien proces stochastyczny
w ktérym elementy generowanego ciggu okreslajg aktualny stan uktadu
czyli generatora.

Poniewaz proces jest losowy i odbywa sie wedtug zadanego algorytmu

mozemy zatozy¢, ze prawdopodobienstwo pojawienia sie L
w ciggu sekwencji dwoch stanow x iy /\
X,y @ .\r
e Xy Yy <
LI ) y, X, « o 0

powinno by¢ identyczne

W kazdym przypadku, nowy stan (liczba) musi zaleze¢ od stanu go poprzedzajgcego.
Mozemy okresli¢c prawdopodobienstwo przejscia pomiedzy tymi stanami.

* przejscie Xy

[p(y|x> - a<y|x>q<y|x>f<x>]

« f(x) — okresla prawdopodobienstwo znalezienia sie
w danym punkcie (proces jest stacjonarny - nie zmienia fgp)

q(y|x) — prawdopodobienstwo warunkowe wylosowania
zmiennej y dla ustalonej zmiennej x

* analogicznie mozemy dla przejscia y - X (to my je definiujemy)

[p(x|y> - a(x|y>q(x|y>f(y>]

* zgodnie z postawionym warunkiem wymagamy

* a(x]y) — okreSla prawdopodobienstwo akceptacji przejscia

[p(y|x) = p(x|y) ] - tzw. warunek ,detailed balance”

a(yx)q(ylx) f(x) = a(x|y)q(x|y) f(y)
28



Przeksztatcajgc relacje mozemy okresli¢ prawdopodobienstwo akceptaciji

ax|y)f(y) . | o
a(ylx) = a(x|y) « a(x|]y) nieznane, musimy cos zatozy¢
Y Y0 F ()
qx|y)f(y) > 1 przejscie niemal pewne(a(y|x) = 1)
qyIx)f(x) | <<1 przejicie mato prawdopodobne(a(y|x) << 1)

Metropolis zaproponowat, aby przyja¢ nastepujacy sposéb wyznaczania o

quﬁw)q

(yx) = min { T f)”

Jesli przyjmiemy, ze prawdopodobienstwo warunkowe jest symetryczne zazwyczaj przyjmuie sie, ze g(xly)

ma rozkfad jednorodny

q(x|y) = q(y|x) ===  wlokalnym otoczeniu X/y

Uy ~U(=8, 8)
to dostaniemy uproszczong postac dla akceptacji nowego stanu,
ktore bazuje wytacznie na funkcji gestosci prawdopodobienstwa \ y=Xx+U; J
Q)
a(y|x) = min {—, 1
f(x)

funkcja f(x) nie musi by¢ nawet unormowana (w pewnych przypadkach mozemy nie znaé statej normalizacyjnej)
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Algorytm Metropolisa-Hastingsa dla dowolnego rozktadu prawdopodobieristwa

* wybieramy stan poczatkowy (xo), dla i=1,2,3,... generujemy liczby: ( Przyktad \
» dla aktualnego stanu x; generujemy nowy probny stan (liczbe) 1 _
f(x) = zxze ¥, x €[0,00)
Y € q(ylxi)
* sprawdzamy akceptacje nowego stanu q(ylx) - CI(XD’) . U(_l’ 1)
. Poréwnanie histogramu dla N=50000 punktow
Ui ~U(0,1) 7 rozktadem f(x).
Y, jesli U < a(Y|x) 1o ] i\
Xiv1 = . ovs - \
xi, jesli U > a(Y|x;) .
02-
W ten sposoOb generujemy cigg zwany tancuchem Markowa 0 15;
{XO’ X1, X2, « . ,Xn} E
0,1 ]
Uwagi: ]
« jesli warunek akceptacji nie jest spetniony to 0,057
kolejnym elementem ciggu jest aktualny stan (liczba) i
L4 i i i i i j i 0:\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
to powoduje wystepowanie silnej korelacji elementow ciggu ; ; i ; : SRS
» korelacja ro$nie rowniez dlatego, ze kolejny stan losowany jest X
w lokalnym otoczeniu stanu aktualnego. Uzyskany rozktad wyglada poprawnie
\ - wiec nasz generator dziata J
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Rozktad jednomianowy

Nieunormowana funkcja gestosci prawdopodobienstwa

7_
[ f(x) =Cx", xe€(0,1), n:1,2,3,...] 6:
5_
znajdujemy statg normalizacji 4'
y
1 n+1 |1
X C |
C/ dxx" = C =——=1 3_
0 n+l|, n+1
2_
1_
C=n+1 O-
: . 0 0.2 0.4 0.0 0.8 1
unormowana fgp rozktadu jednomianowego X

—— Fax)=x"3 —— fa(x)=3x"2 —— Fb(x)=x"7

| r00= et | — b=

Dystrybuanta rozktadu Uwaga: im wiekszy wyktadnik ,n” tym rozktad jest
bardziej zakumulowany w poblizy prawej granicy
X (mozemy zatem manipulowac wyktadnikiem
F(x)=(n+1) / dx' (x"H" = xtl = P(x" < x) w zaleznosci od tego jak bardzo chcemy
0 zagescic liczby pseudolosowe w poblizu x=1)
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Do generowania liczb pseudolosowych wykorzystamy metode odwracania dystrybuanty

Fx)=y > F ' (y)=x

Fx)=(n+1) /OX dx’ (x)* =x™1 = p(x’ < x) € [0,1]

Losujemy liczbe z rozktadu rownomiernego U(0,1)

U, € U(0,1)

okres$la ona losowa wartos¢ dystrybuanty

F(x)=x"=u,

znalezliSmy funkcje odwrotng dystrybuanty

1 -1 e
[ X=U1"+1, x € (0,1) ] e F7(y)=ym =x

Zmienna losowa x ma rozktad jednomianowy
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Rozktad eksponencjalny

» funkcja gestosci prawdopodobienstwa

[f(x):e_x, x € [0, 00) J

» dystrybuanta rozktadu

X

F(x) = / dx'eX =1—¢e™¥
0

!
08
06
04-
02

0 -

0 2 4 6 8 10

S f(x)

Do generowania liczb pseudolosowych o rozktadzie
eksponencjalnym wykorzystujemy
metode odwracania dystrybuanty

/f(X’)dX’ZP(XI SX)=U1, Uy NU(O,].)
0

[ x=-In(1-U;), xc¢€ (O,oo)]

Rozktad uzywany np. do opisu rozpadu jagdrowego

dN
— = —AN
dt

A — stafa rozpadu, Ty, — czas potrozpadu

funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla rozpadu

f(t,A) = Ae

N(t) = Noe™ Ty =

In(2)
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Rozktad normalny (Gaussa) N(0,1)

Rozktad uzywany czesto do opisu proceséw stochastycznych (proces Wienera), szumu itp.

» funkcja gestosci prawdopodobienstwa

1 x2
fO0)=—=e*

Var

* dystrubuanta

X X

X2
F(x) = /f(x’)dx’ =—— [ e zdx’
- vz
X
= = 1+erf(— =P(x" < Xx)

erf(x) — funkcja btedu

08
06
04

02-
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Metoda Box-Muller’a dla rozktadu normalnego

Zapiszmy fgp rozkiadu Gaussa w 2D - to bedzie iloczyn fgp dla zmiennych x iy

242

1  x 00
fXGY)=fX)f(y)=—e 2 // 3
27T dxdyf(x,y) =1

Dokonujemy transformacji

(,y) > w(r,¢)  x=rcos(¢) y=rsin(¢)

co prowadzi do zmiany sposobu liczenia prawdopodobienstwa

dP = f(x,y)dxdy = f(r,¢) rdrd¢
—— ——
dQ

27T

/d¢/drrf(r¢)—/ /°° =1
0

0 0 \,—/ fr(r) zmienne: r i ® sg niezalezne, a ich fgp
fo(9) odczytujemy z warunku

: : L .y unormowania
druga catke mozemy jeszcze przeksztaici€ tj. uproscic

(0]
1 2 )
z= 2r2—>dz—rdr—>/drre r/Z:/dze z
0
fz(z) = e Z - to fgp rozktadu eksponencjalnego

(z tym sobie tatwo poradzimy) 35



Teraz wystarczy postuzyc sie rozktadem eksponencjalnym

Z
/ e?dz=1-e%=P(z<Z)=U; ~U(0,1)
0
losujemy liczbe z rozktadu réwnomiernego U, €U(0,1)

1—€_Z=U1

Z=-In(1-U;y), Ze€(0,00)

r’
2

r=+-2ln(1-U;), 1€ (0,c0)

| zamieniamy na zmienng radialng /=

losujemy tez drugg zmienna niezalezng - katowa

U, ~ U(0,1)
¢ =2m-Us
| wracamy do wspotrzednych kartezjanskich
X=r COS(¢) = \/_2 1n(1 — Ul) COS(ZT[UZ) X,y — to para zmiennych niezaleznych

o rozktadzie N(0,1)

y =rsin(Q) = \/—21n(1 — Uy) sin(2mU>)
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Metoda Boxa-Mullera generuje liczby z rozkladu N(0,1), aby uzyskac rozkiad N(u,0)
dokonujemy prostej transformacji

X_
y="—F - [y =f(0dx
1 _ew?
fi0G ,0) = ——e

oV21

Y=u+Xo, XeN(0,1), YeN(uo)

W ten sposéb manipulujemy potozeniem i szerokos$cig rozktadu.
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Rozktad Cauchy
Stosowany czesto do opisu ksztattu pikow rezonansowych,
jego szerokos¢ jest skorelowana z czasem zycia stanu rezonansowego

(wzor Breita-Wignera w fizyce jgdrowej, w fizyce kwantowej funkcja Lorentza (,lorencjan”)
wykorzystywany m.in. w analizie spektralnej widm (identyfikacja potozen pikéw rezonansowych i ich czaséw zycia)

ogolna postac funkcji gestosci prawdopodobienstwa

1 )
1+ (E"VEO)ZI .

\ E € (—OO, OO) /

Eo — potozenie maksimum rozktadu,
A\ — szerokosc potéwkowa rozktadu
(szerokosc linii spektralnej)

—
o

g(E’ Ey, y) =

Ty

o
L
o

o
™

o e

Uwaga: 2 0 2 ] 4 6 8 10
« w 1D rozkiad Cauchy jest unormowany _— C1=H(E,2,1)
* w 2D i 3D nie mozna go unormowac - C2-f(E5.0.2)

(rozktad ,nienormowalny”) C14C2
« dla

y —0 Na rysunku wioczne sg dwa piki rezonansowe:
_ _ 1-pik, szeroki (dlugozyjacy), niski (mata intensywnos¢ w widmie)
rozktad Cauchy dazy do delty Diraca 2-pik, waski (krétkozyjacy), wysoki (duza intensywno$¢ w widmie)
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Skonstuujmy generator dla standardowego rozktadu Cauchyego metodg odwracania dystrybuanty

Najpierw dokonujemy podstawienia i dokonujemy transformacji fgp

_E-E
y

X

g(E, Eo, y)dE = f(x)dx

F(x) = (E(x), Eo, y) Zf = _1”2)

liczymy dystrybuante

1 S| 1 1
F(x) = — dx = =tan 1(x) + = =
(x) n[w1+x2 T () 2 Y

7'[( — %) = tan"1(x)

Generowanie liczb pseudolosowych dla
standardowego rozktadu Cauchego

U, ~ U(0,1)

rlon3)

i dla rozkladu pierwotnego/ogolnego

X = tan

- E=)/X+E0

X =tan

b

, X € (-00,00), ye(0,1)
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Jeszcze o splocie rozktadow i konsekwencjach eksperymentalnych.

W spektroskopii wyznacza sie tzw. profile Voigta, sg to linie spektralne ktére ulegty poszerzeniu
powodowanym np. efektem Dopplera.

Rozktad spektralny linii opisuje trojparametrowy rozktad Voigta.
Jest splotem rozktadu Cauchyego charakteryzujacego stany rezonansowe
oraz rozktadu Gaussa odpowiaajgcego za poszerzenie linii spektralnych (efekt Dopplera)

Voo (E) = / Go(E)Ly5y (E - E')dE’
EZ
GolE) = ——e 7
oV
1
Ly,Eo (E) =

my(1+ (E"VEO)Z)

Poszerzenie dopplerowskie jest wynikem oddziatywania czastek z otoczeniem (np. fononami)
i jest funkcjg temperatury

kT
0= |——kEo
meffc

Jak wygenerowac zmienng losowg o takim rozktadzie?
40



Rozktady ztozone

Rozktad zmiennej moze by¢ ztozeniem dwoch rozktadéw

F(x) = / H.()dG(t), dG(t)=g(t)dt, teT
T

interpretacja wyrazenia jest nastepujgca
* zmienna losowa T=t ma rozkiad o dystrybuancie G(t) [fgp: g(t)]

» rozklad zmiennej X; okre$la prawdopodobienstwo warunkowe dane dystrubuantg Hi(x),
(t stanowi parametr rozktadu)

* rezultat: X=X; to zmienna o dystrybuancie F(x)

Algorytm generowania ciggu {Xi, Xa,...} w naturalny sposob wynika z powyzszej interpretaciji:

1) wylosuj zmienng

Ti~G
2) dla danej zmiennej T; (teraz jest parametrem) wylosuj X;
Xi ~ H;

3) utworz cigg zmiennych o rozktadzie F(x)

{Xlx XZ, X?v .. }
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Rozktad sumy dwéch i wiecej zmiennych

« dysponujemy fgp dwoch zmiennych niezaleznych * wykorzystajmy je do stworzenia dwoch nowych zmiennych
x1 —  filxy) U =x1+x3 —  fu(ug) =2
X2 = faxz) U =x2 —  fu,(U2) = foa(uz)

ze wzgledu na relacje pomiedzy starymi a nowymi zmiennymi spetniony jest warunek

//fx(xl,xz)dxldxz:!/fu(ul,uz)dulduz

Qyx
fx (X1, X2)dx1dxo = fu(ug, ug)dugduy

wykorzystujemy niezaleznos¢ starych zmiennych

fx(x1,X2) = f1(x2) fa(x2)

oraz relacje dla transformacji odwrotnej

X1=u1—uy — dxg=d(u—uy)
fe (X1, X2)dx1dxo = fi(uq — uz) fo(ug) d(uq — uz) duy
Xo=Uy — dxz=duy —
=?
Calkujgc prawag strone po zmiennej u; zauwazamy, ze u,=const

/ dusfo(us) | fiw —up)d(w - w )= f dus o (1) / f1 (w1 — uz)d ()
—_——

const 42



DostaliSmy wiec relacje

fx (X1, X2)dx1dxo = f1(ug — uz) fa(uz)durduy = fy,(uq, uz)dusduy

fuug, uz) = fi(ug — uz) fo(uz)

Wracamy do postawionego problemu, szukamy f u (ul) =?

wiec musimy dokonac redukcji (marginalizacji) zmiennej u, - catkujemy

(1) = / dus fi (s — ) fo(uz) = fi % f

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa sumy dwéch zmiennych niezaleznych
jest splotem fgp obu zmiennych.

Uogodlniajgc wynik dla wiekszej liczby zmiennych dostajemy unormowana fgp

fun (Un) = (((f1 * f2) * f3) * ... fn)

Zobaczmy jakie rozktady uzyskamy dla sumy zmiennych o rozktadzie jednorodnym U(-1,1)

X €U(-1,1), i=1,273,...
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fgp sumy kilku zmiennych (n=1,2,3,4,5),
kazda zmienna ma rozkfad jednorodny U(-1,1)

1 . .
fix) = 2 [H(x+1)—H(x —1)] H(x)-funkcja Heaviside'a
053 « n=1 oznacza tylko jedng zmienng
04 o rozktadzie U(-1,1)
. « n=2 - suma dwdch zmiennych daje
f 3 rozktad trojkatny
0’25 » dla wiekszych n rozkiad staje sie gtadki, jego zasieg
0 1; powieksza sie, a maksimum obniza
] « dla duzych n rozktad sumy zmiennych dazy
0_; 5 0 5 4 do rozktadu normalnego zgodnie z centralnym
< twierdzeniem granicznym
—_— n=1
—_— n=2
—_— n=3
— n=4
—_— n=5
Uwaga:

Dla duzego n~10-20, fgp sumy tylu zmiennych tylko przbliza rozktad normalny. Dlaczego?
Zakres zmiennosci nowej zmiennej rozciaga sie pomiedzy [-n,n],

nie obejmuje wiec tego samego zakresu co rozktad normalny (przedziat obustronnie otwarty).
W pewnych szczegodlnych zastosowaniach, taki generator moze mie¢ zastosowanie

(gtdéwnie ze wzgledu na swojg szybkosc — nie liczymy funkcji sin/cos/log co wymaga czasu)
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Przyktad: rozwazamy rozktad ztozony - dyskretny + ciagty

fO0) =) gihi(x)
i=1

z warunkiem normalizacji

n
Z gi=1, gi €(0,1) (dyskretny)
i=1
/ hi(x)dx =1, i=1,2,...,n (ciagty)

wezmy prostg kombinacje rozktadéw

f(x) = g1h(x; 11, 01) + g2h(X; Uz, 07)

1 _ew?
e 202 - rozktad normalny N(y,0)
oV

sprawdzamy warunek unormowania

h(x; u,0) =

[ foodx =g1 [ h(x;p1,01)dx + g5 [ h(x;uz,05)dx = g1 + g2 = 1
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0: i g2 definiujg dystrybuante parametry rozktadu:

rozktadu dyskretnego

‘ g2 X9 = 5, 01 = 2
U— 3 1
gl g1 - 4’ gZ - 4
0
czerwony — rozktad zadany
_ histogram — rozktad uzyskany
uzyty algorytm: z generatora
0.3 A
U, ~U(0,1) M
U, ~ N(0,1) n
02 7( fF0) =D gihi(x)
U1 <81, Xi=Uyo1+ g ) f(y) i=1
Up 2 81, Xi=Uz02+ U 0.1
{X} ={X1,X2,X3,...}
-20 246810 14
X
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Rozktady wielowymiarowe

Efektywnos¢é metody MC wzgledem innych (deterministycznych) metod ro$nie wraz ze wzrostem
wymiarowosci rozwigzywanego problemu. Konieczne zatem staje sie zastgpienie pojedynczej zmiennegj
losowej n-wymiarowym wektorem losowym, ktérego elementy stanowig zmienne losowe o zadanym rozktadzie
| czesto sg to zmienne zalezne (skorelowane).

Rozktad jednorodny w n-wymiarowej kuli K"(0,1) metoda eliminaciji (_1:1) AY (1:1)
generujemy wektory w n-wymiarowej kostce z warunkiem akceptacji ! "
/ -u .t ..: .. «
- 1, x|l <1 ' e o
X =[X1,X2...,Xn], Xxi €U(-1,1) o = 112 N S >
0, I|ixllz>1 \ Ny
Czestos¢ (,prawdopodobienstwo”) akceptacji generowanych wektoréw (_11_1) (1?—1)
N,
Vn ]_[n/z " pn n
Pn= — Va=——r 2 | 0.785 1.27
2n T(2+1)
0.164 6.08
10 | 2.5-1073 401
1 20 | 2.46-107% | 4.6 - 107
Np=—
Pn

« dla n<=5 metoda akceptowalna

2" — objeto$¢ n-wymiarowej kostki o boku 2

Vi — objetos¢ n-wymiarowej kuli zamknietej w kostce « dla n>5 metoda eliminacji jest nieefektywna

N, — liczba wygenerowanych wektoréw na 1 akceptacje

« wektory nalezy losowac inng metoda
(wydajniejszg)
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Rozktad jednorodny na sferze S"(0,1)

Metody stuzgce do generowania punktow wewnatrz sfery wykorzystuja etap posredni
- hajpierw musimy rozmiesci¢ losowo w sposoéb jednorodny punkty na sferze,
a w nastepnym kroku wprowadzi¢ je do Srodka.

n-wymiarowy wektor losowy okresla potozenie na n-wymiarowej sferze jesli

n
2112 2
IXIZ= > xF =1
i=1

Losowy wektor n-wymiarowy ma rozktad sferycznie konturowany jesli
jego fgp zalezy jedynie od diugosci wektora wodzacego

Uwaga: kazdy element wektora x

[f)? ()_()) = f(”)_()”) J musi by¢ losowany z rozkiadu o

tych samych parametrach N(0,1)

Takag wlasnos¢ ma n-wymiarowy rozktad normalny N"(0,1)

7) = ) B P S Y
fn<x>—f1<xl>f1<xZ>...f1<xn>—g =0 = e = SR

Generowanie jednorodnego rozktadu punktow na sferze z rozktadu normalnego

1. losujemy wektor z rozktadu normalnego X = [Xl, X250t Xn] Xi € N(O, 1)
o . L, X
2. normalizujemy dtugosc¢ wektora 7 =—
(rzutowanie na sfere) || x|

Wylosowane punkty lezg na sferze o promieniu R=1, a rozktad punktow jest jednorodny.

48




Rozktad jednorodny w kuli K"(0,1) generowany z rozktadu sferycznego

Punkty roztozone w sposob jednorodny na sferze wprowadzamy do srodka odpowiednio skalujgc ich
odlegtosc od Srodka kuli.

W tym celu losujemy zmienng R z rozktadu o fgp

h(r) =nr' 1, relo,1), n=273,4

Dystrubuanta rozktadu
r

H(r) = / dr'n(r™1) ="
0

Liczbe losowg R generujemy odwracajgc dystrybuante

Uy, ~U(0,1)

rt=U, —> R=U" re|0,1)

| skalujemy wektor losowy na sferze zamieniamy na losowy w kuli

Xs = [X1,Xo,. .., Xn] s Xx = [RX1,RX>, ..., RX,]
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Przyktad. generowanie rozktadu: sferycznie konturowanego, na sferze i w kuli 3D (10 tysiecy punktow)

L)

T T T T O T T T B

rozktad normalny

1
rozklad na sferze rozktad na sferze - przekroj

potwierdzenie, ze rozktad w kuli jest
jednorodny uzyskamy dopiero po
zrobieniu histogramu

rozktad w kuli
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Losowanie punktéw na sferze 3D i 4D metodg Marsagli
(wydajnos¢ 2 razy wieksza niz z wykorzystaniem rozkladu normalnego)

3D
1) wylosuj dwie zmienne U, Uy €U(0,1)
2) sprawdz warunek, jesli niespetniony wykonaj punkt (1) S1 = Ul2 + U22 <1
3) warunek (2) spetniony - wyznacz 3 wspétrzedne wektora
X1 = 2U1\/1 -5
X9 = 2U2\/1 — 851
x3=1-2%1

4D 1) wylosuj dwie zmienne U, Uy €U(0,1)

2) sprawdz warunek S1 = Ulz + Uzz <1

3) wylosuj dwie zmienne Us, Uy € U(0,1)

4) sprawdz warunek Sy = ng + UZ <1
) 1-5
5) wyznacz 4 wspoétrzedne X1 =2U1V1 - 81 x3 = Us
S2
1- S1
X2=2U2\/1—S1 X3 = Uy
S2

Zastosowanie: punkt na sferze (n-wymiarowej) wyznacza kierunek w przestrzenii,
w MC kierunek ten moze zostac wykorzystany do przesuniecia czastki
(np. w metodzie kinetycznej dla gazow, cieczy itp.)
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Wielowymiarowy rozktad Gaussa, korelacja, macierz kowarianciji

Zalozmy ze dwie zmienne losowe X; i X, majg rozktad normalny ale o r6znych parametrach

X1 € N(u1,01) Xy € N(uz,07)

funkcja gestosci prawdopodobienstwa opisujgca tgczony rozktad obu zmiennych jest
iloczynem rozktaddéw pierwotnych

1 _ (X1-Mz1)2 1 B (xz—yzz)Z
f(x1,x2) = fi(x1) fo(xp) = ———e 1 ———e %

Ox, V27T Ox, V27T

z warunkiem normalizacji

/ dX1/dX2f(X1,X2) =1

Rozktad f(x1,x2) jest specyficzny, jego izolinie x2
w ptaszczyznie xi1-X, opisujg elipsy o osiach
pokrywajgcych sie z osiami uktadu kartezjanskiego

.
N o o IN o
I e I |

A

'
[o)]

6 -4 -2 0 2 4 6
x1
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Zapiszmy fgp w ogolnej postaci: wektorowo-macierzowej

- 2 2

X = [X]_, Xz] D — GX] 0 ] D—l — |: 1/C)-Xl 0

. 0 o’ 0 1/d?

= [y, pe] 2 ) 2

|D| = det(D) = gy, 0y,
N 1 _(z_n\Tp-1(2_7
f(X) = o~ (OX=1)" D™ (X~f1) /2
271+/|D
| | Obrot w 2D
Co sie stanie jesli obrocimy wektor (x’-p’) przy uzyciu dowolnej
macierzy obrotu A? (obrot Wykonujemy wzgledem punktu ) | cos 0 —sind
R(X" - ") | sin6 cos6

o ReR,'=1 — R;'=R]
f(X")dx,dx, = — f(X)dx1dx; ISl = det(R) =1

IUII V =RyV’

poniewaz obrot nie zmienia uktadu wspétrzednych wiec R(;lf} = R:gf/) = 17'

dx; =dx,, dx;=dx, — f(X)=f(X)

f()_(),) _ 1 e (A("/ "/)) D~ 1A("/ "/)/2 1 e ("/ "/)TATD 1A("/ "/)/2
271+/|D| 271+/|D|
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lloczyn macierzy mozna zapisa¢ w zwieztej postaci jesli znajdziemy jego macierz odwrotng

wykorzystujemy wiasnos¢ macierzy obrotu

RR°'=1 — R'=RT
R'D'R(R'DR) =1
R'D'R = (R"DR) ' =

C - to macierz kowariancji, zawiera informacje o zaleznosciach pomiedzy zmiennymi
Poniewaz transformacja RTD—lR _ (RTDR)_l _ C—l
jest unitarna wiec wyznacznik macierzy nie ulega zmianie

D[ = |C]|

Po zmianie oznaczen otrzymujemy ogoélny wielowymiarowy (n-wymiarowy) rozktad normalny

F(R) = oo (G=TC =) 2

v (2m)"|C]|

Na czym polega réznica?
* Macierz D parametryzowata rozktad zmiennych niezaleznych (brak elementéw pozadiagonalnych)

* Pojawienie sie elementéw pozadiagonalnych w macierzy C oznacza bezposrednig korelacje pomiedzy
zmiennymi — o indeksach odpowiadajgcych numerom wierszy/kolumn z niezerowymi elementami.
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r=0

4,
o2 o’ ]
Jawna posta¢ macierzy kowarianciji C = 2X1 X12,X2 2]
GXl,Xz O-Xz ]
2 ) x2 0:
oy, = (X1 — p1)%) ]
21
2 _ ]
Oy x, = (X1 — 1) (X2 — U2)) ]
4 —
M1, M2 - to warto$ci oczekiwane a 20 *
skorelowanych zmiennych xi i X, r=0.99
4
2 2 2 . . . . ]
det(C) = 0,0y, — Oy, x, = 0  -macierz nieujemnieokreslona :
) 2 T3, x, Ox1,x, X
0, 0y = O - —— <1 - -1<—=Z1 ]
X1 7X2 X1,X2 2 2 O..0 ]
le GXZ X1 Y X2 21
O-Xl,Xz 4
r=——¢€[-11] - wsp6tczynnik korelagii 4 2 02 4
O-Xl O-XZ o
=-0.99
4,
r=1 - calkowita korelacja ]
2,
r = -1 - catkowita antykorelacja 1
x2 O
-1 <r <1 -zmienne czesciowo skorelowane ]
2]
Korelacja/antykorelacja oznacza ze wylosowanie zmiennej Xu ]
okresla jednoznacznie wartos¢ drugiej zmienej X.. 7
4 -2 0 2 4

Profile dwuwymiarowego rozktadu normalnego

0 wspotczynniku korelacji: r=0, 0.99, -0.99. .-



Przyktad losowania pary zmiennych skorelowanych o rozktadzie normalnym

dana jest macierz kowariancji oraz pierwsze momenty rozktadu

4 2 3/8 -1/4
C= ct= det(C)=8  M1=42=0
2 3 -1/4 1/2
f()_f) _ 1 e—)?Tc—%?/z _ 1 e—Q/z Q - forma kwadratowa

Zn\/g 2n\/§

posta¢ formy kwadratowej Q (wyktadnik)
Q = X1 (3/8X1 — 1/4X2) + Xo (—1/4X1 + 1/2X2)

dokonujemy redukcji/marginalizacji zmiennej X, - catkujemy

f(x1) =/_ dx, f(x1,Xx2) = Z\jﬁe_%

jest to rozktad normalny o parametrach

losujemy zmienng z rozkladu normalnego
X1 € N(O, 2)
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Majac okreslong wartos¢ xi, wyznaczamy X, postugujgc sie prawdopodobienstwem warunkowym

_ 2
fx,x) 1 _%

foal 4 )=y = vt

=const

to takze jest rozkiad normalny ale o innych parametrach

X1
U=—, o= V2
2
Drugg zmienng losujemy z tego rozktadu

X
X9 €N (71,\/5)

Uwagi:

» dwukrotnie postuzylismy sie rozktadem normalnym, ale o parametrach okre$lonych
przez macierz kowariancji

* metoda tatwa w implementacji dla 2 zmiennych, dla wiekszej liczby staje sie mato praktyczna
(potrzebny jest inny sposob losowania — tatwy do implementaciji niezaleznie od liczby zmiennych
np. 100 ?)
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g4 1 —(¥Y—11 Tc—l T )
Metoda transformaciji osi gtéwnych f(X) = 5 )n|C|e (X—=i) €™ (X-11)/
AYARZ/4

Macierz kowariancji C uzyskaliSmy dokonujac przeksztalcenia macierzy D

2 _
p=| % O R'D'R = (R"DR) ' ="
0 o

Obie macierze sg podobne i majg identyczne widmo wartosci wkasnych: to nieujemne elementy diagonalne D.
Zatem macierz C jest symetryczna i dodatnio-okreslona.
Mozna wiec tatwo (numerycznie) wyznaczyc¢ jej rozklad Banachiewicza-Choleskyego (LLT)

C=LLT ccl=LL"(LH Lt=1 clt=uH 1Lt
podstawiamy X — ﬁ — )‘;
i przeksztatcamy wyktadnik i,’TC—l v = )‘,’T (LLT)_ljl) — )‘,’T (LT)—1 L—l)',’ — 7117
——— ——
zT Z

Po transformacji, macierz kowariancji dla nowych wektoréw z jest macierzg jednostkowsa I:
* Dbrak korelacji miedzy nowymi zmiennymi

* wariancja kazdej zmiennej jest rowna 1

* nowe zmienne majg rozkifad normalny N(0,1) i mozemy je losowa¢€ niezaleznie

- -

L'y=7Z — y=Lz — X=LzZ-U z; € N(0,1)

Wektory losowe x majq rozktad zadany macierzg kowariancji C.
Zalety metody: fatwa ,skuteczna, wydajna, niezaleznie od liczby zmiennych
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Testowanie generatoréw liczb pseudolosowych

Jakos¢ wynikow generowanych w metodzie Monte Carlo w duze mierze zalezy od jakosSci uzytego generatora.
Nalezy uzywac generatorow ,dobrej jakoSci” tj. majgcych duzy okres oraz dobre wtasnosci statystyczne
(o znikomej korelacji elementéw ciggu liczb).

Generalnie testowanie generatorow moze odbywac sie na dwa sposoby:

1) testy analityczne — polegajg na okresleniu wtasnosci generatora tylko na podstawie analizy
jego konstrukciji, taka analiza mozliwa jest jedynie dla generatoréw o prostej budowie
(generatory liniowe i ztozone)

2) testy aplikacyjne (empiryczne) — testowane sg ciagi generowanych na komputerze liczb,

takie testy maja rozng postac, poniewaz pojedynczy test jest ukierunkowany na badanie jednej lub kilku cech
generatora majgcych wptyw na korelacje elementow ciggu czy poprawnosci generowanego rozktadu

(lub inaczej — wielkosci odchylenia od zaktadanego rozktadu)

Testowane sg gtownie generatory o rozktadzie jednorodnym, gdyz sg one podstawag dziatania generatorow
o dowolnym rozkfadzie prawdopodbienstwa.

Testowanie generatoréw o innym rozktadzie wykonuje sie w celu przetestowania
poprawnosci implementowanej metody (odwracania dystrybuanty czy eliminaciji).

Dobry generator nie musi spetnia¢ wszystkich testéw, idealny generator nie istnieje.

Testy ktorych nie spetnia dajg informacje czy i w jakich zastosowaniach nalezy
spodziewac sie problemoéw, ktorych po takiej analizie mozemy unikngc.
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Testy zgodnosci z zadanym rozktadem - test chi-kwadrat

Jest to prosty i zarazem najpopularniejszy test. Badamy w nim hipoteze, ze generowana zmienna
losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F, czyli jest miarg
odchylenia generowanego numerycznie rozktadu od rozktadu zadanego.

Jezell Fa=0 F(b)=1

to mozemy dokonaé nastepujgcego podziatu zbioru wartosci zmiennej X

a;
a<m<ap<...<ag=>b ——> pi=P(ai_1§xsai)=/f(x)dx
ai—1

Gnerujemy ciag n liczb

Xl,Xz, .« o ,Xn
Sprawdzamy ile z nich spetnia warunek

ai—1 <X < q;

ich liczbe oznaczamy n..
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Statystyka testu jest

S (ng - np;)?
2 i — i
Xk-1 = E , )
i=1 pi

Dla duzego n statystyka ta ma rozktad 2 o (k-1) stopniach swobody.
Dlaczego k-1 stopni swobody?

Znamy wartos¢ sumy oraz zliczenia w k podprzedziatow,
zatem jedna z nich jest liniowo zalezna od pozostatych — 1 stopien swobody mniej.

Test 2 jest miarg jakosci catego generowanego rozktadu
— to odrdzna go od testow czgstkowych polegajacych na sprawdzeniu poprawnosSci
generowanych kolejnych momentoéw rozktadu.

W tablicach statystycznych podawane sg zazwyczaj wartosci prawdopodobienstwa dla warunku
P(x* = X3)
zatem aby uzyskac prawdopodobienstwo dla warunku przeciwnego musimy uzyc¢
P(x* < x5) =1-P(x* = xp)
Wynik poréwnujemy z warto$ciami granicznymi: dolng i gérng dla zadanego przedziatu ufnosci (1-a)

(o) <x* <x*(1-a)

jesli Xz < )(2 (o) - hipoteze odrzucamy, bo jest ,zbyt dobry”,
generowany rozktad jest zbyt bliski rozkladowi zadanemu

2 2
X > (1-o . hipoteze odrzucamy, bo rozktad bardzo odbiega

od rozktadu zadanego
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Przyktad. Test x2 generatora o rozktadzie tréjkagtnym A (%)

mamy 2 parametry
£ 1, A) = — X — u| + 1 wigc 2 stopnie swobody
> Us A2 A mniej: «
(k-1-2) | X
p-A  H o ptA

1 x? X
a —S|-5 tux|+%, x<u
(- 3
Fo=rx<a= [ foumax={ N N
u-A —F(T—[JX+[1)+Z, X>u
histogram for trangle pdf
0.22 ‘ ‘ |
X=U+(1+&—-1) 4, &,6 €U0,1) 02| =
0.18 |
0.16 - T
0.14 | — _—
Procedura testowa: = 012y
& 01+ — —
1. Generujemy serie N liczb z rozktadu 0.08 - . ]
0.06 -
2. Grupujemy liczby w k przedziatach 0.04
0.02
3. Liczymy warto$¢ statystyki testowej x2 0

4. Dla zadanego poziomu o sprawdzamy
czy
X% < wartosci granicznej

2.167 (@ =0.05) < x;_, , =452 < 14.06 (a« = 0.95) - nie odrzucamy HO
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Test sum - generator U(0,1)

Definiujemy funkcje
y:Xl +X2+...+Xm

wygenerowana zmienna losowa Y ma rozklad o wielomianowej gestosci prawodpodobienstwa

dla m=2
_ y 0<y<1
g2(y) = 2y 1<y<2
dla m=3
y2
2 0<y<1
g3(y) =1 1(y*-3(y-1)? 1<y<2
L(y*-3((y-1%+3(y-2)?)) 2<y<3

Testowanie generatora polega na weryfikacji hipotezy, ze zmienna losowa Y ma rozktad zgodny z g_(y).

Zazwyczaj m nie przekracza 5.
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Test niezaleznosci elementéw ciggu — generator U(0,1)

Chcemy zbadac czy w generowanym ciagu istniejg korelacje.

Ustalamy zasieg korelacji r i generujemy (n+r) liczb. Nastepnie wyznaczamy wspoétczynnik korelacji dla probki

1 5 S
7 2 XiXir — | 3 21 Xi
=

i=1 r=12,3,...
Rr(n) = 2
1 v .2 [1%
n X _(H.in)
=1 =1
Jesli w ciggu nie wystepuje korelacja to R(n) ma rozktad normalny
R.(n) e N ( 11 )
r(n = =
n +/n
Test polega na sprawdzeniu tej hipotezy.
Test graficzny - jakoSciowy 1] 8 0
g " L ® 9
Inng forma testu jest wizualizacja, robimy wykres punktowy 081 & g 5 R
w 2D dla odpowiednio dobranych par ; go & § S
0,6 2
4 8
'€ | = 1 ® 2 é) Q =
(Xl’ X1+r), l 1, 2, 3, .o N 0,4: 8 5 g S g
1 @ a Q
Wystgpienie korelacji powoduje uktadanie sie punktéw ] 8 § o
wzdtuz kilku wybranych kierunkéw 0’25 § e g é? .
- tworzy sie regularna struktura/siatka (przyktad: generator RANDU). 1 g 9 g o 5
o __ -~ & &g
0 02 04 06 08 1

64



