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Lanincuchy Markowa

W 1906 roku Andrei Markow badat czesto$¢ pojawiania sie samogtosek i spotgtosek w poemacie ,,Oniegin” Puszkina.

Opracowat model stochastyczny, w ktérym pojawienie sie kolejnej samogtoski byto zalezne wytacznie od litery ja poprzedzajacej.
Model poprawnie odtwarzat czestos¢ wystepowania samogtosek — nazwa pochodzi oczywiscie od niego.

Rownoczes$nie Henri Poincare badat wkasnosci ciggéw zmiennych losowych, ktére pdzniej okazaty sie tancuchami Markowa.

W MC fancuchy Markowa zastosowat Metropolis (1953) a od czasu publikacji Hastingsa (1970) liczba zastosowan gwattownie rosnie.

tancuch Markowa to rodzaj procesu stochastycznego, w ktérym ciag zmiennych losowych

generowany jest wedtug pewnego ,wzorca”, cechg charakterystyczng jest dgzenie do uzyskania
stacjonarnego rozktadu granicznego.

proces stochastyczny najogolniej definiujemy metode generowania ciggu wielkosci (np. liczb) losowych

{CCt S R}
xy €85 C Rd - S to przestrzen dostepnych stanow ukfadu, d-wymiarowa
t

- parametr (przeliczalny) numerujacy stany

Podstawowa wtasnos$¢ tancucha Markowa — aktualny stan ukladu zalezy wylacznie od stanu poprzedniego,
i nie zalezy od wczes$niejszej historii (standw wczesniejszych).
Warunek ten mozna sformutowac postugujac sie pojeciem prawdopodobienstwa warunkowego

P{xn—|—1|xn7xn—la ce . 7x0} — P{xn+1|xn}

mn
T, € A" CS - zmienne losowe generowane sa w réznych podzbiorach zawartych w S

np. bezposrednie przejscie z X, do X, moze nie by¢ dozwolone, ale w n-krokach juz tak,
przejscie pomiedzy odlegtymi stanami musi trwaé — jest wiec pewnym procesem (losowym)

g —7X1 722 7 ... 72Lp 7 Tp+l
korelacja




W ogdélnym przypadku prawdopodobienstwo wylosowania nowego stanu moze zalezec¢ od: {x, A, n},
Jesli nie zalezy od n to tancuch jest jednorodny — mozemy okresli¢
tzw. prawdopodobienstwo przejscia T(x,y) o wlasnosciach

(uwaga: rozwazamy stany dyskretne, tancuch dla rozkladu ciggtego podany bedzie p6zniej)

T(x,y) = Ply|lr} >0, Vz,yeS

 T(x,y)=1, z,yes

Y

* Z pierwszej wkasnosci wynika, ze przejscie pomiedzy pewnymi stanami moze nie byc¢ realizowane
w sposoOb bezposredni tj. w pojedynczym kroku, ale z wykorzystaniem stanéw posrednich

* druga wilasnosc to warunek normalizaciji, przejscie z x do dowolnego stanuw S
realizujemy z prawdopodobienstwem rownym 1.



Btadzenie przypadkowe jako przykitad tancucha Markowa

Definiujemy przestrzen standéw np. w postaci zbioru liczb catkowitych

S=1{..,-2,-1,0,1,2,...}

Bladzenie przypadkowe polega na losowym przechodzeniu ukfadu z aktualnego stanu x,
do jednego ze standéw w jego najblizszym sagsiedztwie z okreSlonym prawdopodobienstwem

T € {xn—17 In, :En—l—l}

W najprostszej wersji prawdopodobienstwo przejécia mozemy zdefiniowac jak ponizej

.

p &= Tpt1 =T, +1
B q = Tpt1=Tp,—1
T(@n, Tns1) = < 2 =  Tpi1=Tn
L0 = zpp1 E{vn — L2072, +1}

uwzgledniamy warunek normalizacji
1
Z T(Tp, Tnti) =p+q+2z=1
1 =—1
przesuniecie lewo-prawo (A) to zmienna losowa, wiec potozenie w n-tym kroku tez jest zmienna losowa

wn:xn—l_‘_An:An+An—1+An—2+---+A1+$O

zatem cigg wartosci x, jest tancuchem Markowa
{rn,:neN}eS

Btadzenie przypadkowe nazywane jest tez ruchem pijanego marynarza.



pseudokod btgdzenia przypadkowego

inicjalizacja: xg
do i=1 to n
U, ~U(0,1)
if (U1 <p)then
Xx=x+1

elseif ( U; < (p+gq))then

x=x—1
else
X=X
end if
end do
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W przypadku, gdy S jest przestrzenig skornczong stanéw dyskretnych mozemy
prawdopodobienstwo przejscia sformutowac w postaci macierzy losowej P

S = {$1,$2,...,$r}

[ T(z1,71) T(x1,722) ... T(T1,2.) | warunek normalizacji
T($27$1) T(iUz,LUz) e T(xQ,xT) r
T= ; : y : ZT(xi,xj):l
: ; : : e
| W@ atn)  H@Bp3m)) o0 W@pa8n) |

warto zapamieta¢ wkasnosci macierzy losowych:

* suma elementow w wierszu jest rowna 1 (warunek normalizaciji)
* iloczyn macierzy losowych tez jest macierzg losowa
* przynajmniej jedna warto$¢ wiasna macierzy rowna jest 1

Jak mozemy wykorzysta¢ forme macierzowg?
Policzmy prawdopodobienstwo przej$cia pomiedzy stanami X i xs doktadnie w m-krokach (tj. poprzez m stanow posrednich)

T™(xa,2B) = P{Xmt1 = xp|Xo =24}

X« to zmienna losowa (stan): = o Z P{Xm+1 =z, Xm.-. 7X1|X0 = g;A}
Xke{x17x27°'°7x’r} X1 X

=Y .Y P{Xpp1 = Xn}... P{X1]|Xo = 24}
X

=Y ) T(wa, X0) T(X1, Xo)T(Xa, X3) ... T(Xp, 25)
X’rn,

co mozemy zapisaC w postaci macierzowej

Tm(x/h xB) — [Tm]

TA, B




Wynik mozna uogdlni¢ (réwnanie Chapmana-Kotmogorowa)

T ™ (20, 2p) = Y Pu{zplzi} Po{zilzal =Y T (@, 2:)T™ (25, 7p)

Tn+m — TnTm

Co nam to daje?
Powiedzmy, ze chcemy wykona¢ m=100 krokow — ile razy musimy dokona¢ mnozenia macierzy?

T2 — TT, T4 — T2T2, T8 — T4T4, T16 — T8T8, T32 — T16T16, T64 — T32T32

TlOO — T64T32T4

wystarczy 8 operacji zamiast 99, wiec sformutowanie macierzowe jest optacalne — utatwia rachunki



Bfadzenie przypadkowe na grafie — macierz przejscia

Strzatki na grafie pokazuja, dozwolone przejscia pomiedzy stanami
— mozemy skonstruowac¢ macierz pojedynczych przejsc¢ (n=1).

[ t11 tiz 0ty O
toer 0 tos O 0
T=1|1t33 O 0 t3u» O
0 0 tuz tgg tus
00 0 0ty |

Whioski dotyczace pojedynczych przejs¢ (n=1):

* zjednego stanu mozemy przejs¢ do kilku innych, ale nie do wszystkich
* w pewnych przypadkach istnieje skonczone prawdopodobienstwo,
Zze mozemy pozosta¢ w danym stanie
* jesli dotrzemy do stanu x5 to juz w nim pozostaniemy (stan absorpcyjny)

Przejscia n-krokowe

* z kazdego stanu x1-x4 mozemy dostac sie do stanu x5, ze stanu x5 nie przejdziemy do innych
* stany x1 i x3 nie sg potgczone bezposrednio, ale mozemy zrealizowac przejS¢ w postaci: x1-x4-x3, lub x1-x2-x3 itd.
* dla standw x1,x2,x3,x4 istnieje skonczone prawdopodobienstwo, ze startujac z kazdego z nich, powrécimy do danego stanu

Klasyfikacja stan6
asyfikacja stanow X; € {x1,x2, 73,4, 75}
* stany komunikujace sie: ] L . (n)
startujac z xk dotrzemy do stanu xm w skoniczonej liczbie nkrokow ¢, ' = P{X,, = xp,,n > 1| Xo =z} > 0

» stan rekurencyjny (ang. recurrent state): (n)
startujac z danego stanu, na pewno do niego powrdcimy ty, =P{X,=xp,n>1Xo=a,} =1
w przysztosci (po n krokach, n=1,2,3..)

« stan przej$ciowy (ang. transient):

prawdopodobienstwo powrotu jest mniejsze od 1 0< tg;) = P{Xn =TE,n > 1|X0 = Jfk:} <1



Klasyfikacja tarncuchéw Markowa

* fancuch jest nieredukowalny jesli z dowolnego stanu xk mozemy przej$¢ do kazdego stanu xm

0< P{X,,=xp,n>1|Xg=21} <1

* lancuch jest periodyczny jesli startujac z xk powracamy do tego stanu zawsze po tej samej liczbie krokow

to1 = 5 tog = 5
- fancuch periodyczny
TR €S
l12 = 1 t3o = 1

Jak sprawdzi¢ czy tancuch jest redukowalny? — najprosciej jest policzy¢ T", elementy macierzowe odpowiadajgce przejsciom
ze stanow rekurencyjnych do pozostatych sg zerami.
Jesli tancuch Markowa natrafi na podcigg standéw rekurencyjnych juz nigdy go nie opusci (absorpcja — co oczywiscie wykorzystujemy)

% % 0 S
Przykfad - tancuch nieredukowalny T — % % % T(n) _ c x %
1 2
I 0 5 3 | R
Przyktad — taricuch redukowalny 1 0 0 0 0 0| [« 0 0 0 0 0]
11 1
* stany przejsciowe: 4 % 421 (1) 0 (1) Roowok xR
{x2,x3} T_ 0 ¢ £ £ 0 3 T _ * ok ok %k ok %
- : : : 11 1
« dwa pOd)((::IL&}gI sltlan50w6rekurencyjnych. 0 0 0 5 3 3 0 0 0 = *
bl x50} 000 5 01 00 0 % = »
* wejScie do podciggu rekurencyjnego, 0O 0 0 i 0 % 0 0 0 =« %

zatrzymuje w nim fancuch, juz sie
stamtad nie wydostanie
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Rozktad prawdopodobienstwa realizacji stanow dyskretnych w przestrzeni S w n-tym kroku okresla wektor 1"

warunek normalizaciji

Zp(n)

7 = [p", ps", . pm)

Dla n=0 definiuje on rozktad poczatkowy (startowy)
(0 0 0 0
7O =, plY]

przykiad:

7% =11,0,0,0,0] 70 = F 0,0, 0]
27 Y 727

Mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo realizacji stanu xg w n-tym kroku

7 (zp) = P{X, =2p} = Y  P{X,=up|Xo=ax}P{Xo =2} = Y 7 (ap)T"(xx,25)
TL €S T €S

Mozemy tez postuzyc¢ sie relacjg macierzowg

721 — 2(0)p
722) — z(W)p _ 20)pp _ 2(0)p2
z(n) — 2(0)pn
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Rozktad niezmienniczy/stacjonarny tancucha Markowa

Aperiodyczny i nieredukowalny tancuch Markowa to taricuch regularny.

Posiada on rozkiad graniczny, ktéry staje sie niezmienniczy wzgledem kolejnych operaciji

N7 =" —

7(0)

~(n+1) _ =(n)

Ten wynik jest dla nas bardzo wazny:

* w zaawansowanych symulacjach MC, zazwyczaj nie znamy rozktadu koricowego opisujgcego stan dla uktadu,
ale ta wikasnos¢ gwarantuje ze niezaleznie od wyboru punktu startowego, rozktad stacjonarny uzyskamy jesli
wygenerujemy dostatecznie dtugi tancuch Markowa

* jesli wystartujemy z rozktadu bliskiego rozktadowi stacjonarnemu wowczas do rozkladu stacjonarnego dotrzemy
wykonujac mniejszg liczbe krokéw (krotszy tancuch Markowa), bedzie to rownowaznik metody losowania wazonego

przyktad — tancuch jednorodny - rozktad niezmienniczy

T =

0.3 0.2 0.5
0.4 0.3 0.3
0.3 04 0.3

x>

™

Up)

T3

© 00 O Ul Wi+~ O

0.000000
0.350000
0.335000
0.329500
0.330350
0.330375
0.330355
0.330357
0.330357
0.330357

0.500000
0.350000
0.295000
0.303500
0.303750
0.303555
0.303569
0.303572
0.303571
0.303571

0.500000
0.300000
0.370000
0.367000
0.365900
0.366070
0.366075
0.366071
0.366071
0.366071

™

P

T3

© 00 O Tl WD+~ O

1.000000
0.300000
0.320000
0.332000
0.330400
0.330320
0.330360
0.330358
0.330357
0.330357

0.000000
0.200000
0.320000
0.304000
0.303200
0.303600
0.303576
0.303570
0.303571
0.303571

0.000000
0.500000
0.360000
0.364000
0.366400
0.366080
0.366064
0.366072
0.366072
0.366071
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przykiad — tancuch redukowalny - brak jednorodnego stanu stacjonarnego (wptyw stanéw rekurencyjnych)

* kolor czerwony — aktualny wektor startowy
« ostatnia linijka — stan koncowy

O O O gk O
O O w O O O

O O O O R
o O O uR=N= O
Bl N=OI=RO= O O
ARlWNR N~ O—~ O O

* pierwszy wektor startowat w stanie rekurencyjnym

* drugi wektor w stanie przejSciowym, ale ostatecznie
koncowy rozkfad zlokalizowat sie we wszystkich
stanach rekurencyjnych

* trzeci wektor startuje w 2 podciggu standéw
rekurencyjncyh i widzimy, ktore separuja sie od
pozostatych stanow

* nie ma jednego globalnego stanu stacjonarnego,
rézne wektory startowe daja ré6zne
stany koncowe

0] 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
2| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
3| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
4| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
5| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
6| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
7] 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
8| 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
9] 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0 | 0.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1| 0.250000 0.500000 0.250000 0.000000 0.000000  0.000000
2 | 0.375000 0.300000 0.225000 0.050000 0.000000  0.050000
3 | 0.450000 0.195000 0.165000 0.065833 0.016667 0.107500
4 | 0.498750 0.130500 0.114750 0.079181  0.021944  0.154875
5] 0.531375 0.088200 0.078525 0.085838 0.026394  0.189669
10| 0.590096 0.012712 0.011385 0.098013 0.032357  0.255437
20| 0.599793 0.000265 0.000238 0.099959 0.033313 0.266432
30| 0.599996 0.000006 0.000005 0.099999 0.033333 0.266662
40| 0.600000 0.000000 0.000000 0.100000 0.033333 0.266667
50| 0.600000 0.000000 0.000000 0.100000 0.033333 0.266667
0 | 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000
1| 0.000000 0.000000 0.000000 0.250000 0.000000 0.750000
2 | 0.000000 0.000000 0.000000 0.229167 0.083333 0.687500
3 | 0.000000 0.000000 0.000000 0.251736 0.076389 0.671875
4 | 0.000000 0.000000 0.000000 0.248119 0.083912 0.667969
5| 0.000000 0.000000 0.000000 0.250301 0.082706 0.666992
10| 0.000000 0.000000 0.000000 0.249998 0.083335 0.666667
20| 0.000000 0.000000 0.000000 0.250000 0.083333 0.666667
30| 0.000000 0.000000 0.000000 0.250000 0.083333 0.666667
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Jaki jest zwigzek pomiedzy pojedynczym tancuchem Markowa a wektorem rozktadu prawdopodobienstwa 1t?

Zwigzek ten, jak to w Monte Carlo bywa, ujawnia sie dopiero wéwczas,
gdy zamiast jednego tancucha wygenerujemy ich duzo wiecej np. N~10°

7?(0) — (0)7 s 7p£*0)]

[pgo) y P2

* ustalamy liczbe tancuchéw N oraz okreslamy dtugos¢ pojedynczego tancucha n
* losujemy punkt startowy, jeden ze stanéw w S, z rozktadu prawdopodobienstwa zdefiniowanego w 11©
* generujemy kolejne tancuchy i zachowujemy informacje, w jakim stanie zakoriczyt sie dany tancuch

* po wygenerowaniu wszystkich tancuchéw okreslamy czestosci standéw korncowych,
czestosci te sg estymatorami rozkladu prawdopodobienstwa zapisanego w wektorze 1t

Po co wiec generowac tancuchy Markowa?

Zapis macierzowy jest wygodny, ale mozemy go stosowac jedynie w przypadku dyskretnym.
Dla rozktadow ciggtych z ktorymi bedziemy mie¢ zazwyczaj do czynienia, musimy tworzy¢ tancuchy Markowa.

14



Algorytm generowania pojedynczego tancucha Markowa

inicjalizacja: k=ky, x=xk * wybieramy numer stanu poczatkowego (k)
for i=1 to n do oraz jego wartosc (jesli jest liczbg — moze by¢
wektorem
Uy ~ U(0,1) )
p=0 * k okresla numer wiersza w ktérym sie poruszamy,
for m=1 to r do sumujemy prawdopodobienstwa w wierszu do momentu
p=p+Tkm az U<p, wtedy zmieniamy stan k - m
if( Uy < p) then
k=m
T = Fp
break
end if
end do
end do

15



Proces stochastyczny

Definiujemy nowa zmienng losowa, zalezng od 2 argumentéw:
* zmiennej losowej X
* parametru t (czas, nr iteracji, niekoniecznie losowy)

Y =g(X,t), X,YER

Zmienna losowa Y (stan uktadu) okresla proces stochastyczny, parametr t okre$la kolejnosc realizacji zmiennej w ciggu

hh<to<itz<...<t, — {Y(X,tl),Y(X,tg),...,Y(X,tn)}

Zmienna losowa ma swojg fgp, jej wartos¢ w punkcie y mogliby$smy policzy¢ tak

Iy (y) = /5(y — y’)fy (y/)dy/ (0 - delta Diraca) - y stanowi parametr pod catka,

y' jest zmienng ciggta

wiemy, ze rzadko znamy fgp fy wiec dokonajmy transformaciji i wyrazmy jga za pomoca fx

dy’ -1

fy('y/) - fw(x) dx

£ ) = / 5(y — g, £)) fu()de

Okresimy teraz prawdopodobienstwo tgczne wystgpienia zdarzen y: w chwili t; , y> w chwili t; itd.

fn,y(ylatl;y2at2; <o ;ynatn) — /5(y1 - g(x1>t1)7y2 - g(x29t2)a ey Yn — g(xnytn)) fa:(xl) <. fx(xn)dnx
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Jesli proces jest catkowicie losowy (brak zaleznosci pomiedzy y-mi) to fgp mogliby$my zapisa¢ w postaci iloczynu

oyt yzstas s Ynstn) = fryW t) fiy(We, t2) - f1y(Ynstn)

w przyrodzie jednak nie wystepuja takie procesy fizyczne — poprzedni stan uktadu ma wptyw mniejszy lub wiekszy
na to co stanie sie w przysztosci. Wystepuje pewien stopien zaleznosci miedzy Y-mi - korelacja.

Majac fgp mozemy policzy¢ np. n-ty moment (lub jakis inny)

<Y(t1)Y(t2) “e Y(tn)> = /y1y2 “en ynfn,y(yh tl; .. )dyl ce dyn

proces jest stacjonarny (przesuniecie w czasie nie zmienia wartosci momentu) jesli spetniony jest warunek

NVt +7)Y(ta+ 7). Yty + 7)) = (Y ()Y (t2) ... Y (L))

>0
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Funkcja autokorelacji
K(t1,t2) = ((Y(t1) — (Y (1)) (Y (2) — (Y (£2)))) = (Y ()Y (¢2)) — (Y (1)) (Y (¢2))
dla t,=t, dostajemy wariancje zalezna od czasu
k(ty,t1) = o%(t)
czas (zaniku)/zasieg korelaciji

li(tl,tg) ~ 0 < |t2 — t1| > Te

korelacje mozemy liczy¢ takze pomiedzy zmiennymi r6znego typu (np. potozenie-predkosc¢, oddziatywanie-objetosc)
Yi(t) = g:(X,1)
Kij(t1,t2) = ((Yi(th) — (Yi(t1))) (Y (L2) — (Y;(2))))
i skontruowa¢ macierz kowariancji

K: . .

- Kmm to warto$ci funkcji autokorelacji

Knl Kn2 s Knn

18



tancuch (proces) Markowa mozemy traktowac jako realizacje procesu stochastycznego — proces Markowa.

Definiujemy warunkowe fgp korzystajac z wkasnosci tancucha Markowa

=1 HYn—1, tn—15Yn—2, tn—2; .. .3 y1, t1) = fipn (W, t|Yn—1, tn-1)

i to fgp potraktowac jako prawdopodobienstwo przejscia pomiedzy starym a nowym stanem

Analogicznie jak w przypadku dyskretnym, taricuch Markowa jest jednoznacznie okreslony przez

Ty, t|Yn—1,tn-1) = fi1 (¥ t|Yn—1,tn—1)

podanie relacji wigzacej fy i T

fy(W,t) = f14(y, 1) T(y2,t2ly1,t1)

To czego szukamy tworzgc fancuch Markowa to najczesciej pewien wielowymiarowy rozktad stacjonarny,
ktory generujemy sekwencyjnie

fa.y(ys, t3; 2, tasy1,t1) = T'(ys3, talye, t2) fa.y (Y1, 15 y2, t2)

= T(ys, t3|ly2,t2)T(y2, t2|y1, t1) f1,4 (Y1, 1)

Widzimy ze przejscie 1 - 3 odbywa sie z wykorzystaniem stanu posredniego 2.
Jesli interesuje nas tylko rozktad poczatkowy i korncowy, informacje o 2 redukujemy

-

fo.u(y1,ti5y3,t3) :/f3,y(y1,tl;y2,t2;y1,t1)dy2

= fl>y(y17t1)/T(?/?nt3|y27t2)T(y27t2’y1at1)dy2

~

y

- rownanie Chapmana-Kolmogorova
dla zmiennej losowej ciggtej
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Stacjonarnos$é¢ procesu Markowa

Jesli X(t) definiuje proces stochastyczny i dla dowolnego €>0 proces X(t+&) ma te same statystyki,
to jest to proces stacjonarny, np.

[(X"(t)> = (X"(t +¢)) J

Wiasnosc¢ te mozna sformutowacé w sposob alternatywny, bardziej uzyteczny dla naszych przysztych celow,
mianowicie, proces stacjonarny to taki, dla ktérego taczny rozktad gestosci prawdopodobieristwa jest niezalezny od czasu

fn,y(xnatn; xn—latn—l; . ';xlatl) — fn,y(xnatn + &5 xn—latn—l +E5... ;Z'l,tl + 5)

Poniewaz w procesie Markowa taki rozktad uzyskujemy w wyniku ztozenia prawdopodobienstw warunkowych
dla 2 nastepujacych po sobie chwil czasowych

Sry@WnstniUn—1,tn—15 -3 y1: 1) = T (Y, ta|yn—1,tn-1) - .- T(y2, ta|y1, t1) f1,4(y1. 1)
wystarczy jesli rozktad zredukowany f,, stanie sie niezalezny od czasu

(Yn>tn) = (y,1) fiy(y,t) = /fn,y(yat; Yn—1stn—15---3Y1,01)dYn—1dyn—2 . . . dyr
fl,y(yat) = fl,y(yat+ ) = fl,y(y)

a rozktad warunkowy zalezny bedzie tylko od réznicy czasow realizacji tych standw, a nie od ich wartosci bezwzglednych

T27y(y/€—|—17 tk:—{—l |yk7 tk:) — TQ,y(yk+17 tk—{—l + €|yk7 tk + 8) — T2,y(yk:+1; tk—{—l - tk’|yk7 O)

Uwaga:
* bardzo czesto w modelowaniu lub symulacjach MC pierwszym wymaganym etapem jest uzyskanie stanu stacjonarnego
* uzyskanie stanu stacjonarnego oznacza, ze udato nam sie znalez¢ poszukiwang funkcje rozktadu f.,
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Jednorodnos$é procesu Markowa

Rozktad stacjonarny mozemy zdefiniowac tez w postaci asymptotycznej dla zredukowanego rozktadu warunkowego

lim f11(y, tlyo, to) = f1(y)

proces jednorodny to taki, ktéry staje sie stacjonarny niezaleznie od rozktadu poczatkowego (punktu startowego)
. Y
/\ lim fl|1(y7t|y7t):f1(y)
t—00
y/;éyo 7t/ >tg

Przyktad tego typu tancucha juz widzieliSmy w przypadku rozktadu dyskretnego — jesli nie byto stanéw rekurencyjnych (absorpcyjnych)
to konncowy rozktad prawdopodobienstwa jednoznacznie ustalony.

Uwaga:
jednorodnosc to wazna cecha procesu Markowa, jesli proces jest jednorodny to w wyniku przeprowadzenia
symulacji MC zawsze znajdziemy rozktad stacjonarny niezaleznie od wyboru punktu startowego
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Ergodycznos¢ procesu Markowa

Zgodnie z prawem wielkich liczb, btgd pomiedzy wartoscig oczekiwang a srednig z préby powinien male¢ ze wzrostem liczby losowan.
Na tym zatozeniu bazuje twierdzenie o ergodycznosci procesu Markowa.

Definiujemy zmienng losowg w postaci $redniej dla wielkoSci losowej x(t)

— 1 T - catka oznacza ,sumowanie” po stanach okreslonych
X(T) = oT / x(t)dt parametrem ciagtym t

Jesli x(t) opisuje proces stacjonarny to wartoS¢ oczekiwang sredniej mozemy liczy¢ jako
Srednig zmiennej losowej x(t) generowanej w czesci stacjonarnej tancucha

(X(T)) = (x)s

Zeby sie o tym przekonaé nalezy spawdzi¢ jak zmienia sie wariancja,
potrzebny bedzie drugi moment usredniony

Finy |

R(t:-t,) — funkcja autokorelacji

dtidta(x(t1)xz(t2)) R(t1 — ta) = (x(t1)x(t2)) — (z)”

H\%

» zélte pole dla obu par zmiennych jest identyczne

] 2T 2T * catka po zmiennej t musi by¢ nieujemna
’UCLT{Y(T)} _ <72 (T)> B <x>2 _ o dTR(T) / dt tj. nie moze zmieniaC znaku catki
—2T 7| 12 t
—— T 2T
(transformacja— obrét: \ >0
2T
, -
7= (ty — t3) /V2 _ ! T T, 2T 2T,
(t1 —t2)/ == [ drR(MQT - 7)) s 7
t' = (ty +ta) /V2 =
N J T 2T
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Wariancja zalezna jest od funkcji korelacji czasowej

2T

var(X(0)} = 5 [ dﬂ%)( _%>

=2T
Zazwyczaj korelacja w czasie zanika eksponencjalnie wéwczas
2T
7|

R ~ Cexp (_T_c) o /0 |R(7)|dT < 00 — lim 9T / dT( _ﬁ> R(1) =0

T—oo 2T
2T

T. - czas korelacji

Wariancja znika dla T — o wiec $rednia liczona w czesci stacjonarnej tancucha Markowa,
mozna interpretowac jako pierwiastek z wartosci Sredniej kwadratowej

var {X(T)} = <72 (T)> —@?=0  —  lim (1) = ,/<72 (T)> var=0  [X*(T) = X(T)

lim X(T) = (z)s

T—o00

Uwagi:
* wynik wazny ze wzgledu na sposéb gromadzenia informacji w MC

* warto$¢ oczekiwang mozemy szacowac liczgc srednig w stacjonarnej czesci taricucha Markowa — jeden tanicuch, ale dtugi

* wariancje zmniejszamy wydtuzajgc tancuch, kolejne stany uktadu generowane sg z rozktadu stacjonarnego
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Dynamika procesu stochastycznego — réwnanie typu Master

T(y2,taly1,t1) = T(y2, t1 + Ty1,t1) = Tr(y2|y1), T=1t2— 1

prawdopodobienstwo przejscia jest funkcjg czasu

Parametr a to czynnik normalizacyjny

T-(y2ly1) = (1 —a7)6(y2 — y1) + TW (y2|y1) 7 € (0,00)

l—ar>0 — a<

3 =

* wyraz (1-at) okresla prawdopodobienstwo braku zmiany stanu
T=0 — Tr(yaly) =0(y2—m) —2=un

» drugi wyraz zawiera tzw. czestos¢ przejs¢ W(y-|y1) - to gesto$¢ prawdopodobienstwa na jednostke czasu

Przejscie do kolejnego stanu ys; mozna wykonac¢ wykorzystujac rownanie Chapmana

T, (slon) = | T (slya) T sl o

laczymy oba wyrazenia podstawiajgc T(Ys|y2)

’ Trir(yslyr) — Tr(yslyr)  OT-(yslyr)
11m / —
T'—=0 T or

= / (W (ysly2)Tr (y2ly1) — Wy2lys) T (y3ly1)] dye
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Stan y; jest dowolny (zat6zmy, ze ustalony), wiec liczymy szybkos¢ zmian w stanie docelowym (y3).

Zapiszmy réwnanie w bardziej intuicyjnej postaci

T (yslyr) = fy(y, 1)

réwnanie typu Master (ang. Master Equation)

4 )

8fy(ya t)

rozkiad ciagly: | 9f / (W) £ 1) =W ) fy(y:t) |dy

N~

(1) @)
N\ Y,

dp(t
rozktad dyskretny: P Cl;t( ) = Z [Wk,mpm (t) - Wm,kpk (t)
m Vo

(1) 2)

* réwnanie typu Master opisuje szybko$¢ zmian rozktadu gestoSci/prawdopodobienstwa zmiennej losowej
(ang. gain-lose equation)

* (1) - wyraz dodatni, okres$la tempo przejscia do stanu y/k (zysk)
* (2) —wyraz ujemny, okres$la tempo opuszczania danego stanu i przejscie do innych (strata)

* po rozpoczeciu generowania tancucha Markowa zaobserwujemy zmiany fgp,
ale co sie stanie, gdy osiggniemy stan stacjonarny?
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Stan stacjonarny tancucha Markowa

W stanie stacjonarnym fgp=const, zatem pochodna znika

D) [ W) 1,00 - W) hy.0)Jdy’ =0

(1) (2)

wyrazenie pod catkg musi znika¢ co prowadzi do warunku réwnowagi (ang. detailed balance)

rozktad ciagty W(yly')fy (y/7 t) = W(y/’y)fy (y7 t)

rozktad dyskretny Wk,mpm (t) — Wm,kpk (t)

* przejsScie ze stanu y do stanu y’ odbywa sie z identyczng szybkoscig jak ze stanu y’ do y

* warunek ten jest podstawg dziatania algorytmu Metropolisa generowania tancuchoéw Markowa

* rownanie Master ma bezposrednig interpretacje fizycznag, iloczyn WAt okresla prawdopodobienstwo
przejscia w krétkim przedziale czasu
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* rownanie Master mozemy uzy¢ np. do opisu przejs¢ w uktadzie kwantowym wywotanym jakims czynnikiem zewnetrznym
np. pole elektryczne moze zmusic elektron do zmiany stanu orbitalnego

21
Wk f(Er) = EIHkaQp(Ek)

Hip = (Ui (M) |U (T, 1) |90 (7)) « czynnik zaburzajacy-wymuszajacy przejscie

p( E) * gestos¢ stanow bez zaburzenia (jesli stan jest nieobsadzony to nie generuje przejsc)

* zrownaniem typu Master mamy do czynienia w problemie rozpadu promieniotwdrczego (szeregi promieniotwdércze),
podobnymi réwnaniami opisywana jest dynamika reakcji chemicznych

(
dC]l\il — )\ NV, (t) _ izotop matka * izotop macierzysty tylko znika
AN * ilos¢ atomdéw potomka 1 ubywa ze wzgledu
\ = A1N1(t) — AaNa2(t) - potomek 1 na rozpad, a przybywa ze wzgledu
na izotop macierzysty
dc]l\g?’ = Ao N2 (t) — A\3N3(t) - potomek 2 * ta sama sytuacja
\
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Przyktad - transport przez kropke kwantowa.

* transport nierbwnowagowy wymuszony réznicg napie¢ pomiedzy drenem a zrédtem (bramkami sterujgcymi)
* mozemy okresli¢ czestosci przejs¢ I' pomiedzy r6znymi stanami kwantowymi

* celem moze by¢ wyznaczenie rozkladu stacjonarnego obsadzenia standw kropki kwantowe;j
dla ustalonych poziomow energii Fermiego Zrodta i drenu — prawdopodobienstwa obsadzen stanow

» dodatkowy czynnik zaburzajcy to potencjat kropki, ktory moze oscylowaé
(stanu stacjonarnego raczej nie uzyskamy — ale to zalezy od relacji miedzy czestosciag przejsS¢ a czestoscig oscylacji zaburzenia)

@ I'ss E.
By 1'p2
]-_1]_2
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Symulacja procesu jednokrokowego dla réwnania typu Master (birth-death process)

w(n-1,n) w(n+1,n) definiujemy czestosé przejsé tylko pomiedzy sasiednimi stanami

| m | { w(n’,n) #0, n'=n+1l

w(n’,n) =0, |n—n|>1

rownanie Master procesu

af(aqz,t) =w(n,n+1)f(n+1,t) + wln,n —1)f(n - 1,t) —w(n +1,n) f(n,t) —w(n — 1) f(n,t)

~
zysk strata

* wprowadzamy oznaczenia — krotszy zapis

rin+1)=wn,n+1) r(n) =w(n —1,n)
gn—1)=w(n,n—1) g(n) =w(n+1,n)
WD) 1) 104+ 1,0) + g = 1) 70— 1,0) — [g(m) + ()], )

zajmiemy sie ostatnim wyrazem odpowiedzialnym za ,opréznianie/rozpad” stanu
* pierwsze dwa wyrazy (zysk) bedg sie generowac automatycznie, gdy ,oproznia¢/rozpadac” sie beda stany sgsiednie
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oprdznianie stanu n-tego bedzie zachodzito z czestoscig okreslong przez sume po wszystkich kanatach rozpadu (tutaj sg 2)

A(n) = r(n) + g(n)
definiujemy prawdopodobienstwo opréznienia/rozpadu stanu n-tego w przedziale dt

g1 = A(n)dt

zalozmy, ze rozpad nastgpi po czasie t=(N+1)dt

(1-g.) — prawdopodobienstwo, ze nic sie nie stanie

AN 4+ 1Ddt ] At 1N
=[1 = A(n)dt]" X(n)dt = |1 — dt = |1— dt
a1 = 1= A" Mwye = |1 = 2EEIEN e — - 2T
lim |1 S e N e" N = ¢ ALN e Al exp (—At)
I — == ... I —ex — = X — ~ X —
lim ¢ = (N + 1)dt = const — @ = e Mdt = f(t)dt * prawdopodobieristwo,
0 ze w chwili t nastapi

mamy f(t) wiec teraz mozemy okresli¢ warto$¢ oczekiwang czasu po jakim nastapi rozpad

r=-1h(),  Ui~UO1)
wiemy juz kiedy, teraz dokonujemy wyboru stanu docelowego (mamy dwie mozliwos$ci)
A=g+r przg pgzgzl—pr
Uy ~U(0,1) — Uy <p.—n=n-—1 V

przejscie do innego stanu
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Pseudokod generowania M taricuchéw dla procesu jednokrokowego (birth-death process)

1 inicjalizacja: r, g, A, tend, to, Mo
2

3 for m=1 to M do

4 t =t

5 n = ny

6 while t <tenqg do
7 Uy ~U(0,1)
8 TZ—%IH(Ul)
9 Us ~U(0,1)
10 {f (Up < %)
11 k=-1
12 else

13 k=

14 endif

15 n=n+k

16 t=t+T1

17

18 zbieramy potrzebne dane
19

20 end do

21

22 end do
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Rozwigzanie réwnania typu Master dla grupy zdarzen losowych - algorytm Gillespie

Rozwazmy ogolny problem:
* dany jest ciag zdarzen losowych {x1,Xz,...,Xn}
* jakie jest prawdopodobienstwo, ze w przedziale czasu (t, t+1) nie zaobserwujemy realizacji zadnego
stanu, ale w przedziale (t+1, t+1+dt) zostanie zarejestrowane zdarzenie X; ?

L‘ czas

@ . —>
/N

t+7 t4+7+dt

Przydatna bedzie tu wielkoS¢ opisujgca ,,dynamike” zachodzgcych zdarzen/procesow losowych

T — —
’ jednostka czasu

liczba obserwowanych zdarzen losowych X; [1]
s

Wielkos€ I okresla szybkos¢ (tempo) zachodzacych proceséw (ang. rate).

Uwaga: wielkoSc ta nie jest czestoscig, poniewaz termin ten odnosi sie
do procesow periodycznych (np. w czasie).

T dt - to prawdopodobienstwo zaobserwowania
bi v zdarzenia x; w przedziale czasu (t, t+dt)
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Korzystajgc ze zwigzku prawdopodobienstwa z szybko$cig zachodzgcego procesu mozemy zapisac¢ dwie relacje

(X;) = [;AL p <)}) _1_T.A¢ - toprawdopodobieristwo ze zdarzenie
Piai) = Li ! ! nie zostanie zaobserwowane

Druga relacje wykorzystamy do okreslenia, prawdopodobienistwa ze w czasie At nie zajdzie
jakiekolwiek zdarzenie zawarte w grupie standw {Xi,Xz,...,Xn}

~

p()?l,)?Q,...,Xn) = (1-T1A) (1 -ToAl) ... (1-T,A) = [[ (1 - TuAY)
1=1

Powyzsze wyrazenie jest prawdziwe dla matych wartosci At. Poniewaz chcemy otrzymac¢ podobny wynik
dla skonczonego (domysinie: dlugiego) przedziatu czasu 1, musimy problem rozwazy¢ jako sekwencje
N krotkich odcinkéw czasowych

i
=N At — At = —
g N

Konstruujemy docelowe wyrazenie opisujgce prawdopodobienstwo braku jakichkolwiek zdarzen
w przedziale o dlugosci 1i zdarzenie X; wystepujgce po uptywie tego odcinka czasu

n N
= T (-r5)| - c
=1

1= .
N _ zdarzenie X;

Ve

brak zdarzen w(t,t+7)
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Wyrazenie upraszczamy wymnazajgc wyrazenia w nawiasach okragtych,
a nastepnie zostawiajac tylko wyrazy liniowe wzgledem T

p(r,i) = lim [H (1—r—)] Tyt~ Jim [1— %r] Tydt

N—oo |- -
=1 =1

podstawmy: ez = Z I';

N
p(r,i) = lim [1 - %I‘max} Tydt = ¢~ Tmas Tt

N—oo

I

Fmaa:

p(7,1) = Lpaze™ Tlmaz . ¢ .

powyzsze wyrazenie mozemy zapisa¢ w ogolnej postaci

p(7,1) = p(7) - p(i|T)

p(1) — okres$la rozktad prawdopodobienstwa (fgp) dla zmiennej czasowej T, czyli przedziatlu czasowego

pomiedzy dwoma kolejnymi zdarzeniami
p(i|t) — to prawdopodobienstwo warunkowe realizacji zdarzenia X; po czasie T (od poprzedniego)
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Algorytm Gillespie (wersja podstawowa)

1) okreslamy ciag standw losowych oraz odpowiadajgcych im szybkosci realizacji i obliczamy ich sume IMmax

s<n

{LUl,CUQ,...,ZCS} {F17F23"'7Pn} — Pmax:ZFi

2) dzieki znajomosci aktualnej wartosci Nmax (moze sie zmieniaC w czasie) losujemy wartos¢ 1

T

F(r) = / AT'Tpaze e =1 — e Thmas = [J; ~ U(0,1)

0

1

In (U1)

T=—
Pmam

3) dla chwili t+1 okreslamy typ realizowanego zdarzenia x; — losowanie z rozktadu dyskretnego

I, A
Uy ~ U(0,1) .
U2 ) Fmaa: Fz
I'y v

4) po wylosowaniu okreslonego zdarzenia — modyfikujemy stan uktadu
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Przykiad zastosowania algorytmu Gillespie: symulacja dynamiki reakcji chemicznej

W uktadzie znajduja sie trzy zwigzki chemiczne {X1,X2,Xs}, Xs powstaje w wyniku potaczenia substratow xi i Xz (Ks),
zwigzek xs jest usuwany z szybkos$cig okreslong przez (ks). Aby reakcja zachodzita w sposob ciagty,
do uktadu dodawane sg sktadniki x; i X, z intensywnoscig okreslong przez (ki) i (k2).

Zdefiniujmy problem matematycznie za pomoca ukfadu rownan rozniczkowych

k
T + To —> T3 dxs
—— = k3x1w2 — k413
k4 dt
r3 — 0
I i 0 dxl
L E = —k’3$1$2 + k’l
0 —1> I
L W = —k‘3£23133'2 + k‘z
0 %2 o

Jesli ilos¢ sktadnikdw X1, X2, X3 jest duza (~Navogadaro) t0 UKtad rownan rézniczkowych mozemy rozwigzywac
przy uzyciu standardowych metod numerycznych (np. metoda RK4) — mimio iz proces jest stochastyczny,
to fluktuacje sg na tyle mate ze mozna je zaniedbad.

Ale, gdy ilosc sktadnikéw jest mata, wowczas realizacja jednego zdarzenia powoduje duze fluktutacje
ilosci sktadnikow, ktore zmieniajg sie w sposob dyskretny. Dyskretnych zmian ilosci sktadnikow,
standardowe metody rozwigzywania RRCz nam nie odtworza.

Konieczne jest uzycie MC.
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W uktadzie mozliwe jest wystgpienie 4 zdarzen, w ktorych ilosci sktadnikow zmieniajg sie o 1:

Lp. | rodzaj procesu zmiana stanu uktadu szybkos¢ procesu
1 | dodanie skladnika x; r1 — 21+ 1 I'y =k
2 | dodanie skiadnika x- To — To+ 1 'y = ks
3 | reakcja syntezy skladnika x3 | z3 > 23+ 1, 21 > 21 — 1, 20 > 20 — 1 | I's = k3x129
4 | usuwanie sktadnika x3 r3 —> x3 — 1 I's = kyxs

Pseudokod algorytmu Gillespie dla problemu reakcji chemicznej

initialization:
L1,T2,T3
kl}k21k3ak4

tma:c

set: t=0

while (t<tmax) do

compute: Fl, FQ, Fg, ry — Fma:c = Z Fz
=1
draw 7: U ~U(0,1) — 7= —=~—1In(U)

Fmam

j
for event 71”7 update states: x1, xo, 3
update time: t=t4 71

end do

draw event: U; ~U(0,1) — i = min {3 : I';>Us- I‘max}
=1

”»
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Réwnanie ruchu z czynnikiem stochastycznym

Najprostsze rownanie ruchu ma postac

dx

E — y(aj?t)

rozdzielmy zmienne

dx = y(x,t)dt — z(t+ dt) — x(t) = y(z,t)dt

taki proces jest ciggty

dltanO x(t+ dt) = x(t)

a poniewaz pochodna istnieje to proces jest ,gtadki”

lim x(t+ dt) — x(t) <o
dt—0 dt

Prawa strona rownania r6zniczkowego moze mie¢ charakter losowy np. co wynika z oddziatywania z otoczeniem
x(t+dt) =z(t) + Y(z, t)dt

Jesli na Y(x,t) narzucimy warunek rownowagi, to powyzsze rownanie bedzie generatorem tancucha Markowa zmiennej ciagtej x,
poniewaz realizacja stanu dla t+dt zalezy tylko i wytacznie od tego w jakim stanie byt uktad w chwili t.

Jak mozna zdefiniowac¢ Y(x,t)? - najprostszy przypadek to ruchy Browna
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Ruchy Browna

* drobina kurzu na powierzchnii wody nie spoczywa, ale porusza sie chaotycznym ruchem
pod wptywem zderzen z czasteczkami wody, efekt jest potwierdzeniem atomowej budowy ciat

* niemozliwe jest zarejestrowanie kazdego zderzenia i jego wpltywu, to co widzimy to
usredniony efekt makroskopowy

* po raz pierwszy efekt zaobserwowat dunski biolog Jan IngenHousz w 1785

» efekt spopularyzowat Szkot Robert Brown w 1827 roku i od niego wzieta sie tez nazwa

Przemieszczenia ciala sg wypadkowa wielu zderzen, ale w przyblizeniu mozemy zatozy¢ ze obiekt porusza sie
w krétkich odcinkach czasu po linii prostej

X=00+X{1+Xo+...+ X, zatlozmy ze start jest w 0
m():()

Proces zderzen jest chaotyczny i anizotropowy — przesuniecia lewo/prawo, géra/dét sg rownieprawdopodobne,
lub inaczej: ruch Browna jest realizacjg btadzenia przypadkowego z prawdopodobieristwem niezaleznym od kierunku

(X)=(Xy)=...=(X,)=0 — (X)= ZX =) (X;)=0

=1

Kolejne zderzenia i bedace ich wynikiem przemieszczenia sg realizacjg tego samego procesu — wariancja jest identyczna

var{X1} = var{Xs} = ... = var{X,} = Az?
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Wariancja catego ruchu

var{ X} = (X?) — (X)? = (X?) = Z<X§> = Z Az? = nAz?

Zmiany obserwujemy w kolejnych chwilach czasowych, ktére mozemy potraktowac jako rownoodlegte

t = nAt

A 2
var{X} = 2—;2?5 = 2Dt = ¢*

Wariancja ro$nie z czasem, D to wspoétczynnik dyfuzji — okre$la rodzaj oddziatywan czgstka-otoczenie.

Przemieszczanie sie czgsteczki obserwujemy przez diugi czas, zatem suma zmiennych losowych powinna dgzy¢
do rozktadu normalnego, ktérego szerokos¢ okresla¢ bedzie zmienna w czasie wariancja.

(X(t)) = V2DtN(0,1) — X, =V2DAtN(0,1)

uwaga: zderzenia i przesuniecia to zdarzenia losowe niezalezne, dlatego kazde nowe potozenie mozemy potraktowac
jako punkt startowy, dlatego pod pierwiastkiem jest At zamiast czasu catkowitego t.

Generator tancucha Markowa dla ruchéw Browna ma postac procesu Wienera

z(t + At) = z(t) + V2DAtN(0,1)

Proces Wienera — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej jest rowna zero, a jej zmiany opisuje rozktad normalny (proces Gaussowski)
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Modelowanie ruchéw Browna tancuchem Markowa

z(t+ At) = x(t) + VDALN(0,1)

inicjalizacja: z=x9, ¥ =10,
do i=1 to n

Az ~ N(0,V2DAL)

Ay ~ N(0,vV2DAL)

r=x+ Az
y=y+Ay
end do
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Ruchy Browna - proces Wienera - réwnanie dyfuzji

X to zmienna losowa o rozktadzie normalnym wiec mozemy okresli¢ jej fgp (funkcje rozktadu): f(x,t)

Xi ~ N(O, V QDAt) — f(.’B,t) = 4—1}[;6_4 T
V &l

1 22

Skoro jest funkcjg dwuargumentowa, policzmy jej pochodne czastkowe i porownajmy je ze sobg

z porownania (1) i (3) dostajemy réwnanie dyfuzji

of(x, 1)
ot

of _
or

o°f

dx?

f(z,t) [1 22
! [2 4Dt]

proces Wienera — tancuch Markowa

Of (x,t)

ot

RICR)

0x?

z(t + At) = z(t) + V2DAtLN(0,1)

réwnania te sg matematycznie rownowazne bo opisujg ten sam proces stochastyczny — ruchy Browna
proces Wienera opisuje zmiany zmiennej losowej X w czasie

rownanie dyfuzji okresla zwigzek pomiedzy pochodnymi fgp
rozktad fgp mozemy okresli¢ generujgc wiele tancuchéw Markowa i usredniajac wyniki dla kolejnych chwil czasowych
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Réwnanie dyfuzji formalnie mozna wyprowadzi¢ zaczynajgc rozwazania od prawa Ficka, ktore wigze gestosc pradu
dla fgp z gradientem funkcji

J:_DM’ D >0
ox

* prad rozktadu gestosci prawdopodobienstwa ptynie w kierunku przeciwnym do gradientu, aby go zmniejszy¢

Prawo Ficka tgczymy z rownaniem ciggtosci w postaci rozniczkowej

Of (x,t) N 0J

ot 5z

CO po wstawieniu jawnej postaci J daje réwnanie dyfuzji

0f(x,t) _ 0% f(x,t)

ot 0x2
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Roéwnanie Langevina — proces Ornsteina-Uhlenbecka

Punktem wyjsScia bedzie uktad rownan ruchu

( (
e _FH) <%=V® . <w@ﬁm—ﬂﬂ=V®ﬁ
dt2  m
& =0 (V(t+dt) = V() = St

gdzie: m to masa, F(t) to sita

Langevin badajac ruchy Browna zauwazyt, ze zderzenia czastki badanej z czgstkami ptynu powinny prowadzi¢ nie tylko
do losowej zmiany kierunku predkosci, ale takze do jej zmniejszania ze wzgledu na tarcie (lepkosc)

V(t+dt)— V()= -

YV (t)dt + / B2dtN (0, 1)

7

N

tarcie ruchy Browna

* yto wspotczynnik tarcia
* rownanie Langevina opisuje proces Ornsteina-Uhlenbecka z parametrem losowosci 3

* tarcie i fluktuacje predkosci to efekty komplementarne
— te same zderzenia z czgstkami ptynu prowadza do fluktuacji i dyssypaciji energii

Mamy réwnanie w postaci rézniczkowej, czy wystarczy ono do wygenerowania tancucha Markowa?
Znajdzmy jego rozwigzanie ogoélne (warto$¢ oczekiwana i wariancja) i porownajmy oba podejscia.

Dla procesu Wienera nie byto réznicy — kazda zmienna miafa identyczng wage,
w procesie O-U zmienne moga mie€ inne wagi (tarcie) istotne jest doktadne uwzglednienie tego efektu.
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Obliczmy wartos¢ oczekiwang predkosci

(V(t+dt)—V(t)) = (—~V(t)dt + +/P2dtN(0,1))

operacja jest liniowa <V(t T dt)> _ <V(t)> — <_7V(t)dt> + ( ﬁZdtN(O, 1)>

dzielmy przez dt i uéredniamy d<‘(/](t)> = —y(V(t)) (N(0,1)) =0
it
rozwigzujemy RRZ (V(t)> = g et - warto$¢ oczekiwana predkosci

wariancja wymaga obliczenia

var{V(t)} = (V(1)) — (V(#))"

gdzie korzysta sie z

dVit) = [V(t+dt))]* — [V(#)]? = [V()(1 — ydt) + /B2dtN(0,1)]* — [V ()] = ...

d(V2(t)) = =2(V(t))vdt + 2 (V(t)N(0,1)) v/ B2dt + pdt

(V(£)) (N (0,1))=0

%<V2(t)> (V)4 B2 = (V) —Re 4+ P — 2w
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Mozemy teraz potgczy¢ oba wyniki

var{V ()} = (VZ(1)) = (V()* = 5 (1 - ™" (V(£)) = voe ™"

dla t=0 (poczatek procesu)
var{V(t)} =0

Mamy zatem proces dla ktérego okreslilismy wartos¢ oczekiwang i wariancje, a fluktuacje maja rozktad normalny.
Mozemy zapisa¢ wynik dla dowolnego t

2
V(t) = N | vge ", > (1—e20t) |, t €10,00)

i przez analogie do procesu Wienera zapiszemy fgp procesu Ornsteina-Uhlenbecka (funkcje rozktadu)

1 V — Voe 1)
PVt = — exp |~ Y0 )
\/27r§—,y(1—6_27t) 255 (1 —e=2t)

* W rownaniu wystepujg oba parametry charakterystyczne dla procesu: Biy
* dla t=0 f(V,t) przechodzi w delte Diraca

* w dlugim czasie wptyw czynnika y zanika, dyfuzja dominuje — efekty sg przeciwstawne (3 jest skalowane eksponentg)
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Skoro mamy tarcie w ukladzie, to mozemy tez doda¢ pewna site o statej amplitudzie (elektryczng grawitacyjna),
ktorej istnienie w potgczeniu ze zmienng sitg tarcia musi prowadzi¢ do statej predkosci — predkosci dryfu Vd=const

Vi, = const

V(t+dt)— V() = —A[V(t) - Vildt + /B2ZdEN(0,1)

» gdy V(t) zbliza sie do predkosci dryfu, pierwszy wyraz po prawej stronie jest bliski 0 + fluktuacje

* fluktuacje sg wynikiem ruchu termicznego czasteczek osrodka mozemy je powigza¢ — tw. dyssypacyjno-fluktuacyjne

Ciato poruszajace sie ze statg predkosciag (Vq4) w ptynie oddzialuje z czgsteczkami osrodka.
Przechodzac do uktadu srodka masy ciata, fluktuacje te bedg wptywac na energie kinetyczng

SECM = lim muvar{V(t)} _ mp’ (m — masa ciata)
t— o0 2 4,)/

te fluktuacje sa miarg Sredniej energii termicznej czgstek, wobec tego z zasady ekwipartycji energii dostajemy relacje

m62 B kT 52 B kT m — masa obiektu
— — = k — stata Boltzmanna
4~y 2 2~ m T - temperatura

wyrazenie wigze fluktuacje () z dyssypacja (y) w stanie rownowagi termicznej (t - o)
* jesli obserwujemy dyssypacje energi to wystepuja tez fluktuacje

* natomiast fluktuacje mogag wystepowac bez dyssypaciji (brak predkosci dryfu)
47



Stalowa kulka opada ze ,statg” predkoscig w rurze wypetniong gliceryng (ciecz lepka) o wspoétczynniku lepkosci n

Stalg tarcia mozna wyznaczy¢ z prawa Stokes’a, a nastepnie parametr fluktuacyjny D

6nr 12mmrkT
A S LU
m m

» fluktuacje powodujg, ze nie mozemy doktadnie okresli¢ potozenia kulki w czasie

Badana czgsteczka zderza sie z czgsteczkami gazu — jak mozna okresli¢ parametr fluktuacyjny 3?

predkos¢ termiczna gestosé gazu przekréj czynny czestosc zderzen

czasteczek gazu na zderzenie

kT n o
Vav = \/ —
mo
mo [2movkT
m m

» dostaliSmy prosta zalezno$¢ opisujaca wspoétczynnik dyfuzji

V:,Uafv°n'0-
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Symulacja MC procesu O-U dla predkosci

Mamy dwa réwnania - ktore wybrac¢ jako podstawe algorytmu MC?

F(t F
(x) V(t+dt)—V(t)=—yV()dt + #dt +/B2dtN(0,1) F(t) = const — Vy=—
) ym
2
(xx) V(t) =N | voe "+ Vy(1 — e ), 5 (1 —e=20t) ], t e [0,00)
g
Zwréémy najpierw uwage na istotng réznice:
(*) jest prawdziwe dla dt - O,
(**) jest prawdziwe dla dowolnej chwili t
Rownanie (*) mozemy przeksztatci¢ do (**), ale powyzsze zatozenie musi by¢ spetnione
dlimo Vit+dt) =V (@)1 —~dt)+...=V(t)exp(—t) + ...
t—
Z drugim rownaniem tego problemu nie ma, t jest dowolnie duze. Mozemy zatem utworzy¢ tancuch Markowa
dla procesu O-U
V(to) — V(tl) — V(tz) — ...
zatbzmy jeszcze staty krok czasowy tiz1 —t; = At
Zauwazmy tez ze kazda zmienna losowa V(1) stanowi punkt startowy do wykonania kolejnego kroku.
I 52 - generator tancucha Markowa dla
' _ N, —YAt __—At ~r o —92~At predkosci w procesie O-U
V(tl"‘l) o V(tl)e + ’7’m(1 € ) + 2’7 (1 e~ 7 )N<O’ 1) I dowolnego kroku czasowego
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Pseudokod dla tancucha Markowa w procesie O-U (predkos¢)

inicjalizacja: V=V, ~,3,At
do i=1 to n

Uy ~ N(0,1)
V=V.e 784 %(1 — e~ 7AY) 4 \/g—i(l — e~ 27AH
end do
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Symulacja procesu z dwiema zmiennymi

Wiemy jak modelowac proces O-U dla pojedynczej zmiennej (V).
Wrocmy do pierwotnego problemu, réwnania ruchu, ktore zawiera dwie zmienne: x i V.
Zmienne te sg skorelowane.

ErErlE rozwigzanie
1% N [ 1 27¢ 0
t) = R P —e 7 ) t € )
V(t+dt) — V(t) = -V (£)dt + /BZdEN(0,1) (®) voe 2y (=€) 0, 00)
2
V(tipr) = Vit)e ™ 442 (1 — 218N (0,1)
8
réwnanie rozwigzanie
o(t +dt) —z(t) = V(¢)dt 2922222222222222222222222

Gdzie lezy problem?
Naiwnie moglibySmy pomysleé, ze podczas wykonywania jednego kroku predkosc jest stala i
prébowac catkowaé drugie rownanie. Ale predkosc¢ ulega caty czas zmianie z powodu tarcia.
Jak nalezy postgpic?
* spodziewamy sie ze skoro zmienna V(t) ma rozktad normalny to x(t) rowniez X(t) = N(<X(t)>, UCLT{X(t)})
. z+oZony r:ozk%ad prawdopodobienistwa dwoch zmiennych normalnych jest jednoznacznie zdefiniowany
przez ich:

(1) wartosci oczekiwane, (2) wariancje i (3) kowariancje

* nalezy obliczy¢ (1), (2) dla x(t) oraz (3) dla x iV
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* wartos¢ oczekiwana X(t)

X(t4d)— X)) =vdt  —  ax=via —  EE

(E(®) = a0+ 2= ™)+ e+ e = 1

* wariancja UGT{X} — <X2> _ <X>2

dX = Vdt
dX2(t) = X2(t+dt) — X2(t) = (X +dX)? — X? = 2XdX + (dX)? = 2XVdt + (Vdt)*

d(X?) . dvar{X} d o 5
S =2AXV) - = 2 [(X7) = (X)7]
dvar{X} d ., 5 d(X?) AX) _
— = X% (X)) = o - 2(X) = = 2AXV) = 2X)(V) = 2e00{X, V}

- czyli wariancja zmiennej X(t) zalezy od jej kowariancji z V(t)

Aby obliczy¢ cov(X,V) nalezy policzyc jej rozniczke, zachowac wyrazy najnizszego rzedu,
po podzieleniu przez dt dostaniemy RRZ, ktére nalezy rozwigzac

d

decov{X,V} =... — ECO’U{X, V} = —vycov{X,V} +var{V}
2
ianci _ —yt =24t
kowariancja CO’U{X, V} — 272 (1 — 2e M L g7 ) .




Rozwigzujac RRZ dla wariancji dostajemy

Mozemy skonstruowac tancuch Markowa dla pary (X,V)

ap = (X (t + At))
bo = (V(t+ At))
X(t+ At) = a0 +a1N(0,1) + a2 N (0, 1) by = Vvar{V(t + At)}
cov{ X (t + At),V(t + At)}
Vvar{V(t + At)}
cov2{X (t+ At),V(t + At
ag = \/var{X(t—l—At)}— {'UCET{V(tZLA(t)} )}

* oczywiscie rozwigzania w kolejnej chwili czasowej t+At (wspoétczynniki a,b)
znajdujemy biorgc jako punkty startowe rozwigzania z chwili poprzedniej t

V(t S At) = by + blN(O, 1) a1 =
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