Optymalizacja (minimalizacja) metodga Monte Carlo



Plan wyktadu
* zagadnienie optymalizacji
* metoda symulowanego wyzarzania (SA)

* algorytm Metropolisa

* modyfikacja algorytmu SA: tunelowanie stochastyczne

* przykiad 1: najkrétsza trasa w miescie

* przyktad 2: problem Thomsona — klaster z oddziatywaniem Lennarda-Jonesa
* przyktad 3: modelowanie struktury fullerenéw

* algorytmy ewolucyjne

* algorytmy genetyczne (GA)
* przykiad: najkrotsza trasa w miescie

Literatura:

T. Pang, ,Introduction to computational physics”

M.H. Kalos, P.A. Whitlock, ,Monte Carlo methods”

A.K. Hartmann, H. Rieger, ,,Optimization algorithms in physics”

R.L. Haupt, D.H. Werner, ,Genetic algorithms in electromagnetics”

W. Paszkowicz, ,Genetic Algorithms, a Nature-inspired tool: survey of applications in materials science and related fields”
Materials and Manufacturing Processes 24, (2009) 174



Zagadnienie optymalizacji — sformutowanie problemu

* Problem optymalizacji wartosci funkcji mozemy sformutowac jako zagadnienie poszukiwania wartosci ekstremalnych,
tj. maksimum badz minimum. Maksimum mozemy zamieni¢ w minimum przemnazajgc funkcje przez czynnik (-1),
zatem proces optymalizacji sprowadzany jest zazwyczaj do poszukiwania minimum wartosci funkcji.

* minimum moze byc¢:

* globalne (tego zazwyczaj szukamy)
* lokalne (to zazwyczaj przeszkadza)

Zdefiniujmy matematycznie punkt w ktérym funkcja posiada minimum globalne (xc)
f:R"—> R
min f(#) = f(ie) <= N [f(@e) < f(@)
ZER™
oraz punkt stanowigcy minimum lokalne (x.)
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Oprocz minimum mozemy tez napotkac inny charakterystyczny punkt — punkt siodtowy

Je:e>0,e €R /\ f(@s,9) < f(Zs,9s) < f(&,¥s)
l7—rol<e

inaczej: w zaleznosci od kierunku w ktérym bedziemy sie poruszac,
wartos¢ funkcji moze malec lub rosnac

Przykfad punktu siodtowego dla funkcji

flz,y) =2 —y°

punkt siodlowy

10 100
0

0

0

20

20

-40

) 60
-80

10 -100

10 5 0 5 10

(o]

(6]
A O

o
o

ul
b

[



.Klasyczne” metody poszukiwania minimum wartosci funkcji to metody iteracyjne
* (1D) metoda ztotego podziatu, metoda interpolacji kwadratowej Powella
* (>1D) metoda sprzezonego gradientu, najwiekszego spadku, Newtona (metody gradientowe)

lub metoda Simplex (bezgradientowa)

* wadg metod standardowych jest to ze potrafig znaleZ¢ minimum zazwyczaj,
gdy punkt startowy znajduje sie w jego poblizu (tak dziatajg metody gradientowe)

* metody te znajdujg pojedyncze minimum, wiec nie ma pewnosci czy jest to minimum lokalne czy globalne
(chociaz tej pewnosci na ogo6t nie mamy takze w przypadku metody MC)

* zastosowanie standardowego podejscia sprawdza sie w przypadku gdy liczba wymiaréw przestrzeni,
w ktorej poszukujemy rozwigzania jest niewielka, rzedu 1-10

* klasyczne metody dziatajg tylko dla probleméw zdefiniowanych przy pomocy funkcji ciagtych,
w przypadkach dyskretnych (np. problemy kombinatoryczne) stajg sie bezuzyteczne

Przyktad - problem komiwojazera

Dany jest zbior miast ktére komiwojazer chce odwiedzic tylko raz i w takiej kolejnosci aby trasa je tgczaca byta najkrotsza i zamknieta.

potozenia miast d= {7’1, r2,... 77"n}

min S = E E Cij’sz’j‘i‘sfla Sig — T_';—’I:j]

i >

Sir — odcinek pomiedzy ostatnim a pierwszym miastem

o — 0, brak polaczenia
771 1, miasta polaczone




Poniewaz wazna jest kolejno$¢ odwiedzanych miast wiec moglibySmy dokonac¢ zmiany kolejnosci pierwotnej miast
a nastepnie dtugosc trasy liczy¢€ jako odlegtosci miedzy kolejnymi parami — sgsiadujagcymi na liScie miastami

pierwotne potozenie miast wektor indeksow miast zgodny z miejscem na liscie

J:{Fl,FQ,...,Fn} P ={1,2,3,...,n}

optymalna kolejnos¢ miast wektor indeksoéw dla optymalnej trasy

da:{Fa1,Fa2,...,Fan} Pa:{Oél,Oéz,Odg,...,Oén}
n—1
min 5 = E :Saiai—l—l + Sana;
=1

* Sto funkcja kosztu, szukamy takiej kombinacji miast aby znalez¢ jej minimum

Zauwazmy ze wektor P, jest w zasadzie permutacjg ciggu liczb zawartych w P;.
lle Sciezek mozemy skonstruowac?

N, =n!
n=10— N, = 10! = 3.6 - 10°
n=20— N, =20 =24-10"
n =50 —+ N, = 50! = 3-10%

* metoda ,brute force” polegajgca na sprawdzaniu kolejnych permutacji jest w tym przypadku bezuzyteczna

* jedynie metody stochastyczne (Monte Carlo) sg w stanie poradzi¢ sobie z tym problemem



Przykiad
* 52 miasta
* najkrotszg trase znaleziono algorytmem ewolucyjnym (ant colony algorithm)

* czas trwania symulacji: 2 sekundy

m=52, Ant Colony Algorithm

1200
* indeksy przy punktach oznaczajg potozenie

miasta na pierwotnej licie (wejsciowej)
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Przyktad. Poszukiwanie konfiguracji uktadu oddziatujgcych ciat o najmniejszej energii
np. klastra atoméw, wycinka krysztatu itp.

Etot:V(fF177?27"'7Fn): E ‘/1(7:;»)+§ :E :‘/2(7:;7?;.)7)—'_ o
7 2 j>i trojcialowe
N ——”’ . ~ 7/ inne

pola dwucialowe
zewnetrzne

Znalezienie minimum energii staje sie trudne z dwoch powodow:

* liczba czastek w uktadzie okre$la wymiar przestrzeni, w ktérej pracujemy N=d-n, d=1,2,3
(d to liczba wspoirzednych opsiujgcych pojedynczg czastke)

* w zaleznosci od tego jak skomplikowang posta¢ ma potencjat oddziatywania
zalezy liczba lokalnych miniméw funkcji kosztu (energii catkowitej), moga
one wrecz uniemozliwi¢ znalezienie minimum globalnego



Rozktad Boltzmanna

W metodzie symulowanego wyzarzania wykorzystujemy dwa czynniki:

* rozklad Boltzmanna
¢ fancuch Markowa

Rozktad Boltzmanna zostat zdefiniowany dla uktadéw opisywanych przy uzyciu zbioru kanonicznego,
ustalone sg wowczas parametry: N, V, T
(N -liczba czastek, V — objetos¢ uktadu, T — temperatura bezwzgledna)

Okresla on prawdopodobienstwo realizacji mikrostanu o energii E;

exp (=) exp(—5)

Z ZeXp (—f—%)
]

p(E;) = p; =

Z jest funkcja rozdziatu i petni role czynnika normalizacyjnego.
Zazwyczaj jej nie znamy bo nie wiemy jakie sg energie E..

Poniewaz zaktadamy, ze tylko N,V,T sg stale, wiec energia uktadu moze sie zmienia¢ w czasie.
To oznacza ze dla T>0 uktad moze znajdowac sie w stanach o réznej energii, ale wyraznie beda
preferowane stany o nizszej energii (wieksze p(E)) niz te o wysokiej.

Dysponujagc wyrazeniem okres$lajgcym prawdopodobienstwo obsadzenia standw,
moglibysmy okresli¢ warto$¢ oczekiwang energii uktadu dla danej temperatury T

(E)NvT = Z Ejp;

J



Lancuch Markowa, algorytm Metropolisa

Pomimo prostoty wyrazenia nie jesteSmy w stanie od razu wyznaczy¢ wartosci oczekiwanej energii, gdyz nie znamy Z.
Zauwazmy, ze energia uktadu jest funkcjg potozen i pedow czastek — opisywanego wektorem w przestrzeni fazowej

Ei - Ei(fFlﬂ?Q) <. 7Fn7ﬁlaﬁ27 v 7ﬁn) - E’L(X)
zmiana jednej wspoétrzednej zmienia potozenie w przestrzeni fazowej czyli stan X->Y

* rbzne realizacje wektora X bedg odpowiadaty roznym prawdopodobienstwom realizacji tych stanéw

« prawdopodobienstwo realizacji stanu w przestrzeni fazowej (fgp) zapiszmy jako f(X)
z warunkiem normalizacji

/f(X)dXz 1, dX = dridrsy . ..dpidps . ..
Q

* w warunkach rownowagi termodynamicznej prawdopodobieristwa przejscia
pomiedzy stanami X iY oraz Y i X powinny byc¢ identyczne

K(X[Y)f(Y) = K(Y|X)f(X)

Y—-X X—=Y

Czesto$C przejsc K zdefiniujmy jako iloczyn czestosci T (ktérg sami okreslimy)
oraz nieznanego prawdopodobienstwa akceptacji A

AXIYTXY)f(Y) = AY[X)T(Y]X)f(X)

TY|X)f(X)
T(X|Y)f(Y)

Nie znamy A(Y|X), wiec chcac znalez¢ A(X|Y) musimy oprzec sie jedynie na znajomosci wartosci q(X|Y)

AX]Y) = A(Y]X)

A(Y[X)q(X]Y)

10



Metropolis zaproponowat aby prawdopodobienstwo akceptacji nowego stanu okresla¢ na podstawie wyrazenia

Pace = A(X]Y) = min{1, ¢(X[Y)}

Od nas zalezy posta¢ wyrazu okreslajacego czgstosc przejs¢ T.

Najprosciej jest zatozyé
T(X|Y) = T(Y|X)

Ponadto wykorzystujac fakt ze fgp w przestrzeni fazowej ma postac

o (5)

F0) = ——

mozemy w fatwy sposob okresli¢ prawdopodobienstwo akceptacji nowego stanu

_EBEX)
X[y T(X]Y)exp ( KT ) _ oxp (B0 — E(Y)
B kT
T(X|Y)exp =T
. E(X)—E(Y)
Pacec = MiN {17 exp (_T) } - wzor Metropolisa

11



Prawdopodobienstwo akceptaciji zaproponowane przez Metropolisa nie jest jedynym wyborem.

Alternatywnie mozna je okresli¢ nastepujgco (wzér Glaubera)

G / Q(X|Y)
=A(X|Y) =
Glauber
E(X)—E(Y
L oo (B 1
pacc = —
14 exp (_w> 1+ exp (+%)
1_ o
0.8 1
0.6 -
pacc ]
0.4 1
0.2 1
0-| d T ' T T T ¥ T i T T T ' T =
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

AE/KT
|— Metropolis — Glauber |

taka postac pa.c rOwniez zapewnia spetnienie warunku
szczegoOtowej rownowagi

Metropolis

Pace = Mmin {1, exp (_w>}

* rbznica wystepuje gdy E(X)~E(Y), wptywa to na proces
generowania tancucha Markowa (mniejsze praw. akceptacji)
a doktadniej na szybkos$¢ dochodzenia uktadu do réwnowagi

» dla wiekszych roznic energii oba wzory dajg identyczne wyniki

* po osiggnieciu stanu réwnowagi nie ma znaczenia,
ktérego wzoru uzyjemy

12



Przy uzyciu wzoru T(Xn:1|Xn) 0raz pac mozemy wygenerowac cigg stanow w przestrzeni fazowej tzw. taricuch Markowa

X1 —>Xo—>Xg3—...> X,

» prawdopodobienstwo wystgpienia stanu X, zaleze¢ bedzie od f(X) i ustalonej temperatury T uktadu

* w ten sposéb nie znajgc f(X) (bo nie znamy Z) przy uzyciu tancucha Markowa
mozemy szacowac wartosci wielkosci fizycznych

(0) = /Q OXf(X)AX  — 0= 0(X), Xi~dist{f(X))

13



Algorytm Metropolisa generowania tancucha Markowa

1) aktualna postac tancucha {X1, Xa,... 7Xn}

2) wylosuj nowy stan TY|X,) =Y

kT

3) okres| prawdopodobienstwo ¢ .. = min{ 1,exp | —
akceptacji nowego stanu

E(Y) - E(Xn)>}

4) wylosuj liczbe o rozkladzie {7, ~ U7 (0, 1)

jednorodnym

5 , " { U <poece — Xpm1=Y * jedli nie akceptujemy nowego stanu to
sprawdz czy wynik jest _ nowym elementem ciagu jest X,
akceptowalny UL > pace — Xpp1 =X,

6) fancuch po modyfikacji {X1, X2, ..., X0, Xpi1}

* generujgc odpowiednio dtugi tancuch oczekujemy, ze dokonamy poprawnego prébkowania f(X) dla danej T
inaczej: ciag standw bedzie ergodyczny (tancuch aperiodyczny i homogeniczny)

* elementy tancucha Markowa sg skorelowane, bo gdy nie akceptujemy nowego stanu powielamy poprzedni

14



Metoda symulowanego wyzarzania

Wiemy juz jak osiggnac¢ stan rownowagi termodynamicznej w okreSlonej temperaturze
- inaczej: otrzymaé optymalny rozktad obsadzen standw danej temperaturze.

Mozemy teraz wykorzystac algorytm Metropolisa w celu znalezienia stanu o najnizszej energii,
a jesli energie zamienimy na dowolng inng zmienng lub zestaw zmienych to metoda ta postuzy
nam do znalezienia minimum wartosci funkciji.

Trzeba tylko umiejetnie dobraé temperature....

E = f(x)

Pace = min {1, exp <_ f(xnewl)g;f(mold)) }
T>>1— pacc(Enew > Eold) >0 T<<1— pacc(Enew > Eold) r (0
e start

obszar niedostepny

min. lokalne min. lokalne

min. globalne min. globalne

* mate T oznacza bardzo mate prawdopodobienstwo

* jesli T jest duze, to prawdopodobienstwo akceptacii
zaakceptowania wyniku o wiekszej wartosci funkcji celu f(x)

nowego wyniku tez jest duze

 ,wedrowiec” moze w sposéb losowy odwiedzié dowolne * ruch ,wedrowca” ograniczony do lokalnej doliny f(x)

miejsce w przestrzeni znajdujgc minimum

* dostep do minimum globalnego moze zostac¢ zablokowany

15




Analiza przyktadu prowadzi do wnioskéw
* im wyzsza temperatura tym wiekszy obszar dostepny dla wedrowca

* dla wysokiej temperatury wedrowiec przebywa w minimum globalnym tylko przez chwile
I w kolejnej iteracji ucieka

* w niskiej temperaturze ruch wedrowca jest silnie ograniczony przez niskie prawdopodobienstwo
akceptacji miejsca, w ktorym funkcja ma wiekszg warto$¢ niz obecnie

* poszukiwanie minimum to proces stochastyczny, aby zwiekszy¢ szanse jego znalezienia mozna (trzeba?)
uzy¢ wiekszej populacji wedrowcoéw

* proces poszukiwania minimum zaczynamy od wysokiej temperatury i stopniowo jg obnizamy,
mamy nadzieje ze przynajmniej jeden wedrowiec znajdzie sie w okolicy minimum globalnego

* konieczne staje sie wprowadzenie funkcji opisujgcej zmiany temperatury,
to jeden z kluczowych aspektow algorytmu

Przez analogie do metody powolnego schfadzania (wyzarzania) materiatow w celu likwidacji naprezen
i defektow, algorytm ten nosi nazwe metody symulowanego wyzarzania.

Przykiad:
Soczewki do najwiekszych teleskopow podlegajg wyzarzaniu nawet przez 2 lata

— chodzi o zmniejszenie naprezen ktoére powodujg lokalng zmiane
wspotczynnika zatamania Swiatta co jest jedng z przyczyn abberaciji.

16



Sposob zmiany temperatury w metodzie SA moze by¢ kluczowy dla osiggniecia minimum.

Najprostszy sposob to zmiana skokowa o zdang warto$¢ AT i wykonywanie ITmax iteracji w danej
temperaturze w celu osiggniecia rownowagi termodynamicznej z otoczeniem.

inicjalizacja: Tonin 2 Lanan
M - liczba punktow posrednich temperatury

J— Tmax_Tmin
AT = Tmaazt

for (m=0; m <= M; m++){
T=T,.. —m-AT

for (it=1; it<=IThae; it++){
jeden_krok_SA ();
}

17



Mozna tez uzalezni¢ temperature od numeru iteracji w spos6b bezposredni bazujgc na zaleznosci np. jednomianowej

y = P, r,y € (0,1), peR

. T — Tmzn
v Tmam - Tmzn
IT, e — it
€T =
-[Tmazc

IT,, 0 —it\?
T = T(it) = Tonin + (Tonas — Tin) ( i 5 )

wyrazenie opisuje temperature ktéra w kazdej iteracji bedzie inna niz w pozostatych
* tempo zmian temperatury zalezy od wartosci parametru p:
p=1 - tempo liniowe

p>1 — tempo nieliniowe, przy czym na poczatku symulacji temperatura obniza sie szybko, p6zniej wolniej
p<1 — tempo nieliniowe, na poczatku temperatura obniza sie wolno, pézniej szybko

Wz6r mozna dopasowacé do postaci dyskretnej, co odpowiada wykonywaniu
pewnej liczby iteracji w statej temperaturze

Tmasc - Tmzn
M

AT =

T
T, = round (E) AT + Thin

18



Przyktad — zmiana temperatury w funkcji numeru iteraciji

T

T(it) - continuous

Tovin =1, Traw = 10°, [T 0. = 10*

T(it) - discrete

1000- 1000-

900

800- s00l |

700'_

600- -

500- T

400' 4004

3007

200- -

100
— 1 I (S — E—
2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

it it

—p=10

—p=1/2—p=1/10—p=1 —p=2

|—p=1/2—p=1/10—p=1—p=2 —p=10]

punktem startowym symulacji moze by¢ zmiana liniowa (ciggta lub dyskretna)

w zaleznosSci od przypadku, zmiana liniowa moze nie by¢ optymalna,
czasem warto ukfad utrzymywac ,nieco diuzej’ w wyzszej temperaturze,
a pOzniej szybko schtodzi¢ — lub odwrotnie,

przekonac sie o tym mozna wykonujac serie symulacji testowych

19



Algorytm symulowanego wyzarzania

inicjalizacja: Trvin s Tmax
M - liczba punktow posrednich temperatury
n — liczba wymiarow

N — liczba wedrowcow

Amam - [AlaAZ: e sy An]
i = [®i1,%i2,...,%in] — wektor startowy i—tego wedrowca

AT = Tmee=Tmin
for (it=1; it <= ITpes; it++)}{
T = T(it)
for(i=1; i<= N; i++){

5 ~ dZSt{U”’(, )} |A| = |Ama$|
PP =7 + A
Pace = min {1, exp (_ f(":'q:ne:%_'—f(ﬁ)) }

Uy ~ U(0,1)

1f(U1 Spacc) {
?::i(_?:;new
telse{

}

—

7; — bez zmian

20



Modyfikacja SA - metoda stochastycznego tunelowania

Czesto zdarza sie ze algorytm prowadzi nas do lokalnego gtebokiego minimum o charakterystyce
dotka golfowego (ang. ,golf hole”). W takim przypadku najczesciej pojawia sie stagnacja rozwigzania
- niewielka zmiana potozenia prowadzi do duzej zmiany (wzrostu) wartosci funkcji celu

i znacznie ogranicza prawdopodobienstwo akceptaciji nowego potozenia

(pacc jest ograniczane dodatkowo przez malejacg temperature).

Aby rozwigzac ten problem mozna uzy¢ modyfikacji polegajacej na modyfikacji funkcji celu
z powodu podobienstwa do sposobu w jaki czgstka tuneluje przez bariere potencjatu
modyfikacja nazywana jest tunelowaniem stochastycznym

fstun(x) =1- exXp {_V[f(x) - f(xmzn)]}; Y >0

f(x) — pierwotna funkcja celu

Xmin — ZNaleziony punkt, w ktorym funkcja osigga najmniejszg warto$¢ (lokalne minimum)

gol f wide
A hole MINIMUIM

21



przyktad - funkcja celu dana wzorem

f(x)
i \
3-
2-
' 4
1-
0_
_1-I : r r '
-2 -1 0 1 2
X

* pierwsze minimum lokalne w x=-1.5
» dotek gteboki wiec mozemy utkngc

f(x) = 2* — cos (4mx)

fstun, x0=-3/2

24
14
04
_1-l | [\ ] {\ ] ]
-2 -1 0 1 2
X

—y=1—y=0.2

* stosujemy tunelowanie stochastyczne
* parametr y skaluje wysokos$c¢ Scianek dotka

fstun, x0=-1/2

2
11
0-
_1-I | ) ) 1
=2 =] 0 1 2
X

* jesli wydostaniemy sie z pierwszego

—y=1—""7y=0.2

znalezionego minimum to kontynuujemy

poszukiwania stosujgc modyfikacje dla
kolejnych miniméw

fstun (37)

- exp {—’y[f(x) — f(xmzn)]} )

v >0

22



Przyktad. Poszukiwanie najkrétszej trasy w miescie.

Wykorzystajmy metode SA do znalezienia najkrétszej drogi taczacej dwa punkty w miescie
Zatozenia:

algorytm powinien uwzglednia¢ konieczno$¢ omijania budynkéw

punkty: startowy i koncowy sg ustalone (wejscie/wyjscie)

liczba punktéw posrednich okreslana jest przed symulacjg (mozemy jg zmienia¢, dopasowac do problemu)
potozenie punktow posrednich bedziemy zmieniac przy uzyciu algorytmu SA - punkty swobodne

w symulacji uzyjemy populacji N niezaleznych wedrowcow

Uwagi do rysunku:

KONIEC =7, obszary zielone to budynki

* czarna krzywa tamana to trasa bliska optymalnej
(takg moglibysmy zaakceptowac)
zawiera duzg liczbe punktow swobodnych

* czerwona krzywa tamana to trasa nieakceptowalna
bo przechodzi przez budynki
zawiera matg liczbe punktow swobodnych

START =1

y

* im wiecej krzywa posiada punktéw swobodnych
tym fatwiej jest jej ominac budynki, ale jednoczesnie
zwieksza to liczbe wymiaréw opisujgcych problem

Yy »

23



Konstruujemy funkcje celu/kosztu

* argumentami musza by¢ punkty stanowigce krance odcinkdéw tgczacych wejscie z wyjsciem

f - f(Flall?Q; <. 77?n—177?n)
71,7y - parametry modelu

T9,T3,...,Th—1 - zmienne (stopnie swobody)

ograniczenia przestrzenne  x; € [xmm,:cmm]

Yi S [ymina ymaw]

wymiarowos$¢ problemu  dim {7, 73, ..., Tp_1} =2 (n — 2)

Poniewaz trasa sktada sie z odcinkow, wiec najtatwiej skonstruowac funkcje celu
w postaci sumy wkltadéw wnoszonych przez poszczegolne odcinki

n—1
f - Z di,i—i—l
1=1

* jesli trasa przechodzi pomiedzy budynkami to f okresla jej dlugosé

* najmniejsza warto$¢ f powinna opisywac najkrétszg trase

* jesli odcinek przecina budynek to oprocz jego dtugosci wspétczynnik dii.. powienien
zawieraC dodatkowy nieujemny czynnik stanowigcy kare,
to spowoduje ze wartos¢ funkcji celu bardzo wzrosnie i takie rozwigzanie bedzie odrzucane
lub akceptowane z matym prawdopodobiehnstwem
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wktad danego odcinka z mozliwg karg za przejscie przez budynek np. w postaci potencjatu schodkowego

\3

Ti4+1
diit1 = / [1+ V()] ds, ds = +/dz? + dy?

0, empty field
Vinaz >> 1, building

Calkowanie wykonajmy numerycznie przy uzyciu metody trapezow dla (K+1) weztow
- takie podejscie jest dos¢ ogolne i pozwala na fatwa zmiane potencjatu kary

Lit1 — T Yit1 — Vi
A = A = —
i I%e Y i7a
r, =x;+ u-Ax, =0,1,..., K .
: 8 3 T/i:[xluyu]
Yu = Yi +p - Ay, w=0,1,.... K
Tit1 K
diit1 = / [1—|—V(f’)]ds%Zcu 1+ V()] - As
u=0

—

T

As = /Az2? + Ay?

1 = u=0K
c, =13 2
H 1l — u=23,....,.K—-1

Uwaga: spodziewamy sie ze tylko czes¢ odcinka As moze przechodzi¢ przez budynek, co prowadzi do powstawiania
btedu catkowania, ale jesli K jest duze (np. K=100) to btad ten staje sie maty, pamietajmy takze ze naszym celem
25
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* konstruujemy tablice danych zawierajgca informacje o trasach N wedrowcow k
- w niej bedziemy dokonywac zmian

| Tr2 T3 |- | Tin=1|Tn
f | re2 | 23 | --- | "2n—1 | Tn
771 Fn
| N2 |TN3 | --- | TN;n—1 | Tn
* zmiany potozen punktow swobodnych wykonujemy losowo w obu kierunkach A
nie przekraczajgc wyznaczonych granic obszaru Q2 max

Aae — ustalone

Uy, U ~U(0,1)

dx = (2U1 - 1)Ama$

(5y = (2U2 — 1)Ama$

f"i?j?w = 73,5 + [0z, 6y]

0= [xminaxmaa:] X [yminaymaa:]
i (7 e ) {

Tij—1

new

Pace = min {1, exp (=B (7)) — f(7i;)]) } = min {1,exp (=B[d}Y ; + iS4, —dj_1; — djj41]) }

Us ~ U(Oa 1)
1f (U3 Spacc){
i ﬁ?fw Tj+1
}else{ di - :/1 V(A d
7,; — bez zmian g3 +1 14+ V(7)]ds
} J
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Parametry symulacji:

—6 - 2
Bmin =10 3 Bmam =10
_ _ . 4
N =50, n=20, ITya =10
Q2 =1[0,1] x [0,1]
Aoz = 0.03
1
P = 57 17 27 6
Npop=50’ npoints=20

1

0.8

0.6

04 / -

0.2

0 L L L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
p=1.0

14 100

@ =3

10 70
g o 8 2
E s 0 £

4 :

2 10

0 — 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

iteracja x 1000

foe1 = 2.601

Npop=50' npoints=20

0.8 . . , e e .
o5 tu optymalizacja Sciezki nie
> s powiodta sie, poniewaz
o2 , wartos¢ B rosnie zbyt szybko
- \'\ e | ..
0 ‘ ‘ ‘ ‘ co obniza pac, a trzeba
0 02 04 06 08 przesunac¢ odcinek (2 punkty)
X
p=0.5
8 ;80
;! o
3 57 60
e 4 50
"2 2 3.82
2 r =]
10 ?8 fp:1/2 *
0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000
N,,,=50, ie=20
Npop=50, npOimS=20 ] pop npomts
.
0.8
0.8
0.6 1
0.6 >
04 0.4
0.2 02
0 : : ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 1 02 0.4 0.6 0.8 1
X X
p=2.0 p=6.0
45 100 50 ‘ ‘ 100
40 | B—771 90 45 | B 90
35 - 80 40 80
30 | 70 35 70
25 | 60 @ 30r 60
20 | o £ 5! 0
15 | 30 o5 30
10 20 10 ¢ 20
oL e —— 5 | 10
2 3 4 5 6 7 8 910 Tl 2 s 45 6 7 8 9 10

iteracja x 1000

Frez = 2.617

iteracja x 1000

o = 2.575
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Przyktad. Problem Thompsona — nalezy znalez¢ konfiguracje przestrzenng N atomow roztozonych na sferze.
Atomy oddziatujg ze sobg potencjatem Lennarda-Jonesa.
Szukamy najstabilniejszych konfiguracji — te majg najmniejsza energie catkowitg (najwieksza energie wigzania)
- do znalezienia minimalnej energii uzyjemy metoda SA.

Potencjat Lennarda-Jonesa opisuje oddziatywanie dwoch czgsteczek wynikajace e=1,0=1
z deformacji ich rozktadow gestosci elektronowej. 1-
0.5
o\ 12 o\ 6
v =[(2)" - ()]
r r
VLJ 0-
. l _0.5-
minVyy(r) = — <= rpmin =280 =1.120
potencjat jest izotropowy 1 1.5 > 25
* krétkozasiegowy wyraz odpychajacy nie pozwala zblizy¢ sie czasteczkom ' . '

bo prowadzi to do gwattownego wzrostu energii potencjalnej
* wyraz przyciagajacy tez jest krotkozasiegowy (w poréwnaniu do oddziatywania kulombowskiego)

N=20, E=-14.03
N=8, Eyo= -4.52

» przyktadowe konfiguracje klasterow atomowych

L0666 oooo
—OORNON RO =
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Konstrukcja algorytmu SA dla problemu Thomsona

1) wybér uktadu wspétrzednych
* czastki potozone sg na sferze, wiec wybor wspotrzednych sferycznych jest naturalny

* jednak oddziatywanie wygodniej liczy sie we wspoétrzednych kartezjanskich
* bedziemy elastyczni i uzyjemy obu typow wspétrzednych

x = rsinfcos ¢

r sin 6 sin ¢

2z =1rcosb

2) konfiguracja poczatkowalstartowa

* poczatkowe potozenia czastek mozemy zadac zgodnie z jakgs regutg
- wowczas moze sie okazac, ze liczba iteracji potrzebna do znalezienia konfiguracji optymalnej
bedzie krotka

* najtatwiej konfiguracje wylosowac

(i=1,2,...,N

Ty = Tinit

97;:7T-U1, UlNU(O,l)
¢¢:27T'U2, UQNU(O,l)

7\

\
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3) zmiana konfiguracji przestrzennej

* wystarczy zmiana potozenia jednego atomu aby zmienita sie energia catkowita
(i potozenie w przestrzeni konfiguracyjnej)

* w jednej iteracji bedziemy probowac zmienia¢ potozenia wszystkich atoméw
* indywidualnie (1,8, ¢)
* calego zbioru czastek (tylko: r)

* Indywidualne przesuniecia czastek

* przesuniecia generujemy sekwencyjnie dla kazdego z kierunkéw
z rozktadem jednorodnym i symetrycznym

Wy, We, Wy << 1 * wspoiczynniki w okres$lajg maksymalne wzgledne przesuniecia

U, Us,...~U (07 1) * mate wartosci w spowodujg, ze prawdopodobienstwo akceptaciji
. : 1), : ) ) NP
S = - (2U1 o 1)wr bedzie duze (p ), ale konfiguracja bedzie zmieniac sie bardzo wolno

— . _ * duze wartosci w, spowodujg ze prawdopodobienstwo akceptacji bedzie
5¢ 2w (2U2 1)w¢ mate (pacc«1), co tez doprowadzi do bardzo powolnych zmian konfiguraciji

59 =T - (2U3 — 1)11}9 ) )
* zasadg jest aby dla ustalonej temperatury:  pPacc~0.5
0 =21+ ¢+ 64) mod 27 tj. nalezy dazyé do tej wartosci, bo daje to kompromis pomiedzy
046, c [0 ] dwoma powyzszymi skrajnymi przypadkami
m
grew — { 0 ’

0 — 0+ ¢ [()’ 7r] » zakres kata azymutalnego ¢ ograniczamy do zakresu [0,2T11],

mimo iz X i y zalezg od niego periodycznie, to zabezpieczamy sie przed
(mato prawdopodobng) sytuacja ze jego amplituda stale narasta co moze
doprowadzi¢ do przekroczenia zakresu reprezentujgcej go zmiennej

* Kkat biegunowy 0 nie jest periodyczny, wiec jesli przekroczy dolny
lub gérny zakres to zgodnie z algorytmm Metropolisa zostawimy
starg wartos¢ (prawdopodobnie r i ¢ zostang zmienione wiec przypadek
braku zmiany konfiguracji bedzie rzadki)
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« globalna zmiana konfiguracji - PO CO?

* jesli nic nie wiemy o docelowej konfiguracji przestrzennej, to nie wiemy jaki promien kohcowy bedzie miata sfera

* zazwyczaj startujemy od matego promienia i pozwalamy go zwiekszac po to aby czgstki oddality sie od siebie
obnizajgc energie catkowitg

* pozwalajgc czastkom samodzielnie zmienia¢ swoj promien, mozemy dopusci¢ do sytuacji, w ktorej czes¢ czagstek
szybko oddali sie od centrum pozostawiajgc reszte — takie postepowanie spowoduje deformacje klastra
tj. ksztatt bedzie znacznie réznit sie od sferycznego

* globalna zmiana promienia zwieksza zbieznos¢ metody (wymaga mniej iteracji),
ponadto czgstki bedg oddalaly sie od siebie w sposob bardziej rownomierny

N=100, fi=1, fna=2.99, Eio= -76.23

N=100, rinit=5, rﬁna|=4.94, Etot= -66.32

LN Lo AN oW
D,

NS ENAY CENCEN RTINS

* start od matego promienia pozwolit sukcesywnie

* za duzy promien poczatkowy ,rozerwat” klaster ) RN .
yp poczatkowy zwiekszac objetos¢ bez ,rozrywania” klastera

* atomy w dwoch powstatych potéwkach przyciggajg sie

wiec moga to by¢ konfiguracije stabilne * energia koncowa nizsza niz w przypadku rozdzielenia

na dwie czesci
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initialization: Tinit s P ﬁm'én:ﬁmam: ITmawp Wy , Wy , Wy , Wall

generate positions: 7= [rini, i, 0], 1=1,2,...,N
for (it=1; it <= ITpas; 1t++){
B = B(it)

sk kokkkkkokkkkk  Individual changes sk ok okok ok ok ok ok o okok ok ok ok ok ok ok Kok % ok ok %ok % %ok
for(i=1; i <= N; i++ ){
ld 1 N
old _ (7 = 7
Beld = 1 3 V(I — %)
I
T = 7+ 01

N
Bpew = § 3 V(e = 7))

J#i
Pace = Min {LeXp (_/8(Ef?ew - Efld))}
if(pachUl){ (UINU(Oﬂl))

'I_’;' g ,F;new

}else({

Ti < T;
t
}

>k 3k ok ok sk ok ok sk sk skosk sk sk ok ok kokok g]obal change 3k 3k sk ok sk ok ok sk ook sk ks sk skoskoskoskoskosk skoskosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk kok kok

N
E"”‘%%%%(Iﬁ i)
1=1 j#i
i=1,2...,N: 17 =r; [1+ (2Us - )Way]  (Us ~U(0,1))
N N
Erew — % Z Z mj(|,r—,;new _ ,F;’.new )

—rpev, i=1,2,...,N
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Jak bedziemy analizowac¢ wyniki? a doktadniej jakie wielkosci bedg istotne?

* energia catkowita powinna by¢ ujemna jeSli klaster ma by¢ stabilny
* energia wigzania na atom pozwoli poréwnywac stabilnos¢ klasteréw o r6znej liczbie atomow

_ |Etot|
N

* Sredni promien klastera — co prawda dopuszczamy niezalezne zmiany potozen atomow kierunku radialnym,
ale po ich usrednieniu dostaniemy parametr charakteryzujacy wielkos¢ klastera

Ep

* Srednia odlegtos¢ do najblizszego sasiada — potencjat Lennarda-Jonesa posiada dobrze zdefiniowane minimum,
mozemy sobie zadac pytanie: jaka bedzie relacja odlegtosci do
najblizszego sasiada i rmin potencjatu Vi, ?

Trzy pierwsze parametry: Eiw, Es i Isr tatwo policzymy.
Ale jak okreslié, ktéry atom jest najblizszym sgsiadem? Jakie przyja¢ kryterium?

W tym celu wykorzystamy funkcje korelacji par — okresla ona gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia atomu j-tego
w odlegtosci r od atomu i-tego.
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Funkcja korelacji par (ang. pair correlation function — PCF, radial distribution function - RDF)

Funkcje te wykorzystuje sie najczesciej w modelowaniu ptynéw (gazéw i cieczy),
poniewaz pozwala w prosty sposob zobrazowac korelacje przestrzenne w uktadzie.

Definicja PCF wody:
gtéwny pik — wigzanie wodorowe
g(r) Z Z 5 (r — |73 pik na zboczu — oddzialywanie LJ
=1 5>
A Jj>1 t 4

. . sy . . . 3.5 ¢

gdzie: Q — n-wymiarowa objetos¢ uktadu, N — liczba czgstek w ukfadzie, & — delta Diraca 3l

Poniewaz wyraza ona fgp, mozna jg wykorzysta¢ do wyznaczania wartosci oczekiwanych, 25 |

np. dla 3 wymiaréw w przypadku izotropowym (brak zaleznosci katowych) 5 2

AS

5D — (A= (3 Ay :éV—Q/A(T)g(T)ALWTer o1 2 3 4 s

T J>1

Zgodnie z definicjg usrednianie odbywa sie w pewnym przedziale czasu, co wynika z faktu ze

w uktadzie dynamicznym potozenia czgstek podlegajg ciagtym zmianom (fluktuacje).

Obserwacja prowadzona w odpowiednio diugim przedziale czasu pozwala zredukowac fluktuacje

- czyli sytuacja typowa dla metody Monte Carlo, fluktuacje te w naturalny sposéb pojawiajg sie jednak takze
w dynamice molekularnej, ich przyczyna jest stochastyczny charakter oddziatywan w ukfadzie
zawierajgcym duza liczbe czastek.

Definicje musimy zmieni¢ — wzér jest dobry tylko do rozwazan teoretycznych,

delte Diraca musimy zastapi¢ funkcjg rozmyta przestrzennie.

Zamiast niej uzyjemy histogram. 3
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Histogram dla funkcji korelacji par

przyjmujemy maksymalny promien do liczenia odlegtosci
(wiekszy niz rs klastera bo moze by¢ wydtuzony/zdeformowany)

0 1 2 3 M
| | | | |
0 A 2A 3A

N
1
— N E r; T"max = 2.5 - Tsr
r= T'max

=1

S'l”

* dzielimy rmax Na M przedziatow Srodek przedziatu

Tmaa:
Ar = 1
M T = m+§ -Ar, m=0,1,2,....M
* funkcje pcf zapiszemy w postaci unormowanego histogramu dla 2 wymiaréw
(interesuje nas powierzchnia klastera/sfery)
20 (= .
m,k
peflml =55 2.0 R
=1 j>1
5 1, gdy k=m
k pu—
" 0, gdy m#k Ar

k = floor (%)

powierzchnia sfery: O = 47‘('?“2
ST

AQ = 27r,, Ar

powierzchnia pierscienia:
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pseudokod do generowania histogramu

definiujemy: M, pcf[M]
Tsr = %Zﬁ

Tmaz = 2.0 * Tgp
Ar = faaz
for(i=1; i <= N; i++){
for (j=i+1; j <=N; j++){
r="Tij
m = floor (ﬁ)
P = (m+ %) Ar

if (m < M) pcfim]=pcfim]+

2-4mr2

2o, Ar
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Wyniki symulacji dla parametrow

N =20 =200
c=
o=
Tinit = 1
Bmin = 1074
Bmaz = 107
p=1
w, = 1072
wy = 1072
wy = 1072
Wy =1074

37



20 T
40 |
60 |
.80 |
-100
-120 ¢
-140 ¢

-160

o0 F
40 |
60 |
.80 |
-100
-120
-140

-160

20
40 |
60 |
80 |
-100
-120
-140

-160

p=1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N
p=2
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N
p=3

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

p=1

Ebind

OO0 _000000000

Q@ CNNNNNNNNN
PONZNIRITONRO

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

Ebind

oo _oooooo00
0L NNNNNNNN
XONANARTDOND

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

0.78
0.76
0.74
0.72

0.7
0.68
0.66

Ebind

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

38



pcf

pcf

pcf

1
1
1
1

8

6,
4L
2 L

oN MO

N=20

0.5

AW/\ Moy
1.5 2 2.5

3

3.5

o = N W H» OO N

O = NWHOO N ©

10

12

uwaga: skale osi r na wykresach sg r6zne ze wzgedu na rézne
wielkosci klasterow

na wykresach PCF fatwo odnalez¢ najwyzszy pik,
jego maksimum jest bliskie minimum potencjatu Lennarda-Jonesa

Fmax~1.12

pik ten odpowiada najbardziej prawdopodobnej odlegtosci
dwoch najblizszych sgsiadéw

histogram posiada tez kilka nizszych pikow, te pokazujg
w jakiej odlegtosci mozemy spodziewac sie kolejnych
sgsiadow (nastepny najblizszy sasiad)

dla matej liczby N pcf maleje do zera po wystapieniu pierwszego
piku, natomiast dla N=200 i duzych r pcf dazy do wartosci 1
jak dla uktadu jednorodnego

Mimo, iz pcf zastosowaliSmy do uktadu o niewielkiej liczbie czgstek
to pozwolito to okresli¢ najbardziej pradwopodobnag odlegto$¢ do
najblizszego sasiada.
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Przykiad - zastosowanie metody SA w modelowaniu struktury przestrzennej fullerenéw

fullereny to puste w Srodku, otwarte lub zamkniete obiekty zbudowane wytgcznie z atoméw wegla potgczonych
pojedynczymi i podwaojnymi wigzaniami (atom C ma 4 elektrony walencyjne)

inne, znane wczesniej formy wegla to: diament, grafit, sadza

odkryte w 1985 (nagroda Nobla w 1996) i nazwane na cze$¢ architekta Buckminstera Fullera,

ktory projektowat koputy o podobnej strukturze geodezyjne;j

obiektami pokrewnymi do fullerenéw to nanorurki weglowe oraz grafen — te obiekty tez zbudowane sg

z pojedynczej warstwy atomow wegla, przy czym powierzchnia zbudowana jest z szeSciokgtow

grafit mozemy traktowac jako natozone na siebie warstwy grafenu oddziatujace ze sobg sitami van der Waalsa
najpopularnieszym przyktadem fullerenu jest C60 zbudowany z 60 atoméw wegla, ktére zlokalizowane sg

w naroznikach piecio- i szesciokatow — podobnie jak pitka futbolowa

ze wzgledu na wysokie przewodnictwo mozliwe jest ich wykorzystanie w nanoelektronice,
mozliwe jest rowniez umieszczanie w Srodku innych czgsteczek co znajduje zastosowanie w farmakologii

Fulleren Ceo 4 -
odlegtos¢ do najblizszego sagsiada 2
ryn = 1.42 — 1.45A .o
-1
Srednica 2
D ~ 7.04A , ‘%
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Proces formowania fullerendw jest to proces czesciowo stochastyczny, w ktérym silng role odgrywa kierunkows¢ wigzan
atomow wegla. Fullereny C, (n=20-100) moga miec¢ r6zng konfiguracje przestrzenne (izomery), a o ich stabilno$ci decyduje
energia catkowita (lub wigzania na jeden atom).

Ze wzgledu na duzg liczbe atomoéw, nie jest mozliwe bezposrednio metod kwantowo-mechanicznych w celu wyznaczenia
konfiguracji prztestrzennej atomow. Pierwszym krokiem jest zawsze uzycie metody klasycznej, dopiero po wyznaczeniu
potozenh atomOw uzywa sie metod ab initio jak np. DFT (density functional theory).

Modelowanie fullerenéw wykonamy przy uzyciu potencjatu Brennera. Parametryzacja potencjatu pozwala opisa¢ mozliwos¢
utworzenia przez pojedynczy atom maksymalnie czterech wigzan z najblizszymi sasiadami.
Gdy w poblizu atomu pojawi sie 5 atom, wéwczas potencjat oddziatywania ro$nie (kara).

D.W. Brenner, Phys. Rev. B 42, (1990) 9458

Potencjat Brennera parametry potencjatu:
» catkowita energia potencjalna uktadu N atomoéw Ry =1.315 A
Ry =1.70A
1 N kazde wigzanie liczymy 2 razy, Rs = 2.00 A
Viot = = Z Vi stad ¥ przed suma
2 £ D, = 6.325¢V
S =1.29
* potencjat oddziatywania z najblizszymi sgsiadami A\ =1 5A—1
N § = 0.80469
‘/i = Z fcut (Tij) [VR(Tz’j) — BijVA(Tij)] ag — 0.011304
o co =19
dog = 2.5
Va — potencjat przyciggajacy (wigzanie kowalencyjne)
V& — potencjat odpychajacy (uwzglednia np. zakaz Pauliego)

Bij — czynnik uwzgledniajacy aktualng liczbe najblizszych sasiadow
foi — funkcja skalujgca, sasiedzi z waga ~1, dalsze atomy z wagg ~0 43



R1=1.7, R2=2.0

funkcja skalujgca — jej zadaniem jest usuniecie wptywu dalszych atoméw I
(wigzanie kowalencyjne jest krétkozasiegowe) 1'_
0.81
17 r S Rl 06-
1 —R -
feur(r) =14 3 [1—|—cos<£2_}%17r>} ., Ry <r <Ry 0.47
07 r > R2 0.2
0-| T ] ALY Ll T
0 0.5 1 1.5 2 2.5
r
czynnik wielociatowy Bj; — okresla otoczenia tj. najblizszych sgsiadow na energie potencjalna, £ (r)
jesli jest ich wiecej niz 4 to energia potencjalna rosnie, — lcut

ma on charakter oddziatywania trojciatowego

~ _ By +Bj
Blj: J—; J

Bij = (1+ ()"

=3 Va0 0, — i Tik
Cl] - fcut(rzk)g(emk) COs Jk Tii Tik
k#i,j
2 2
c c
0::1) = 14+ 0 _ 0
90 ao[ TR T Bt (1t cosbin)?
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5 najblizszych sgsiadow — kara w postaci wzrostu energi potencjalnej 3 najblizszych sasiadow — energia potencjalna najnizsza

Poniewaz potencjat Brennera preferuje 4 najblizszych sgsiadéw (4 elektrony walencyjne),
to algorytm SA w pierwszej kolejnosci wygeneruje konfiguracje zbudowane z czworokatow.
Takie konfiguracje nie sg optymalne - majg wyzsze energie niz te zbudowane z piecio- i szesciokgtow.

Aby ograniczy¢ mozliwo$¢ tworzenia wigzan 4-krotnych, wprowadzamy modyfikacje w postaci wzrostu energii,
gdy wykryjemy kat pomiedzy dwoma wigzaniami jest mniejszy niz /2

if(cos(0;1) > 0)(;; = large number
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bez ingerencji w potencjal, konfiguracja znaleziona przez algorytm SA ma wysoka energie catkowitg, a atomy majg 3 lub 4 sasiadéw

N=60, max 4-nearest neaighbours, E=-358.2 eV N=60, max 4-nearest neaighbours, E=-358.2 eV N=60, max 4-nearest neaighbours, E=-358.2 eV
4
i 3
3 1
: g
1 -
0 _3
-1
2
-2 1 R
-3 0 :
4 -1 0
321 2 1
3 4 Vi 5
-443210-1-2-3 32101 2344

optymalna konfiguracja C60, ma znacznie nizszg energie catkowita, atomy maja tylko 3 sgsiadow

N=60, max 3-nearest neaighbours, Ey=-421.2 eV

AN iAo amws

S
i
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w metodzie SA jesli klaster straci potaczenie z najblizszymi sgsiadami
to moze prowadzic to do otwarcia jego powierzchnii

klaster otwarty moze by¢ nadal stabilny (ujemna energia catkowita), ale bedzie mniej stabilny niz uktad zamkniety

* przykfad dla C32

N=32, max 3-nearest neaighbours
N=32, max 3-nearest neaighbours X 'ghbou

, R Lo—=w
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C42 jest bardzo stabilny i bardzo regularny, posiada:
* 14 pieciokatow

* 6 szeSciokatow
* 2 siedmiokaty

N=42, max 3-nearest neaighbours N=42, max 3-nearest neaighbours
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* najnizsza energia uzyskana metodg SA dla C60 to -418.8 eV, okolo 2.4eV powyzej rzeczywistej najstabilniejszej konfiguracji

* znaleziona konfiguracja nie jest regularna, posiada 1 siedmiokat, przez co potozenia pozostatych atomow
sg zabuzone (nieoptymalne)

N=60, max 3-nearest neaighbours, Eq=-418.8 eV N=60, max 3-nearest neaighbours, E,=-418.8 eV N=60, max 3-nearest neaighbours, E,=-418.8 eV
4 _
3 4
? 3
0 2

- 1

-2

-3 0

-4y -1
-2
-3
-4

Ao lLio=npws
T T T T T L 1

* siedmiokat tamiacy symetrie fullerenu * szesciokat otoczony dwoma pieciokatami » szesSciokat otoczony niesymetrycznie
| czterema szeSciokatami trzema pieciokgtami i trzema szesciokatami
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Algorytmy genetyczne (GA - ang. genetic algorithm)

Omowiony algorytm symulowanego wyzarzania jest wynikiem nasladowania naturalnego procesu stopniowego obnizania
temperatury obserwowanego np. w procesie metalurgicznym. Podstawowym zatozeniem algorytmu SA byto stopniowe
dostosowywanie sie symulowanego uktadu do warunkéw narzuconych przez otoczenie (temperatura).

W Swiecie biologicznym tez istniejg procesy, ktére powodujg iz organizmy zywe dostosowujg sie do zmieniajacych sie
warunkow zewnetrznych. Algorytmy komputerowe nasladujgce te mechanizmy to algorytmy ewolucyjne,
zaliczaja sie do nich: algorytmy genetyczne, algorytmy roju pszczét, algorytm kolonii mréwek i ich wariacje.

Sposrod algorytmow ewolucyjnych najwiekszg elastycznoscig wykazujg sie algorytmy genetyczne,
co oznacza ze znajdujg zastosowanie w najwiekszej liczbie problemow.

Zasada dziatania GA:

Zawsze rozwazamy grupe osobnikéw (populacje), przy czym kazdy z nich charaketryzuje sie okreslonym indywidualnym
zestawem genéw. Ten zestaw gendw determinuje sposob przystosowania osobnika do warunkéw otoczenia,

ktory okreslony jest wartoscig funkcji dopasowania (poprzednio: kosztulcelu). W GA jedna iteracja oznacza tworzenie
nowego pokolenia. Nowe osobniki powstajg w wyniku krzyzowania najlepiej dostosowanych osobnikéw (selekcja naturalna),
po czym zastepujg one osobniki najgorzej przystosowane. Tak samo jak w przyrodzie, geny wybranych osobnikéw

poddajemy losowym mutacjom, co zapobiega degeneracji (stagnacji) populacji. Oczekujemy (pewnosci nigdy nie ma),

Ze po wygenerowaniu wielu tysiecy pokolen, funkcja dopasowania (kosztu/celu) bedzie miata najmniejszg wartosc, a jego

geny beda reprezentowac warto$ci zmiennych dla ktorych funkcja ta przyjmuje minimum.
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zdefiniujmy populacje w GA, ma ona N osobnikow
kazdy osobnik ma swéj indywidualny zestaw genow (chromosom)
geny w tym przypadku interpretujemy jako zestaw argumentow funkcji dopasowania/celu/kosztu.

chromosome; gi11 gi2  --- GiM r11 Uiz ... Q1M
_ chromosomes g21  §22 ... QoM o1 U2 ... Qaum
population = = : : , : = .
| chromosomen | | gN1 gN2 gnm | [ TN1 Un2 ... QNM
* dla kazdego osobnika obliczamy warto$¢ funkcji dopasowania
[ f1 ] [ f(chromosome;) ]
. fa f(chromosomes)
f(chromosome) — f = , =
| fNv | f(chromosomey) |

* musimy takze okresli¢ sposéb

realizacji selekcji naturalnej

doboru rodzicow
krzyzowania - nowe osobniki

wprowadzania mutacji do populacji



Selekcja naturalna

W kazdym pokoleniu/iteracji przezywaja tylko najlepiej dostosowane osobniki. Jak je wybrac¢? Mamy dwie mozliwosci

* sortujemy populacje wzgledem wartosci funkcji dopasowania i wybieramy Nyest 0S0bnikOw 0 najmniejszej wartosci

* ustawiamy prog fmax ktory przekracza tylko Nieshoa 0SObNiIkOW

18.75667 (1) —1008.098 (7)
~12.122  (2) —12.122 (2)
99.000  (3) _006%%574 Egg
e 7899.987 4 £ _ :
Ji= 1 0.0567 E5§ Jigort & Noear =4 = 18.75667 (1)
—0.2354  (6) 99.000  (3)
—1008.098 (7) 333333 (8)
333.333  (8) | 7899.987 (4) |
[ —1008.098 (7) |
~12.122  (2)
—0.2354  (6)
fi & threshold = 100 = 122;227 E?g
09.000  (3)
333.333 (8
« usuniete osobniki zastepujemy nowymi | 7899.987 (4)
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Dobdr partneréw

Po wykonaniu selekcji naturalnej okreslamy liczbe nowych osobnikéw ktére musimy wygenerowac, aby uzupeic¢ populacje
oraz wybrac i potgczy¢ w pary osobniki najlepiej dostosowane — partnerzy.
Partnerow mozemy dobiera¢ z catej populacji, takze tych usuwanych, lub tylko z czeSci osobnikoéw ktore przezywaja.

* ruletka — kazdemu z osobnikow przypisujemy okreslone prawdopodobierstwo wylosowania (+ warunek unormowania)

best = {1,2,3,..., Npest }

probabilities => {p1,D2,P3, - - PNy... }

przyktad 1: podziat rownomierny

Pi = » wszyscy traktowani tak samo
Nbeef ysey

przyktad 2 - podziat nieréwnomierny:

Di = —F/——— * najlepsze osobniki sa uprzywilejowane (elita)
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Jesli mamy wylosowac K osobnikéw (K moze by¢ wieksze niz Niest) to stosujemy
algorytm generowania liczb dla rozktgdu dyskretnego (wyktad — generatory)

rysunek z innego wyktadu
wiec indeksowanie od 0O

inicjalizacja: K, mate[K]

1

Po+Pp1+P2+p3+Ds

for(i=1; i <= K; i++){ N
U, ~U(0,1) b
for (1=1; 1 <= Npest; 14++){ ‘ Q

if( Zi;i <U; < 25::1 ) new_mate=I I ;;

} Ui &} &+
mate[i]=1 T T8
\ Qy & Y

Uwagi:

« jesli stosujemy selekcje naturalng opartg o pozostawienie Nyest 0S0bnikdw w populacji to prawdopodobienstwa
mozemy wyznaczy¢ tylko raz, na poczatku, a pozniej korzystac z nich w kazdej iteracji

» dla selekcji progowej liczba osobnikéw ktére przezywajg moze sie zmienia¢, wowczas nalezy prawdopodobienstwa
oblicza¢ w kazdej iteracji
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* turniejowy dobdr partneréw — losowo tworzymy 2 niewielkie grupy osobnikow,
z kazdej grupy wybieramy zwyciezce czyli osobnika z najlepsza funkcjg dopasowania,
procedure powtarzamy do momentu, gdy uzyskamy odpowiednig liczbe partnerow

tournament

> parent 1

unsorted

population

tournament

group 2 > parent 2
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Krzyzowanie

Majac do dyspozycji odpowiednio liczng populacje partneréow przystepujemy do generowania nowego pokolenia.
Geny nowego osobnika powinny pochodzi¢ od obu rodzicow.
W zwiazku z tym pojawiaja sie kwestie

* jak okresli¢ liczbe przekazywanych gendéw? — pakiety genéw nie muszg by¢ rownoliczne

» ktére geny przekazac?
* amoze poszczegoblne geny lepiej zmieszac¢? wdwczas: z jakimi wagami?

* krzyzowanie jednorodne — jesli geny reprezentowane sa przez liczby,
wowczas w sposob jednorodny mozemy mieszaé wszystkie geny obojga rodzicéw

A:[a1a2a3 G,M]

B = by bybs ... byl

* zestaw genow rodzicow

C=BA+(1-pB)B
D=(1-8)A+8B

* zestaw gendéw potomstwa

e parametr mieszania
Be(0,1) g
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* krzyzowanie jednopunktowe — okreSlamy numer genu, ktéry podlega mieszaniu, natomiast geny przed i za tg pozycja
pochodza tylko od jednego z rodzicow

k=it (U -M+1), U ~U(0,1)
A=larazas ... ap ... ap|
B = [bl bab3 ... by ... bM] * zestaw genow rodzicéw

ck = ar — B(ar — br)
B e (0,1) « mieszamy tylko jeden k-ty gen

di = by + B(ar — by)

N 7
~ -~

C = [a1 aosasg ... Ak—1 Ck bk_|_1 bk_|_2 bM]
S J/

A mix B * zestaw gendw potomstwa

D = [bl b2 b3 bk:—l dk Ak+1 k42 - .. (IM]
|\ ~ J\/\ ~ _
B max A

uwaga:

» jesli =0 lub B=1 to wéwczas wymieniane sg pakiety genow (bez mieszania),
podczas jednego krzyzowania pakiety przekazywanych genow mogg zawierac
roznag liczbe gendw, ale usredniajac te liczby po wielu pokoleniach okaze sie,
Ze rodzice przekazujg zblizong liczbe genow

58



* mutacje — mutacje wprowadzamy po to aby wprowadzi¢ r6znorodnos$¢ do populacii
i unikngC stagnaciji rozwigzania w lokalnym minimum

Uwaga:
* mutacji nie podlega najlepszy osobnik, jesli znajduje sie on w minimum funkcji dopasowania/celu,

to mutacja mogtaby go przemiescic i otrzymalibySmy gorszy wynik

* mutujemy tylko osobniki o indeksach i=2,3,...,N

* mutacje wprowadzamy z okreslonym prawdopodobienstwem: pmu

* jestto zazwyczaj mata liczba pm.~0.01-0.05, duze prawdopodobieristwo moze
spowodowac zbyt duze/szybkie zmiany w populacji

* trzeba jeszcze okresli¢ w jaki sposéb wykona¢ mutacje, jesli jest to liczba to zmieniamy jej warto$¢

algorytm mutacji genéw zakodowanych jako liczby

define: pou, A
find best fi,.,, =min{f1, f2,.... N} — tbest

for(i=1; i <= N; i4++){
if (1 = dpest){
for(j=1; j <=M; j++){
Uy ~U(0,1)
if(Ul épmut){
Us ~U(0,1)
a,j:a,j+(2U2—1)A



Wiedzac jak dziatajg poszczegoblne elementy GA mozemy naszkicowac ogolng postac algorytmu

for(it=1; it <= ITpas; it++){

find : f’ibest—>ib€3t

do:
natural selection
mate selection
crossover
upgrade population
mutation

check STOP criterion

Uwagi:

* ze wzgledu na ogdlng postac, algorytm jest elastyczny

* mamy swobode wyboru dokonania: (i) selekcji naturalnej, (ii) doboru partnerdw, (iii) krzyzowania, (iv) mutacji

* warunek STOP moze uwzglednia¢, oprocz maksymalnej liczby iteracji, takze:
* przekroczenie minimalnej wartosci funkcji dopasowania
* braku zmian funkcji dopasowania najlepszego osobnika w kilku kolejnych iteracjach (stagnacja rozwigzania)
* przekroczenie czasu symulacji

* geny moga reprezentowac¢ dowolne wielkosci, nie tylko liczbowe (iloSciowe), ale tez jakoSciowe

* na wydajnos¢ algorytmu silnie wptywa tez licznos¢ populaciji, zazwyczaj im wieksza tym lepiej,

ale moze to spowalni¢ generowanie kolejnych generacji (np. w przypadku sortowania kilku tysiecy osobnikow) 60



Przyklad - poszukiwanie najkrotszej trasy w miescie przy uzyciu GA

populacja osobnikéw

T2 | T3 |- | Tin—t | Tn
L | 72,2 r2.3 . Ton—1 | T'n )
KONIEC =7,
771 T.—’n
" | T"TN2 | TN3 |-+ | TNon—1 | Tn
krzyzowanie - ruletka
Ry=| | %[ |*|*|%]|%]|x]x START = 7
Ro =% | % | % || % |*|%]|x*x]|=x AY
k~U(2,n—1) X
Dy = | x| x| x| % |%]*x]|x*x]|x*
Do = % | x| % | % | x| | x| %]
mutacja
—snew __ =2
ri =1+ AU Uyl Uy, Uy ~U(=1,1)

selekcja naturalna — kasujemy potowe populacji
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Dane zbiorcze serii symulacji

p mut dx dy n n pop IT MAX
1 0.7 0.005 0.005 20 1000 10000
2 0.2 0.005 0.005 20 1000 10000
3 0.1 0.005 0.005 20 1000 10000
4 0.7 0.005 0.005 30 1000 10000
5 0.7 0.005 0.005 20 100 30000
6 0.1 0.05 0.05 20 100 30000
7 0.1 0.05 0.05 30 200 30000

dane: 1,2,3,4 - uzyskano zbieznos¢

dane: 5,6,7 — brak zbieznosci
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fitness

* na poczatek zobaczmy btedne wyniki — co moze p6js¢ nie tak?

(®) Ppu=0-7, dx=dy=0.005, n=20, Hop=100

0.8 r
0.6 r
0.4
0.2 ¢

42.8
42.6 |
42.4 |
422 |

42 |
41.8
416 |
414 |
412 ¢

41

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000

fitness

(6) Ppu=0-1, dx=dy=0.05, n=20, Bop=100

——  *_gq
—

0.8 r
0.6 r
0.4
0.2

42.6
42.4
422

42 ¢
418 ¢
416
41.4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000
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fitness

(7) Ppu=0-1, dx=dy=0.05, n=30, p,,=200

0.8 r
0.6 r
0.4 r

0.2

43.5

43.4 ¢
43.3 t
43.2 ¢
43.1 ¢

43 1
42.9 |
42.8 |
42.7 ¢

42.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000

Uwagi:

brak zbieznosci, trasy przechodzg przez budynki
wyniki podobne dla matej i duzej wartoSci pmu
wyniki podobne dla n=20 i n=30

wyniki podobne dla Npep=100 i Npe=200

co trzeba zmieni¢ aby oming¢ budynki??
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fitness

0.8 r
0.6 r
0.4
0.2t

3.1

2.9 ¢
2.8 1
2.7
2.6 1
25 ¢

2.4

* zwiekszamy populacje do 1000 osobnikéw

(1) Pp=0-7. dx=dy=0.005, n=20, p,,=1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000

fitness

0.8 r
0.6 r
04
0.2 r

3.1

29 r
28 r
2.7 ¢
26 1
25

2.4

(2) Ppy=0-2, dx=dy=0.005, n=20, p,,=1000

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000
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(3) Ppmy=0.1, dx=dy=0.005, n=20, p,,=1000 (4) Ppy=0.7, dx=dy=0.005, n=30, p,,=1000

1
0.8 | 1 08 |
0.6 | —= 1 0.6 |
> >
0.4 | 1 0.4 | /
0.2t \ 0.2 | —
0 ‘ 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
3.1 : ‘ ‘ : ; ; ‘ ‘ ‘ 4.4
3 4.2 |
29 | f an |
§ 28 | . @ 367
2 I © 34
£ 27 E 321}
26t 1 3|
25 | | 2.8 |
26 |
2.4 : : : : : : : ; ‘ 2.4 : : : : : ‘ : ; :
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 4 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracja x 1000 iteracja x 1000
uwagi:

* parametrami kluczowymi sg w tym przypadku:
* licznos$¢ populacji Npop
* maksymalne przesuniecie A (nie moze by¢ zbyt duze)

* zauwazmy ze pmast moze zmienia¢ sie w duzym zakresie 0.1-0.7
* najlepszy wynik dla n=20 (fithess<2.5), ale dla n=30 fintness ~2.5
* duza populacja=duza zbiezno$¢, wynik bliski rzeczywistemu minimum dostajemy dla 1000-3000 iteracji
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