Rozwigzywanie réownan rézniczkowych czastkowych metoda MC




Plan wyktadu
* réwnania eliptyczne:

* roéwnanie Laplace’a
* biadzenie przypadkowe ze stalg diugoscia kroku
* warunki brzegowe Dirichleta i Neumanna

* rownanie Poissona
* biadzenie przypadkowe ze stalg i zmienng dtugosciag kroku

* rownania paraboliczne:
* réwnanie przewodnictwa cieplnego w stanie
(a) ustalonym (bez czasu)
(b) nieustalonym (czas)
* dyfuzja czastek
* przyktad: wyznaczanie wspotczynnika dyfuzji

Literatura:

W. Dunn, J. Shultis, ,Exploring MC methods”, Elsevier

M. Sadiku, ,MC methods for electromagnetics”, CRC Press

Ed. V. Chan, ,Theory and applications of MC simulations”, free online

W. Minkowycz, W. Sparrow, J. Murthy, ,Handbook of humerical heat transfer”, Wiley




Roéwnanie Laplace’a w 1D z warunkiem brzegowym Dirichleta

d2V
v%u:agzo, V(z) = Vg(z)

rownanie Laplace’a 1 D

w obszarze, w ktorym szykamy rozwigzania wprowadzamy siatke rownoodlegtych weztow,
a operator rézniczkowy zastepujemy ilorazem réznicowym

r=x9o+A-2, +1=0,1,...,n Vo Vi1 Vi Vit Vi
—_—— — — — — —
Viz)=V(z;) =V, 0 1 i—1 4 1+1 n

°V Vi = 2Vi+ Vi

dr? A2 =0

1 1
Vi= Vit Vi
5 1—|-2 +1

* Vijest Srednig wazong dwoch wyrazow, wagi sg dodatnie i sumujg sie do 1 — jak prawdopodobienstwa,
wagi traktujemy jak dyskretny rozktad prawdopodobienstwa

1

Vi=p_Vic1 +p4+Vig1, P- =D+ =3

* obliczmy wartos¢ oczekiwang Vi

(Vi) = p—(Vie1) + p+(Viga) o .
* to rozwiniecie zakonczy sie dopiero na brzegu
tam potencjat jest ustalony

(Vic1) = p—(Vic2) + p+(V3) (Vit1) = p— (Vi) + p+(Vis2)



* rozwiniecie zakonczy sie na lewym lub prawym brzegu — to punkty absorpcyjne

» przejscie do lewego lub prawego sasiada mozemy wykonac¢ w sposéb losowy,
metoda btadzenia przypadkowego

1 1 Jo=1 — J1 ="
2 2
)
NN i<y = gi=i-1
@ *—o U ~U(0,1) — 4
\U1>§ — jlz’L—I—l

* przemieszczajgc sie w ten sposob na siatce dotrzemy w k-tym kroku do lewego/prawego brzegu,
gdzie konczymy Sciezke tam wedrowiec jest absorbowany, wygenerowana $ciezka ma pewne witasnosci tancucha Markowa

Jo—=J1 —=J2 =7 ... — Jk )
absorpcja
* potencjat na brzegu daje przyblizong wartos¢ w startowym i-tym wezle,
ale wynik jest obarczony duzym btedem (to tylko pojedynczy wynik),
aby zmniejszy¢ btad generujemy duzg liczbe tancuchéw, a wyniki usredniamy

s

—_ ZN 0)
<‘/;> ~ V= N ‘/b:zeg
=1

N — liczba wygenerowanych Sciezek

numer kroku

Véi) - potencjat na brzegu (lewym/prawym),
gdzie zakonczyt sie i-ty tancuch




» dlugos¢ tancucha powinna by¢ skonczona (nie bedziemy czeka¢ w nieskonczonosg), ale faricuch nie powienien by¢ zbyt krétki
— wedrowiec powinien mie¢ duze prawdopodobienstwo dotarcia do obu brzegéw

k S km/a,m

jesli dla kmax krokOw nie dotrze do brzegu, to te Sciezke kasujemy

Rownanie Laplace’a 1D z warunkiem brzegowym Dirichleta i Neumanna

* zaldzmy, ze na lewym brzegu mamy warunek Dirichleta, a na prawym Neumanna

v v

dn dzx

Vo = VB = const 0

Na lewym brzegu mamy warunek absorpcyjny — tam wedrowcy znikaja.

Jak majg sie zachowac wedrowcy na prawym brzegu?
musimy WB wkomponowa¢ do réwnania Laplace’a

V41 Znajdziemy z WB
2
PV Ve Vet Ven V| Ve —Va _,
d$2 T=xn AQ dac _ 2A
Vn — p—Vn—l +p+vn—|—1 Vn-l—l — Vn—l

S

Vo = (p_ ‘|‘p+)Vn—1 = Va1

* na brzegu z warunkiem Neumanna czastka odbija sie z prawdopodobienstwem réwnym 1 - wraca do uktadu
wktad do potencjatu wnosi warunek na drugim brzegu -



» przyktadowe Sciezki (farncuchy Markowa) dla rownania Laplace’a
z WB Dirichleta (lewy brzeg) i WB Neumanna (prawy brzeg)

absorpcja odbicie

| \

o 3

numer kroku

* w tym przypadku maksymalne dtugosci generowanych $ciezek powinny by¢ wieksze,
aby wedrowcy po odbiciu sie od prawego brzegu mieli szanse dotarcia do lewego brzegu




pseudokod btadzenia przypadkowego dla réwnania
Laplace’a 1D z WB Dirichleta na obu koncach

inicjalizacja: N,n,, i9,A, zo=A" i
WB: i=0 — Vy=Vepn (absorption)
i=n, — V,, =V.gu (absorption)

V=0
for (k=1; k <= N; k++){
1 =19
while (i>0 && i<ng){
Uy ~U(0,1)
if (Uh <3) i=i—1
else i=i+l1
if (i==0) V=V +Ven (absorption)
if (i==n,) V=V+Vus (absorption)

V «

Z<

pseudokod btgdzenia przypadkowego dla réwnania
Laplace’a 1D z WB: Dirichlet + Neumann

inicjalizacja: N,n,, ig,A, g =A" 1
WB: i=0 — Vj=const (absorption)
i=n, — %—Z:O (reflection)

V=0
for (k=1; k <= N; k++){
§ =iy
while (i >0){
Uy ~ U(0,1)
if(Uy <3) i=i—1
else i=i+41
if (i==mn,) i=i—1 (reflection)
if(i==0) V=V +V, (absorption)

v
V=




Réwnanie Laplace’a w 2D

* wprowadzamy siatke weztéw w 2D o identycznym oczku siatki w obu kierunkach

r=x0+A-2, 1=0,1,...,n,
o Viz,y) = V(xi,y;) = Vi
y:y0+A.]7 jZO,l,...,TLy

* dyskretyzujemy rownanie Laplace’a
Przyktadowa trajektoria:
0*V 9%V . .
5 + 5 = 0 WB Dirichleta - kolor zielony
ox 83/ WB von Neumanna - kolor czerwony

VAV =

Vierj =2Vig+Vicy | Vign =2Vi; Vi

A2 A2 =0

1
Px+ — Px— — Py+ — Py— = Z y

O N

01 2 -

* bez uwzglednienia WB prawdopodobienstwo przejscia do kazdego
z 4 sgsiaddw jest identyczne

« dla WB Dirichleta wedrowiec jest absorbowany na brzegu

* dla WB Neumanna wedrowiec moze sie zaréwno odbic¢ od brzegu,
jak rowniez poruszac sie wzdtuz niego




Warunki brzegowe w 2D

WB:
Dirichleta
V= Vbrze g

T
H WB

von Neumanna

O N

Y

012 ov. __
e on =0
T

* w 2D dla warunku Neumanna niekoniecznie
musi dojs¢ do odbicia na brzegu obszaru, wedrowiec
moze takze poruszac sie wzdtuz brzegu

* na brzegu z warunkiem Dirichleta, wedrowiec jest
absorbowany

Mamy ogolny przepis na prawdopodobienstwa przejscia do weztdw sasiednich

Viii = DPat+Vit1,j T 0x—Vic1j +Py+Vijr1 +D0y—Vi i1

Srodek obszaru — kazdy z 4 sgsiadéw rGwnouprawniony:

i=1,2,...np—1, j=12...,n,—1

1
Px+ = Px— = Py+ — Py— = Z

prawy brzeg — WB: von Neumanna (brak prawego sgsiada)

i=ng, j=12...,n,—1

ov. oV Vg —Vier
on~ Oxr 2A

=0 —= Viga=Vi

pm—f—:OJ p$—:%7 py—f—:py—:i

dolny brzeg — WB: von Neumanna

Do =Po— =57 Dy =59 By =0




Roéwnanie Laplace’a w 2D ze zmienng statg dielektryczng

Na granicy dwoch dielektrykéw musza by¢ spetnione dwa warunki
€1 . .
T oy Dy - =Dy — D= Dé‘ « sktadowe prostopadte do interfejsu
€9 E” = Ey » skiadowe réwnolegte do interfejsu

Y
‘ X Réwnanie Laplace’a zapisujemy w postaci uwzgledniajgcej

zmiane przenikalnosci elektrycznej

V-D=V.(eVV)=0

w obszarach (1) i (2) wartos¢ ¢ jest ustalona i postepujemy jak poptrzednio

zmiana dotyczy jedynie interfejsu — wezly na interfejsie lezg zaréwno w (1) jak i (2) obszarze

2 88—V €11 &2 0*V €1t &2 Vz’—l,j - QV{,j + V;;—|—1,j * nie ma zmiany przenikalnosci, ale jg usredniamy
Ox \  Ox 2 Ox? 2 A2

Vii+1—Vij Viii—Viji—1
g 88_‘/ . g1t — et . e1Vij+1 — (51 =+ 52)Vz‘,j +e2Viji—1  « wkierunku prostopadtym do
Oy \ Oy A A2

interfejsu mamy skok
przenikalnosci

v%,j — pﬂc—|—‘/i—|-1,j +pm—‘/i—1,j ‘|‘py—|—%,j+1 +py—VtL’,j—1

_ 1 _ €1 _ €2
Pz+ = Pz— = 35 DPy+ = 2(e1+€2) Py— = 2(e1+e2)

interfejs miedzy dielektrykami moze znaczgco
modyfikowac prawdopodobienstwa przejscia




Réwnanie Poissona w 2D

* w réwnaniu Poissona wystepuje gestos¢, ktérej rozktad przestrzenny musimy uwzgledni¢ w obliczeniach

0’V 9*V

V2 N _ P Vierj =2Vig+Vitay | Viga =2Vij + Vijin _ piy
ox?  Oy? 5 A2 A2 €
A2 1
Vij =Pa—Vi-1j + PatVitrj + Py-Vij—1 +PyaVijer + =iy Pz— = Pt = Py— = Py+ =
* tak jak poprzednio, potencjaty sasiadow okreslamy jako wartosci oczekiwane
absorption

* ale wyraz z gestoscig tadunku ma ustalong wartos¢, ~
wniosek: sumujemy wkiady od gestosci podczas btgdzenia przypadkowego na siatce g
3

o =+
c o

1 N m;—1 3, =

_ (4) = +

V(:BO’yO) _ N ‘/brzeg + N 45 Z Z p x37y9 é g

1=1 i=1 < =

Q

=

Q

Vb(ri ¢g - Dotencjal w punkcie brzegowym, gdzie konczymy i-ta Sciezke Y _ "

absorption
(m; — 1) - ostatni punkt przed brzegiem dla i-tej $ciezki T

p(x;,y,) - gestosci w odwiedzanych punktach



pseudokod btgdzenia przypadkowego dla rownania
Poissona z WB Dirichletai Neumanna

absorption

absorption
reflection + up + down

absorption

X

jesli wyznaczymy potencjat w wezle (i,j) to mozemy go
potraktowac jako punkt absorpcyjny
(stretching boundary) — to zwiekszy wydajnos$¢ metody

inicjalizacja: N,ng,ny, i0,j0,A, vo=A-4y, yo=A"Jo,¢

WB:

i=0 — Vs =const (absorption)

=0 —  Viotom = const (absorption)

j=ny — Vi =const (absorption)

i=ng, — g—‘;=0 (reflection + up + down)

V:ﬁ—;pio,jo (density contribution in starting point)

for (k=1; k <= N; k++){

1 = 1o
J=1Jo
while (i>0 && j>0 && j<ny){ (i ==n, dopuszczamy)
U1 i U(O, ].)

if (Up <1) i=i—1

else if (U1 <3) i=i+l
else if (U1 <3) j=j—1
else j=j+1

if (i==ng)
Us ~ (0,1)
if(Us<3) i=i—1 (reflection)

else if( 2<Us<3) j=j+1 (up)
else if( 3 <Us) j=j—1 (down)
end if

if(i==0)V =V + Vies
lf(j - )V:V+W)ottom
if (j==ny)V =V + Vigp

(130 && i< ny &be >0 && j<n, ) V=V 422,

2l<



Metoda wyjs$cia (ang. Exodus method)

* potencjat w punkcie ro liczymy jako Srednig z wartosci brzegowych

N
— ]' — — — —
V(To) = N E meeg Sriend; Tiom—1, Ti,m—2, -+ 7’02
i=1 N

lanncuch Markowa

mozemy go przedstawi¢ w alternatywnej postaci, wykorzystujgc prawdopodobienstwo przej$cia miedzy
punktem startowym a dowolnym punktem lezacym na brzegu

V(Fo) :/p(f'o,'r_”)V(ﬁdE *  p(ro,r) petni role fgp warunkowego
by

i w wers;ji dyskretnej

Vij = p(i,j; k, )V}
k,l

Jak okreslié p(i,j;k,1)?

W punkcie (i,j) umieszczamy duzg liczbe wedrowcow np. N=10¢, kazdy z nich wedruje (btgdzenie przypadkowe) az dotrze do punktu
lezacego na brzegu. Dla kazdego punktu brzegowego okreslamy ny czyli liczbe wedrowcow zaabsorbowanych w danym punkcie.
Prawdopodobienstwo liczymy jako $rednig

.o NG 5k,
p(i,j; k1) = % * start zawsze z punktu (i,j)

metode stosujemy w przypadku réwnania Laplace’a, gdy wielokrotnie zmieniamy warunki brzegowe,
prawdopodobienstwa wyznaczamy tylko raz i uzywamy ich (ustalonych) dla innych WB




Rozwigzanie rownania Poissona metoda btgdzenia przypadkowego ze zmienng dtugoscig kroku

Metoda btgdzenia przypadkowego na siatce jest skuteczna, ale ma wade — dla duzej liczby weztéw siatki staje sie mato wydajna.

przyktad: nx=ny=1000 - startujac w Srodku do brzegu dotrzemy po conajmniej 500 krokach (a srednio bedzie ich kilka razy wiece))

wniosek: siatka powoduje ograniczenie wydajnosci
— pozbadZmy sie siatki, wykonujmy wieksze kroki, przeciez we wzorach koncowych

wystepuje tylko potencjat brzegowy, pokonana Sciezka (poza wktadem od gestosci) nie jest wazna

Jak to zrobié¢?
Zastgpmy réwnanie Poissona postacig catkowg — wiemy ze caiki dobrze sie liczy, przy uzyciu MC.
Rozwazamy problem 3D (w 2D analogicznie, ale z inng funkcjg Greena)

3D

V2V (F) = —

V2G(F,7) = —6(F — i)

1 1
— =/ -
COF) = =

Rownanie Poissona przemnazamy przez G, catkujemy dwukrotnie przez czesci — aby przerzuci¢ dziatanie operatora rézniczkowego

Z

A

/ G (7,7 )V2V (7)dS
Q

na funkcje Greena bo daje to delte Diraca
(fatwo wykonamy catkowanie z deltg)

— —/ a7 2 4o
Q

£

Uwaga: interesuje nas punkt r’ stanowigcy Srodek sfery,
to punkt w ktérym chcemy wyznaczy¢ potencjat.




/Q G(7, 7" )VV (F)dQ = /Q V(7)) V*G(F, 7)) d’r + /Z (G(F, 7)YV () — V(F)VG(F, )] - dE

=—§(F—7")

— _}r(;/) * 2 to powierzchnia zamknieta otaczajgca objetosc Q,
po ktorej catkujemy

« otrzymaliSmy wyrazenie zawierajgce 3 sktadniki

V(') = — /2 V(A)VG(F,7') - d% + / G(7, 7 \VV(F) - d% + /Q G(F, *')@d%

b))

\ - - - - - -
N~ N~ N~

Ch Co Cs

* wyraz C: — funkcja Greena jest sferycznie symetryczna, gradient G w kierunku normalnym do powierzchnii sfery
to pochodna w kierunku radialnym. Odlegtos¢ punktu na powierzchnii sfery ~ (r) od jej Srodka (r' ) wynosi R

Z
%
Ci=—- | V(AVGF, 7)) -do=— | V(F d>. o
1 /E (T)V (7“,7“ ) /E (T)47r ’7.—*_7.—’/|2 7 |7 — |7
7ONE
) y
— ) d> X
= 41 R? /EV('r)d

Wartos¢ tej caiki to Srednia z potencjatu na powierzchnii sfery o promieniu R — jej wartos¢ szacujemy metoda MC.



aby obliczy¢ wyraz C, zauwazmy, ze funkcja Greena jest liczona na powierzchnii Z, gdzie jej warto$¢ jest ustalona

Cy = / G(7, 7 \VV(F) - d%
hM

przesuwamy G przed catke a catke powierzchniowg zamieniamy na objeto$ciowa,
druga pochodng potencjatu zastepujemy gestoscig z rownania Poissona

7) - dS 2y oo P(T)
C2 = 47TR/VVT a = 47TR/v ViV(r) =———

pP\r -
- J o 77| = || = R

* teraz mozemy uwzgledni¢ 3 wktady do potencjatu

7 - érodek sfery V(™) = —3 / V(r)dx +/ [G(7,7") — G(R)] —p(g ) g
Y Q
Srednia Z;0tencjalu wktad od gestosci




e potencjat w 3D V(F’) _ L V(F)dZ _|_/ [G(??, 7;»/) . G(R)] @d?)r
4R D)

Q 9

* analogicznie mozemy znalez¢ wyrazenie dla rownania Poissona w 2D

V(F') = 5o R FV(r)all“ + g (Gop (7, 7)) — Gap(R)] . dX
Gl = —— I [F— 7]
2D\, o

* musimy wykonac catkowanie, w tym celu uzywamy MC - generujemy zestaw Sciezek ktérych poruszajg sie wedrowcy,
a wynik usredniamy
* Kkonstrukcja pojedynczej Sciezki dla wedrowca w 2D (w 3D postepujemy identycznie — ale trudniej narysowac)

—

T
3 (1) okreslamy maksymalny promien kota (sfery) R
' ‘ R (2) losujemy punkt wewnatrz kota i okreSlamy w nim wartos¢ gestosci
A LA

(3) na okregu losujemy punkt r;

(4) powtarzamy punkty 1-3 dopdki spetniony jest warunek

R]_ |{FZ - ’Fboundary| > 5, (6 > 0)

/ (5) fancuch konczymy, gdy warunek 3 nie jest spetniony
(jestesmy blisko brzegu — obszar zielony na rysunku)

=y

Jako koncowa wartos¢ potencjatu danej Sciezki bierzemy
potencjat na brzegu lezacy najblizej koncowego potozenia,
do potencjatu dodajemy sume gestosci w wylosowanych punktach




* dysponujgc oszacowaniem wyrazow dla gestosci oraz dla warunkéw brzegowych,
konstruujemy wyrazenie bedgce oszacowaniem dla calego zestawu generowanych Sciezek

i - numer tancucha
AN 2
- | N (rend Mo 0 (Rf;f}) 71" _ punkt koricowy i-tego laricucha
SR ) RS S s
i=1 m=1 M; - dhugosé i-tego tancucha
rs3




« obliczmy wktad od gestosci Tm,0 - Srodek okregu

- _ _ Tm,1 - losowy punkt wewnatrz kota
najpierw oszacujmy wkiad od pojedyczego sfery/kota — obszaru Qn .
Tm - losowy punkt na okregu

R,,, - promien okregu

1 1 1
V) = — 7 - Q
) = - /Qmpm(w_w Rm)d

* szacowanie tej catki w kazdym kroku bytoby mato efektywne, wobec czego
jej wartos¢ liczymy usredniajac wyniki z wielu fancuchow Markowa
(generowanych Sciezek)

pY

* w danym kroku losujemy punkt r,1 wewnatrz obszaru Qn, dla ktérego okreslamy
gestosé, ktdrg w danym kroku traktujemy jako statg — to pozwala wyznaczy¢
wartos¢ catki potanalitycznie.

* wykonujac wiele krokdw, losujemy rézne punkty — wiec docelowo usrednimy

gestos¢ po calym obszarze Fm, 1 X
* catkowanie (usrednianie) przeprowadzamy po objetosci sfery -
T T R,
o o . Tm.1 1 1 Tm.1 1
7= Tmo me(r’)%—p(m’)/ (_, _ — )dﬂ:—p(m’)/dﬁ d¢/<——— r2dr
0 0 0
R2
—/ —
me (7“ ) ~ P(Tm,l) ?m * wkiad od gestosci dla pojedynczej wylosowanej sfery (w 2D bedzie inny wspotczynnik)




Rownanie przewodnictwa cieplnego

W ogolnym przypadku rozkiad temperatury wewnetrz jakiego$ osrodka jest funkcjg potozenia i czasu,
réwnanie przewodnictwa cieplnego odzwierciedla te zaleznos¢

aT(ff’, t) Oznaczenia:

ot T - temperatura

k — wspotczynnik przewodnictwa cieplnego
S — zrédto ciepta

c — ciepto wkasciwe materiatu

V [k(P)VT (7, )] + S(r,t) = pc

 jesli k nie zmienia sie w przestrzeni wowczas rownanie mozemy p - gestosc osrodka
przeksztatci¢ do innej, bardziej znanej postaci r — wektor potozenia
- rbwnania dyfuzji ciepta t - czas
OT (7, 1) D
— 1 — DV’T + =—8(7,t
D= — - wspotczynnik dyfuzji ciepta

pc

* do rozwigzania rownania przewodnictwa cieplnego (z czasem lub bez czasu) konieczne
jest wyspecyfikowanie warunkéw brzegowych

rodzaje warunkéw brzegowych

* WB Dirichleta (absorpcyjne) — ustalony rozktad temperatury na brzegu T(r) |b"“ zeg — coanst
T
* WB Neumanna (odbiciowe) — znika gradient temperatury na brzegu (brak strumienia ciepta) % =0
brzeg

* WB Robina (konwekcyjne) — strumien ciepta przez brzeg jest proporcjonalny do gradientu temperatury
i roznicy temperatur w uktadzie i na zewnatrz



WB absorpcyjne i odbiciowe juz znamy i wiemy jak je implementowac, zajmiemy sie WB Robina.

Konwekcyjne WB . ) )
vl plyn w stalej temperaturze odbiera/dostarcza ciepto
od/do uktadu ale nie zmienia temperatury

Tgout = const 6'2 — h(T'm . Tgout)|2

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

Z prawa zachowania energii — strumien qi, ktory dociera do brzegu uktadu (od wewnatrz)
musi by¢ réwny strumieniowi g, unoszonemu na zewnatrz (prawo Fouriera)

g = —kVT * wewnatrz przeptyw wywotany jest gradientem temperatury
G =h(T —Tx)

strumien na zewnetrz jest proporcjonalny do réznicy temperatur

rezerwuaru ciepta i temperatury na brzegu, wspotczynnik h charakteryzuje
tempo wymiany ciepta z otoczeniem

B o ¢ zmieszane WB Dirichletai Neumanna
- on (absorpcjyjne + odbiciowe)




* uwzglednijmy konwekcyjne WB na siatce 2D

(2,5)

* rownanie WB dla kierunku x

oT
—k— =h(T - T,
» dyskretyzacja w 2D z identycznym krokiem A w obu kierunkach,
pochodna wsteczna
T — T
—k 2¥ = h(T’L,] . Too)
A
Ah

Toy= o Ty + o T
ISR AL Y T ALk

Ti,j — prefTi—l,j + pabsToo

k Ah

Pref = PN Dabs = Aok’ Pref + Pabs = 1

otrzymaliSmy wspotczynniki odbicia (von Neuman) i absorpciji (Dirichlet)

mozliwe sytuacje

k>0, h>0 = Dref, Pabs € (0,1) - odbicie + absorpcja
k>0, h=0 = prer€(0,1), paps =0 - odbicie

k=0, h>0 = pas=1, pref =0 - absorpcja




* niezalezne od czasu rownanie przewodnictwa cieplnego ma postac¢ rownania Poissona

VEVT = —S(7,1)

S(7,t)
k

k = const — V2T = —

Na siatce rozwigzujemy je identycznie jak réwnanie Poissona dla potencjatu elektrycznego,
zastepujac przenikalnos¢ dielektryczng € wspoétczynnikiem przewodnictwa cieplnego K,
a gestosc tadunku p funkcjag zrodta ciepta S.

Rownanie przewodnictwa cieplnego z konwekcja

Oproécz procesu dyfuzji ciepto moze byc przekazywane/przenoszone do innych czesci uktadu konwekcyjnie.
Konwekcja jest wymuszona polem predkosci.

— D
2 . — r =
DV’T+ VYT +-S(1) =0
dyfuzja  konwekcja

zZroédlo

» cafte réwnanie dyskretyzujemy na siatce 2D (lub 3D)

Tiv1;— 2T, +T5-1 Tijv1 — 205 + 15 - Tiv1; —Ti—1, Ti 41— 15 4 D
poitLg gt Lj 4 pZtitl g+ 4ij—1 S Pkl 3% Lj 4y 2t JHL TSi’j =0

A2 A2 v 2A Y 2A



* wyznaczamy wyraz T;

2
Tij = po+Tivr,g + pa-Tirj + Py+Tijr +py-Ti 1 + -5i
1 Av, 1 Av
r+ — 1 _ = - — =
Past ¢4( +2D> Pa 14(1 2[))
1 Av 1 Avy
Py+21(1+2_Dy> bv= 4( 2D)

* wartosci prawdopodobienstw sg ograniczone z czego wynikaja 4 relacje pomiedzy: A, VX, Vy i D,
W przeciwnym razie rozwigzanie nie bedzie stabilne.

1 Av
1 Av, 0< (1+——ﬁ><<1
<-(1 <1 4 oD ) —
0—4('+2D)—
1 Av, 1 Av
<-(1- <1 y
0_4< ZD)_ 0<4('_2D)§1

* temperature w wybranym wezle wyznaczamy jak dla potencjatu elektrycznego: generujemy ciag $ciezek,
tancuchy koncza sie w punktach brzegowych (absorpcja), dla kazdego tancucha zbieramy tez informacje z obszaréw, w ktérych

znajdujg sie zrodia ciepta

N mi—l

1 | 1 A2 E
T(xo,y0) = NZTI)(:‘)zeg N_kz Z S(xj, ;)

=1 J -



Rownanie dyfuzji ciepta zalezne od czasu

* rozwazamy problem przewodnictwa cieplnego bez Zrddet ciepta

AT (7, 1)

_ 2
3 = DV-T

* rownanie dyskretyzujemy na siatce przestrzennej i czasowej i okreslamy wyraz w chwili n-tej
t=t, =n-At, n=0,1,2,...,n
r=x; =1 A, 1=0,1,2,...,n
y:y7:j-A’ j:O71,2,..-,ny

n—1 n— n—1 n—1 n—1
Ti?j o Ti,j . DTH—l j + T + Tz ,Jj+1 + Tz’,j—l o 4Tz‘,j * goérny indeks — chwila czasowa

At - A2 * dolne indeksy — siatka przestrzenna

" n- n—1
T7y = ot Tl + Pa=Ti 0 + Py T+ py=T15 0 + poTy;

DAt 4 DAt
Px+ — Px— — Py+ — Py— — AZ po=1-— A2

* warunek normalizacji spetniony jest zawsze

Pa+ + Po— + Py+ +Dy— +po =1

ale musimy zadbac¢ aby po>0

4DAt
A2

* tarelacja musi by¢ spetniona miedzy
krokiem czasowym i przestrzennym

|/\
S| =

po=>0 — 1-—

LAt
A2




wzOr z poprzedniej strony: Tz??j — p$+T+1 7 + P Tn " —I—py+Tn7+1 —I—py_Tn 11 + po Tn 1

sposob postepowania:

* w kazdym kroku cofamy sie w czasie o At z okreSlonymi prawdopodobienstwami p. do punktow sgsiednich
lub pozostajemy z prawdopodobieristwem p0 w tym samym punkcie

* cofajgc sie w czasie tworzymy fancuch o maksymalnej dtugosci
m < ng

» jesli generujac tancuch dotrzemy do brzegu (warunek Dirichleta) to zachowujemy warto$¢ temperatury na brzegu
w danej chwili i stanowi ona przyczynek do wartosci koncowej

* moze sie zdarzy¢ ze wykonujgc m=n krokdw czasowych, nie dotrzemy do brzegu (punktu absorpcji),
wowczas zachowujemy informacje o wartosci temperatury w chwili t=0 w punkcie zatrzymania, stanowi
ona wktad do wartosci koricowej

N
1 —» d d
T(z,y,tn) = - N Z Tty )y tmy St

* mozliwe jest tez symulowanie dyfuzji bez siatki ze zmienng dtugoscia kroku,
wowczas oprocz losowej wartos$ci promienia kota/sfery generowanej w kazdym kroku
konieczne jest takze losowanie diugosci kroku czasowego o jaki cofamy sie wstecz




Dyfuzja czastek

Z dyfuzjg zetkneliSmy sie przy okazji omawiania procesow stochastycznych. DowiedzieliSmy sie, ze proces Wienera

i dyfuzja opisujg to samo zjawisko, ale w r6zny sposob. Proces Wienera stuzy do symulacji ruchu pojedynczej czastki

w przestrzeni, natomiast réwnanie dyfuzji opisuje dynamike zmian w czase i przestrzeni funkcji rozktadu (gestosci, masy, stezenia, etc).
Oba podejscia sg rownowazne w tym sensie, ze po wygenerowaniu wielu tarnicuchow Markowa i usrednieniu potozen koncowych

w okreslonych chwilach czasowych, ich rozktad przestrzenny powinien odpowiadaé funkcji rozktadu (gestosci prawdopodobieristwa)
ewoluujgcej zgodnie z réwnaniem dyfuzji.

Metodologie rozwigzywania problemu dyfuzji przy pomocy metody MC zaczniemy od analizy rozwigzan analitycznych.

Najpierw rozwazmy problem 1D

g—D& x € (—00,00)

f=1wt) = Fr=Dasg

z warunkiem poczgtkowym w postaci delty Diraca
flx,t =0) = fo(z) = d(z — z0)

* rozwigzanie w chwilach p6zniejszych znajdziemy wykorzystujgc transformate Fouriera (i transformate odwrotng)

o) = [ Zm)e—ikmdw oy = /°° o) i

zg .

* policzmy transformate réwnania dyfuz;ji

[ (of  _O°F\ , o [ . [0 f(at) dg(k, t
/(8_.:_ a_x.];) emdxza/f(:n,t)e_mdx—D/%e_mdﬂiZ%+k2Dg(%t):O



dostalismy RRZ1, ktore rozwigzujemy rozdzielajgc zmienne

dg(k,t)
ot

warunek poczatkowy

+k2Dg(k,t) =0 g(k,t =0) = go(k)

gk, t) = go(k)e PF

* wykonujemy transformacje odwrotng rozwigzania

17 |
t) = — k,t)e™ ™ dk
Flat) = o [ gtk
1 o0
= 2_ go(k)€_Dk2t€ikxdk
™
1 0 0
— 2_ dkeikm—Dth / dxlfo(x/)e—ikw'
™
ZQT)r(k)
= / dx’fo(ac’)zi / dke~ PR tHik(—a")
™
— o0 — OO
o0 1 (:C o x/)2 . . ] i
_ / / . rozwigzanie ma postac
f(x’ t) o / dx fo (x ) \/m eXp ( A Dt réwnania catkowego




* otrzymaliSmy rozwigzanie w postaci catkowej

oo

flz,t —t") = / Gz, t,z", t') f(2',t")dx’
— 00
* jadro catkujace to funkcja Greena (propagator)
1 r —x')?
G(:U, t, :U',t/) = \/4 D(t t’) exXp (_4(17@—35’)) * amplitude skaluje czynnik (t-t’)
T — _

* policzmy rozwigzanie dla warunku poczatkowego z deltg Diraca

7 N 1 (x —o)”
fla,t—to) = / Gl o fo)O" = o)’ = s g X <_4D(t—to))

— 00

* podstawmy jeszcze

At =t —tg 1 Az?
(80, 20) = < exp (- 57 ) = Nz,
Ax =1 — 19 V2moy 207

or = \/2D(t — to)

rozwigzanie opisywane jest funkcjag rozktadu normalnego, zatem generowanie Sciezek
opisujacych kolejne potozenia wedrowcow polega na sekwencyjnym losowaniu liczb z tego rozktadu

i przesuwaniu wedrowcéw o te wartosc

z(t + At) = z(t) + o N(0,1)




* dyfuzjaw 2D i 3D

Ze wzgledu na liniowosc¢ operatora rozniczkowego i transformacji Fouriera, rozwigzania dla kazdego z kierunkéw (x,y,z)
znajdujemy niezaleznie, wobec czego natychmiast zapisa¢ rozwigzanie

Of(r,t)

_ 20>
Era DV* f(r,t)

1
f(Ft—t :/GF,t,F’,t O(F — 7y)d = eXp(
( 0) ( 0)d( 0) 7Dt — 1)

i)

przemieszczenia wedrowcow w kazdym z d-kierunkédw wykonujemy niezaleznie od pozostatych

$(t+At) :x(t)+atN1, N1 NN(O,l)

* rozwigzanie w ukladzie nieograniczonym
y(t + At) =y(t) + 0¢N2, No~ N(0,1) ze stalym wspoétczynnikiem dyfuzji
Z(t-|—At) :Z(t)+UtN3, NgNN(O,]_)

* mamy dwa sposoby rozwigzywania réwnania dyfuzji:

1) rozwigzanie réwnania dyfuzji na siatce lub MES przy uzyciu konwencjonalnych metod numerycznych

2) rozwigzanie probelmu metodg Monte Carlo

Podejscie (1) moze by¢ klopotliwe ze wzgledu na trudng (tzn. czasochtonng) implementacje WB.
Ponadto wymagana jest siatka (regularna badz nieregularna) co moze (ale nie zawsze musi) ogranicza¢ stosowalno$¢ metody.

Co daje nam podejscie (2)? Siatka nie jest potrzebna oraz potencjalnie fatwiejsze uwzglednianie WB.



przyktad: wyznaczanie wspotczynnika dyfuzji

Dyfuzja to proces rozpraszania czgstek w osrodku, ale mechanizéw rozpraszania moze by¢ wiele.
Przyktadowo w potprzewodnikach wkiad do dyfuzji wnoszg

* elastyczne i nieelastyczne (zakaz Pauliego) na innych elektronach/dziurach
* rozpraszanie na defektach sieci krystalicznej
rozpraszanie na fononach (optycznych i akustycznych)

Intensywno$¢ oddziatywan dla poszczegdlnych kanatéw rozproszeniowych moze byc silnie zalezna od temperatury (fonony)

a to powoduje, ze nie mozemy okresli¢ statej dyfuzji analitycznie.
Wspoéiczynnik dyfuzji wystepuje we wzorze Einsteina okreslajacym ruchliwo$¢ nosnikéw tadunku.
Koniecze staje sie zatem okres$lanie wspotczynnika dyfuzji, a metoda MC dobrze sie do tego nadaje.

w celu okreslenia wspoétczynnika dyfuzji postuzymy sie relacjg na wartos¢ o

_ _op _{z=(x)?) _ (&%) - (@)°
o = 2Dt — D = g = o o7

lub w przypadku bardziej ogélnym

D s(t) = ((a(t) — <$a(t)>;ix6(t) — (2s(1))) _ (Za(t) z5(t)) —2t<xa(t)> (z5(t))

uwaga: usrednianie nastepuje w chwili t po wszystkich wygenerowanych Sciezkach




* aby wyznaczy¢ Dy, Dyy, Dy, Wyznaczamy wartosci Srednie wielkoSci
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Przyktadowe wyniki dla D=1 oraz liczby wygenerowanych tarncuchéw n=102%,103,10°
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zgodnie z oczekiwaniami, im wiecej wygenerujemy tancuchéw tym wynik staje sie doktadniejszy
* rola fluktuacji statystycznych maleje

* wielko$¢ fluktuacji nie zalezy od t

80 90 100




