Kwantowe metody Monte Carlo




Plan wyktadu
* kwantowa wariacyjna metoda MC (QVMC)

e atom helu
* czasteczka H;
* przyktad numeryczny: atom wodoru

* kwantowa dyfuzyjna metoda MC (QDMC — quantum diffusion MC)

réwnanie Schrodingera w czasie urojonym (rotacja Wicka)
postac¢ catkowa rownania Schrodingera dla czasu urojonego
przyktad numeryczny: oscylator harmoniczny 1D

przyktad numeryczny: czgsteczka H,
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Kwantowa wariacyjna metoda MC

Rozwigzanie problemu kwantowego zaczyna sie od zdefiniowania jego operatora energii (hamiltonianu),
ktorym jest niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera. W standardowej wersiji jest on operatorem
rézniczkowym, a rozwigzaniem rownania wtasnego operatora jest funkcja falowa i odpowiadajgca jej energia.

H=T4+V T- cze§§ kinetyczna
V - czesc¢ potencjalna

H=H(R), R=(¥,7,...,7N)
H(R)V;(R) = E;¥;(R)

» funkcja wlasne operatora tworza ortogonalng (operator hermitowski) baze zupetna,
zatem mozemy w niej rozwing¢ dowolng funkcje falowg

—

{Uo(R), U1(R), ...}, (T]¥;) =6,

Ur(R) = Zai\Pi(R), a; = (U;|Ur)

* uklad znajdujacy sie w stanie opisywanym funkcjg W+ ma energie, ktdrg zgodnie z postulatem
mechaniki kwantowej mozemy policzy¢ jako warto$¢ oczekiwang

) _ [dRV%(R)H(R)¥r(R)
(E)r = (Yr|H|¥7) = [dR V% (R)U1(R)




* wykorzystajmy reprezentacje spektralng (rozwiniecie w bazie operatora energii) funkcji Wr

Za;kajde\I!jH\Ifj Z|a’z|2Ez

Eyp = & _ > E
(E)r > aja; [ ARV, > lai? 0

1,7

* E, to stan podstawowy uktadu, a jego energia stanowi punkt odniesienia dla pozostatych stanow
* w metodzie wariacyjnej i dyfuzyjnej zalezy nam na okresleniu warto$ci energii stanu podstawowego

* w metodzie wariacyjnej definiujemy prébng funkcje falowg zalezng od zestawu parametrow wariacyjnych ,
» ktdére pozwolg znalez¢ postac W+ zblizong do W,, wowczas znaleziona energia Er bedzie zblizona do szukanej E,

Ur =V(R; a) + o — zestaw parametréw wariacyjnych

wartosci parametréw wariacyjnych musza spetnia¢ warunek ekstremum

IE)T
Oa

A=0min

* zazwyczaj proces minimalizacji energii (optymalizacji funkcji probnej) mozna przeprowadzic¢ tylko przy
uzyciu metody MC, poniewaz problem jest zdefiniowany w wielowymiarowej przestrzeni z czym stabo radzg
sobie tradycyjne (czysto iteracyjne) algorytmy optymalizacyjne

* aby metoda wariacyjna byta wydajna, funkcja prébna powinna by¢ jak najbardziej zblizona ksztattem
do funkcji stanu podstawowego




W pierwotnej postaci, rownanie okreslajgce wartos¢ energii jest mato uzyteczne dla MC,
przeksztatcmy je tak aby nada¢ mu sens statystyczny

o _ JARV (R HR)Y(R) _ [ IRV (R)Vr(R) (v BB (R))
i = JdRVL(R)¥r(R) [dR Y% (R)Y1(R)

* wprowadZmy oznaczenia

V(R )| ;
e e f
P = T aRU(R: o) openere!
1
€(R, Oé) = WH(R)\PT(R, Oé) * energia lokalna

(@) = [ R (Rscp(Ria)

* powyzsze rdwnanie pokazuje, ze mozemy okresli¢ energie ukfadu jako
wartos¢ oczekiwang energii lokalnej

* szacowanie wartosci catki wykonujemy przy uzyciu MC dla ustalonej wartosci parametrow o

* optymalizacje (minimalizacje) wykonujemy w przestrzeni parametrycznej o




Metoda wariacyjna jest ogélna, mozemy rozwigzywac takze problemy wielociatowe (po to zresztg powstata ta metoda)

* hamiltonian ukfadu wieloczgstkowego

h2 n n n o n
H(R) = —% Z;Vf + ;Vewt(ﬁ) + szntuf; o FJD

i=1 j>i

* oraz operator energii lokalnej uktadu

1 72 n n n n
MRja)= ———|——) V| Ur(R; Vewt (7 Vit (|7 — 7
( ,Od) \IJT<R,OZ> 2m; 7 T( 704)—'_; ext(rz)+;jz>; znt(|rz T_yl)
czesé k;r;tyczna czesé po‘t,encjalna
uwaga:

* w metodzie wariacyjnej najwiekszy naktad obliczeniowy wynika z wyznaczania wktadu od czesci kinetycznej
* wkiad od czesci potencjalnej daje lokalnie pewng poprawke do energii, ktérej wyznaczenie jest proste

Catkowanie MC, czyli szacowanie wartosci energii ukladu mozemy wykona¢ na dwa sposoby
1 N
(e(ar)) = /dR e(R;a)p(R;a) ~ ~ Ze(Ri;a)
i=1
* pierwszy polega na losowaniu punktéw w przestrzeni bezposrednio z rozktadu p(R,0)

stosujac metode odwracania dystrybuanty (bardzo rzadki przypadek)

* drugi sposéb (najczesciej spotykany) polega na wykorzystaniu algorytmu Metropolisa w celu okreslania kolejnych punktéw

R,op =R+ AR —  pacc = p(RprOp; @) — { R;, Pace < Up, Up~ U(87 1)

p(Ri; Oé) Rpropa Pace =2 U1, Up ~ U( 71) -



Przykfad — jednowymiarowy oscylator kwantowy

2
* hamiltonian uktadu H = —%% + Bz%, B>0
» funkcja prébna (gaussian) Uy =C- 6—04332’ a>0
* klasyczne podejscie *
z rachunku wariacyjnego <E>T = fd:vlll HY = @ + ﬂ 8<E>T =
[dz|®2 — 2 " 2a dax
* energia lokalna HWY
e(z; ) = T L —a+ (8- 2a%)a?
T

* prawdopodobienstwo akceptacji nowego potozena, gdy uzywamy
algorytmu Metropolisa do generowania nowych punktow (normalizacja niepotrzebna)

* energia w jednostkach atomowych

h2
[’moaB

= 1Ha:2Ry]

2
—Zaxpmp

P(Zpropi ) _ €
p(zi; ) e~ 20

2 ZL‘Z)

— — e_2a(xp1*op_ 3

pCLCC -

Xprop — Proponowane potozenie
x; — aktualne potozenie

* 1 moment

(e(a)) /5(9[:; ) p(z; o) de ~ %Za(wz, )

e 2 moment

() = [ Sma)pma)de~ Y Ewia)

* odchylenie standardowe Sredniegj

ety = L




Symetria fermionowa i bozonowa, korelacja jedno- i wieloczastkowa

* probna wieloczgstkowa funkcja falowa powinna posiadaé¢ wiasnosci doktadnej funkciji

» funkcja falowa uktadu fermionowego powinna zmienia¢ znak przy zamianie miejscami
dwoch czgstek co gwarantuje spetnienie zakazu Pauliego

* dla uktadu bozonow, zamiana czgstek miejscami nie powoduje zmiany znaku

uktad fermionowy

‘IJF(’I"l,O'l, re,02,... )Tn70n) — —leF<7"2,0'1, r,02,... 7Tn70'n)

Najprosciej jest skonstruowac taka funkcje o takiej symetrii w postaci wyznacznika Slatera

Up=P (bes (1) bers (72) -+ - Der. (70)] Gay, (T) - spinorbital jednoczastkowy
¢o¢1 (771) ¢a2 (771) s wan (771)
1 | Yai(T2) Yay(T2) ... Ya,(72)
NI AR
Vay(Tn)  Yay(Th) oo ta, ()

Uy =

* to jeszcze nie jest funkcja prébna

Uwaga: jesli spinorbitale zostaly zoptymalizowane metodg Hartree-Focka wowczas funkcja falowa zawiera 95%
korelacji elektronowej (badz dziurowej), QVMC pozwala odzyskac jeszcze dodatkowe 2-3%.

uktad bozonowy

Vp = ¢o¢1 (Fl)qbag (772) s ¢an (Fn)




« funkcje prébng konstruujemy w postaci iloczynu wyznacznika Slatera i czynnika korelacyjnego Jastrowa

\IJT = \pre_U(R)

Zul T —I—ZZW iy T7) +YY Y ug(Ti, 75, 7)) + -

1=1 7>1 1=1 7>t k>j>1

kolejne wyrazy obejmujg rézne rodzaje korelacji:
u, — korelacja jednoczgstkowa, np. uwzgledniajgca zachowanie funkcji elektronowej na jadrze

u. — korelacja dwuczastkowa, ona jest najistotniejsza, uwzglednia naturalng tendencje
elektronéw do omijania sie ze wzgledu na odpychanie sie tadunkéw jednoimiennych

Us,Us, ... — korelacje wyzszych rzeddw, np. oddziatywanie z fononami

Zaleznos¢ funkcyjna czynnikdw u; i u, powinna spetnia¢ warunek ostrza korelacyjnego.
Najczesciej wyrazy korelacyjne 1 i 2 rzedu majg postac funkcji wymiernych (aproksymacja Padego)

Z WN1 M, 7“1, + Z Z WN2,M2 7"1,3) * wyktadnik czynnika korelacyjnego

1 J>1

a0+a1x+a2x2—|—...+aNxN . _
Wy m(x) = T S S B ——T + funkcja wymierna
1 2 e




Metoda wariacyjna dla atomoéw - przyblizenie Borna-Oppenheimera

* rozwazania zaczniemy od analizy ukfadu wieloelektronowego dla pojedynczego atomu,
Hamiltonian uktadu powinien uwzglednia¢ ruch jadra

~—
jadro
K2 5 A2 5 - R M - masa jadra
T:_2Mvnuc_%zvi V:—Z4 | ‘|‘ZZ4 Z — tadunek jadra
~ ~— i=1 =1 reo i Trucl =1 9>Z €045 m —masa elektronu
jadro S ~~ d h ~ 7N -
elektrony nuc-e e-e

* elektrony i jadro ,krazga” wokot Srodka masy uktadu — obliczenia nalezatoby wykonaé w uktadzie CM

T—_ h V2 —ﬁzn:v? —h—zzn:zn:v-v- __mM
C2AM Anom) M 2 LT M e T b=
1 ‘2’ h j; g

(1) — opisuje energie kinetyczng CM
(2) — energia kinetyczna elektronéw dla zredukowanej masy
(3) - wyraz polaryzacyjny

Przyblizenie Borna-Oppenheimera:

poniewaz masa protonu jest 1837 razy wieksza od masy elektronu, wiec ruch jadra ,tylko nieznacznie” powinien
zaburzac ruch elektronéw, w pierwszym przyblizeniu mozemy zatozyc¢, ze jadro jest nieskonczenie masywne

- spoczywa w miejscu. To pozwala odesparowac ruch jadra od ruchu elektronéw co znacznie utatwia rozwigzanie
problemu

elektrony




Warunek ostrza korelacyjnego (ang. cusp condition) — atom helu

Stosujemy przyblizenie Borna-Oppenheimera i zaniedbujemy informacje o ruchu jadra

h? 2702 2 1
H(7, ) = —=— (V2 + V2) + — (—— - —+ —)

2m 47‘(’0 (] ro 12
ze wzgledu na symetrie sferyczng problemu, analize tatwiej jest wykonaé w takim uktadzie wspétrzednych

* dla pojednynczego elektronu (na razie zaniedbujemy drugi) mozemy zastosowac¢ metode separacj zmiennych

R, SR A N A T
W)= =5V = V= (r or) "6 06 \""06) T e 007
Y(r,0,¢) = R(r)P(0)F(¢) P(0)F(¢) = Y m, - harmoniki sferyczne

réwnanie dla czesci radialnej w jednostkach atomowych

1d?R, 1dR,
R dR _ZRn_i_l(H—l)
ro 272

92 dr2 _rodr

osobliwosé dla r—0

[h2 1

= =1H
ma%  4weoap a]

~

aby pozby¢ sie osobliwosci (tylko 1=0, potencjat centryfugalny znika) wyrazy, ktére je powoduja muszg sie skasowaé
— warunek ostrza korelacyjnego

» funkcja elektronowa musi mie¢ taki
ksztalt, aby unikng¢ osobliwosci

1dR,, Z dR,, -
- al +—R,=0 — R =—Zdr — R,~e Zr
r dr r R,




dla stanéw orbitalnych z niezerowym momentem pedu otrzymujemy warunek ostrza korelacyjnego w postaci
(do réwnania podstawiamy R - r*R’ )

Re~e ™17, [=1,23,...

warunek dla dowolnego |

e 47 1=0
R(T)N{e—ﬁ—?, 1=1,2,3,...

~

Warunek ostrza korelacyjnego dla korelacji elektronowej (wyrazy 2 rzedu)

* teraz uwzgledniamy oddziatywanie pomiedzy elektronami, obliczenia wykonujemy
separujac ruch srodka masy elektronéw od ich ruchu wzglednego

* w ukfadzie CM elektrondw, czes¢ radialna hamiltonianu dla ruchu wzglednego ma postac

d? 2 d 1 I(1+1
ERNIES)

hir::;) = — _
(sz) d’l“zzj Tij d’l“ij Tij + 2T7j2j

co prowadzi do warunku

R(ri:) e~ , [ =0 - singlet
Tig) ~ "ij
’ eI, 1 =1,2,3,... - tryplet

uwaga: warunek powinien by¢ spetniony dla wszystkich oddziatujacych ze sobg par fermionéw

R(ri;) — f(rij) Ur(R)=Vr(R) - H f(rij) - skorelowana funkcja prébna

1<j




Przyktad — funkcja prébna dla czgsteczki H,

(7)) = ou(F—7a)  ¢B(7) = ou(F+7p)

da, ¢s — funkcje falowe atomu wodoru

R - odlegtos¢ miedzy atomami wodoru

rA = —

|
o
Sl

rp =

* hamiltonian uktadu w przyblizeniu Borna-Oppenheimera

H = . R — R = —— v2 v2 - _ - o - n
(T17T2a ‘ A B|) 2 ( 1 + 2) T1,A 1,B T2 A r2.B r1,2 i R

» funkcje falowa pojedynczego elektronu mozemy skonstruowac jako kombinacje liniowg
dwoch funkcji dla stanu podstawowego atomu wodoru (I=0)
— warunek ostrza korelacyjnego na jadrze juz uwzgledniony

., 1 |7=r4l 5 1 _|#7=rpl
¢A(T) — ﬁe 2 ¢B(T) = ——€ 2B

* elektron z jednakowym prawdopodobienstwem moze przebywac¢ w poblizu jgdra A oraz jgdra B (symetria)

¢+ (7) = C [pa(7) £ ¢p(7)]




* interesuje nas stan podstawowy czasteczki, w ktérym elektrony majg przeciwne spiny,
separujemy czes¢ przestrzenng (symetryczng) od czesci spinowej (niesymetrycznej)

identyczne orbitale

$1(7) = P2(7) = ¢(7)

* funkcje probnag proponujemy w postaci (czesc¢ spinowg pomijamy bo jest ustalona — zmienia sie tylko czes¢ przestrzenna)

¢(7:», a) _ e—a|F—FA| + e—a|F—FB|

W (71, 72; o, B) = ¢(71; ) ¢(72; ) exp [2(1 47:1;7“12)]




Przyktad — poszukiwanie funkcji falowej stanu podstawowego w atomie wodoru

elektron porusza sie w polu elektrycznym nieruchomego jadra, hamiltonian uktadu po odesparowaniu czesci katowej

H:—%[lgﬁg—l(l“)] 1

r20r Or r2 r

znamy rozwigzania analityczne, przydadzg sie do poréwnania wynikéw QVMC,
szukamy stanu podstawowego i stanu wzbudzonego (jak to zrobi¢?) — to stan typu s

() =2 e

VoS (r) = ——=(2—r)e”?

funkcje prébnag zdefiniujemy w postaci obejmujgcej oba przypadki

1
Ur(r)=(1+crje " a=1, ¢=0, E100:_§

uzywamy modelu QVMC, wiec definiujemy fgp rozktadu i energie lokalng

fgp dla funkcji prébnej
2 [ Wr(r)|?

energia lokalna
p(r) = — roe(r) = HYr _ —a’er? + (—a® +4ac — 2¢)r + 2a — 2c — 2

[ r2| W (r)|2dr U 2cr2 4 2r
0

uwaga: Eloc ma osobliwo$¢ w r=0, fgp musi oming¢ ten punkt




* dla podanej funkcji probnej, wartoS¢ oczekiwana energi stanu jest funkcjg parametrow: a,c

oo

(e(a,c)) = /p(r;a,c)sloc(r;a, c)dr

0

ktorg wyznaczamy metodg MC (dla wiekszej liczby czgstek i wymiaréw bedzie to jedyna dostepna metoda)

N
1
(e™(a,c)) = e™(a,c) = N ;sﬁc(ri;a, c), m=1,2

* potrzebujemy generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie p(r;a,c) — uzyjemy algorytmu Metropolisa

potozenie startowe ro > 0 - dowolne

proponowane nowe potozenie Tnew = Ti + Ar - (2U7 — 1), Uy ~U(0,1), Ar - ustalone

okreslamy prawdopodobieristwo  p_ . = min P(Tnew; a;€) 1
akceptacji nowego potozenia p(ri; a, c)

ustalamy nowe potozenie Ti < Tpew <0
z warunkiemr >0 Tiv1l = Tnew — Us; < Daces U, ~ (0, 1)
T <~ Uz > pace, Uy ~(0,1)




* wariancja jako miara jakosci dopasowania energii

Mozemy zadaé sobie pytanie co sie stanie, gdy nasza funkcja prébna okaze sie dokladnym rozwigzaniem
tj. stanem wtasnym hamiltonianu?

obliczmy energie lokalng

€loc = — = &n

ktéra uzyjemy w catkowaniu MC

N N
_ 1 1
€:N§ locrz—NE En = En
1=1 1=1
oraz do liczenia warianciji

var{e} = / F) — en]? = (e2) — ()2 = 0

Whioski:
« dla dokfadnej funkcji falowej wariancja znika — to bedzie miara jakosci rozwigzania
* poszukiwanie najnizszej energii ma sens tylko dla stanu podstawowego,

w przypadku poszukiwania stanu wzbudzonego nie sprawdzi sie ze wzgledu

na domieszki (wkfady) od stan6w o nizszych energiach




* przyjmujemy parametry w modelowaniu QVMC

N = 10° - liczba losowan w calkowaniu

Ar = 0.1 - maksvmalnv krok w alg. Metropolisa
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a

P [a00(N)I°

- zakres a i ¢ obejmuje stan podstawowy

i pierwszy wzbudzony (radialny)

a€[0.3,1.2] ¢€[-0.7,0.3]

c
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03040506070809 1 1112
a

po znalezieniu dwoch stanéw

z ,zerowg” wariancjg (btedy numeryczne)
dla znalezionych wartosci parametrow (a,c)
rysujemy r?|W|?

» stan podstawowy dobrze odtworzony

* stan wzbudzony gorzej, wezet w r=2
redukuje mozliwos¢ przemieszczania
sie pomiedzy obszarami obejmujgcymi
dwa maksima
(energia lokalna jest stata niezaleznie od N)



Roéwnanie Schrodingera w czasie urojonym — rotacja Wicka

* rozwigzujac problem wiasny operatora energii znajdujemy jego stany wiasne

h? 0?

* stany wlasne tworzg baze zupelng, moga wiec postuzy¢ do rozwigzania rownania zaleznego od czasu

00 * warunek normalizacji + ortogonalnos¢

. Ent
U(x,t) = Z Cn®n(x)e " Th o0

w= [ 6:@om(x)do =80

* W rownaniu wkasnym mozemy dodac i odjgc wyraz bedacy iloczynem energii =

odniesienia E, oraz funkcji wkasnej, taki zabieg nie zmieni postaci rozwigzania,
ale przesunie warto$¢ wtasng na osi energii

* wspotczynniki rozwiniecia w bazie

(©.@)
(H — E,)¢n = (Ep, — E.) oy, Cn = /¢*(m)‘1’($,0)d$
O
>0 (Ep—Eqp)t
. —'L n — T
\Ij(‘% t) o Z qubn (ZC)G " * energia odniesienia (przesuniecia) pojawiata
n=0 sie w wyktadniku czynnika fazowego




* dokonajmy teraz transformaciji polegajacej na zmianie czasu rzeczywistego na czas urojony — rotacja Wicka

?

h@‘ll(x,T) ROV (x,T

ha\ll(x,t) o h? 0% (x

,t)

ot  2m Ox2

T =1t

or 29m Ox2

+ [V(:U) T E'r] \Ij(x7t)

) V(@) - B ¥(x.7)

* operacja to prowadzi to zmiany wykitadnika czynnika fazowego w rozwinieciu

Z Cnn (@

(En—Er)"'

* transformacja powoduje usuniecie czynnika urojonego z wyktadnika,

teraz amplitudy wspoétczynnikéw rozwiniecia w bazie moga zmieniac sie w czasie
(dla czasu rzeczywistego byty ustalane w chwili startowej t=0)

zalezno$¢ W od czasu determinowana jest teraz przez energie odniesienia:

/\ lim ¢ (z,7) = 00

T—00

ET‘>E0

/\ lim ¢(x,7) =0

T—00

E’T‘<E0

Ey = lim

T— 00

(2, 7) = codo(x)

* uwzgledniamy tez przesuniecie
poziomu energii

Eo<Ei < Ey<...

energia za duza — amplituda funkcji stanu podstawowego rosnie

energia za mata — amplituda funkcji stanu podstawowego maleje

przesuniecie E, identyczne jak energia stanu podstawowego
- z calego rozwiniecia ,przezywa” tylko najnizszy stan



Postac¢ catkowa rownania Schrodingera

* przyjrzyjmy sie jeszcze réwaniu Schrodingera dla czasu urojonego

oV(xz,7) h 0?°V¥(x,7) V(z)—E,
or  2m 022 h Vi, 7)

jesli pominiemy wyraz z potencjatem i energig odniesienia to otrzymamy rownanie dyfuzji

dp(a,7) _ ,0%(e,7) _h
or P Ta 0 PT

i znamy postac catkowag tego rownania (transformacja pokazana na wyktadzie z réwnan czastkowych)

[4«0(; - T/)] N P [_ 4(1:96(; ff)]

ol 7) = / K(a,ra 7)ol r =0)de/,  K(x,7a',7') =

(jadro catkujgce — funkcja Greena - propagator) Or =\ /2DAT

* dla rownania Schrodingera z potencjatem ogolna posta¢ réwnania catkowego jest podobna,
ale jadro catkujgce musi zawierac takze wkiad od potencjatu

U(z,7) = / K (2,7, 20, 0) ¥ (0, 0)do

m T
K(x,7,29,0) = lim dxq ... drpy_ { } exp | —— ( —Z; + Vix; E)
( 0 ) N—oo 1 / =l 2w /\T b h Z 2A7-2 J— 1) ( J) T
— 00 —00 j=1
catkowanie wykonujemy dla ,matych” T
krokéw czasowych AT = N IN =T




Z réwnaniami catkowymi juz sie spotkaliSmy i wiemy jak je rozwigzywa¢ metodg MC.
Zapiszmy je w jeszcze bardziej dogodnej dna nas postaci
— sumowanie w wyktadniku zastepujemy iloczynem eksponent

0
N
U(x,7) = lim drg...drNn_1 H W(z;)P(zj,x;-1)¥(x0,0)
N—oo .

— 00 J=1

« funkcja wagowa V(x;) — Ep] AT
W(z;) = exp (— z
» fgp warunkowe okresla prawdopodobienstwo przejscia miedzy dwoma punktami « warunek normalizacii
0
2
P(zj,xj_1) = <—) exp | — (25 =~ 25-1) / drj 1 P(rj,xj-1) =1
2hAT 2hAT e

o  hAT .
o° = —— - wariancja
m

Znajac Er oraz zakladajgc posta¢ poczagtkowg funkcji falowej potencjalnie moglibysmy
znalez¢ rozwigzanie w dowolnej pozniejszej chwili czasowej .

Nieznamy jednak Er, dlatego standardowe podejscie MC tutaj sie nie sprawdzi
— musimy zmieni¢ sposob postepowania.




Dyfuzyjna metoda MC (DMC)

* DMC bazuje na reprezentacji catkowej réwnania Schrodingera (metoda catek po trajektoriach)

* w dyfuzyjnej metodzie MC zakladamy ze funkcja falowa stanowi rozktad gestosci prawdopodobienstwa,
€O oznacza, ze musi by¢ nieujemna (brak weztéw) i rzeczywista

* energie odniesienia Er zmieniamy w trakcie ewolucji w czasie urojonym — dopasowuje sie ona do energii stanu podstawowego
* ewolucje wykonujemy symulujac proces dyfuzji N wedrowcow (podobnie jak w procesie Wienera)

» ksztat funkcji falowej okresla w danej chwili histogram rozktadu wedrowcow

* symulacja procesu dyfuzji bez potencjatu i energii odniesienia (proces Wienera)

zaniedbujac na chwile potencjat i energie odniesienia, rozktad w kolejenych chwilach czasu (1)
moglibySmy znajdowac generujgc M fancuchow Markowa, ktérych punkty startowe losowane bytyby
z rozktadu poczatkowego funkcji W(x0,0) a kolejne elementy taricucha generowane bylyby procesem Wienera

1 (2 — x5_1)
Plx;,z;, 1) = exp | ——2 J =N(z;,_1,0
(5 25-1) V27mo 202 (#j-1,0) U(x, )
2™ = 2™ 4 U Uy ~ N(0,1) Tk
i T -t 1y 1 ’ \
\
7N
Tworzac histogram z potozen ostatnich elementow M taricuchéw w chwili | 7
\]\[ ,/
Tk’:AT'ka k:172737"' ANV
otrzymalibySmy aktualny ksztatt funkcji falowej 1
70




gdy uwzglednimy réwniez potencjat i Er wowczas kolejne kroki w procesie Wienera zostajg
rozdzielone przez proces okreslania wartosci funkcji wagowych

W(zn)Plan,zn_1) 2 ... &2 W () P(22, 21) & W(z1)P(21,20) & (0, 0)

stan poczatkowy zazwyczaj definiuje sie w postaci delty Diraca (wszyscy wedrowcy zgromadzeni w tym samym punkcie)

U (xg,0) = d(z — x0)

zwiekszanie wydajno$ci w DMC - proces usuwania-powielania wedrowcéw (ang. birth-death process)
Zamiast zbierania informacji o zakumulowanej wartosci funkcji wagowej W dla kazdego wedrowca
(tworzymy M tancuchéw Markowa), aby zwiekszy¢ wydajno$¢ obliczeniowag metody funkcje wagowa
traktujemy jako argument funkcji multiplikujacej pojedynczego wedrowca.

Pojedynczy wedrowiec jest zastepowany przez m, wedrowcow

m; = min [int (W (x;) + Uy), 3], Uy ~U(0,1)

* wedrowiec moze zostac: (1) skasowany, (2) pozostawiony bez zmian, (3) zastgpiony 2 lub 3 innymi wedrowcami

ograniczenie przez liczbe 3 wynika z koniecznos$ci zapewnienia stabilnosci w pierwszych chwilach ewolucji czasowej,
funkcja wagowa W(x) nie jest unormowana bo zalezy od potencjatu i energii Er wobec czego moze przyjmowac
bardzo duze wartosci (wzrost eksponencjalny)

V(z) 5 |
V(x;) — E,] AT | |
J— j T 1 }
W(z;) = exp (— - E, : !
« wzrost liczby wedrowcéw bedzie nastepowat w obszarach o matej :\/:
wartosci potencjatu, a kasowanie w obszarach gdzie V(x)>Er —_—
* zmieniajac Er zmieniamy zasieg wedrowcow — funkcji falowej mj < -le m; =1 o T < l-e
o ] A C A
jak dobraé Er ? « 2 o @bﬁ\




* dynamiczna zmiana energii odniesienia

rozpoczynajac proces ewolucji w czasie ustalamy: N, Eﬁo)

wykonujemy jedna iteracje w czasie i wyznaczamy: [N

oczekujemy, ze usredniony wspoétczynnik wzmocnienia bedzie bliski 1
(liczba wedrowcow utrzymuje sie na tym samym poziomie)

(_ [V (z;) — E;] AT) 1 V(zj) — Er)AT

lim W(x;) = exp

l

AT—0 h h
EML — g(0) W) =1 (V)r — E7("1) A 1 X
r = Ly - (Wn=1- h g V)r = N, Z V(x(m)(ﬁ))
m=1

PROPOZYCJA: (W),, =1 — E(2 — V), * statystycznie mogliby$my oczekiwag,

1 ze tyle samo wedrowcow zostanie
skasowanych ile pojawi sie nowych
w 2 iteracji

* gdybysmy przyjeli w kolejnej iteracji Er® (z tyldg) jako poziom odniesienia w przypadku,
gdy Ni/No <1 to prowadzitoby do duzego spadku liczby wedrowcéw,
ktory musielibySmy skompensowacd, a to powodowatoby duze fluktuacje

Zmiane energii odniesienia wraz z automatyczng kompensacja liczby wedrowcow zapewnia wzor

h N, _1
EM = (V). — (1-=
T <V> n—1_|_ ( NO )

dla odpowiednio duzej liczby krok6w w czasie urojonym, poziom Er dopasuje sie do energii stanu podstawowego

lim EM™ = (V), = E,

o -




e problem wielowymiarowy ( jednoczastkowy )

W przypadku wielowymiarowym, DMC jest prostym uogodlnieniem problemu jednowymiarowego

hamiltonian czgstki

h2
H=——V?+V(7)

2m
* fgp przejscia Iy (roa =1 )2
e R e e
« dyfuzyjne przesuniecie wedrowca
P =7 L oUy,. L U, Us ~ N(0,1)
« funkcja wagowa
W () = exp (— VA7) %Er] AT)

* problem wieloczastkowy

* bozony: moga by¢ opisywane identycznymi jednoczgstkowymi funkcjami falowymi,
zatem funkcja wieloczgstkowa stanu podstawowego nie ma powierzchnii weztowej
i mozemy problem rozwazac jako dalsze uogolnienie wielowymiarowego problemu
jednoczgstkowego

» fermiony: z powodu zakazu Pauliego, spinorbitale jednoczgstkowe muszg sie réznic,
w uktadzie 2 fermionow orbitale przestrzenne moga byc takie same (singlet),
w uktadzie N>3 czastek funkcja falowa posiada powierzchnie weztowa i zastosowanie DMC
wymaga jej modyfikacji — do opisu poiwerzchnii weztowej wykorzystuje sie funkcje prébng z QVMC




Przyktad — QDMC dla oscylatora harmionicznego w 1D

Hamiltonian oscylatora

h2 82 2

mw
H=- 2
2m, Ox? + 2 o

do réwnania Schrodingera wprowadzmy energie odniesienia Er i wykonujemy rotacje Wicka

oV(z,7)  h 0°V(z,7)
or 2m  Ox? h Vi, 7)

wprowadzamy efektywne jednostki: czasu(T), energii (€) i diugosci (L)

109z, 7)  h 1 3%¥(zx,7) e[V(z)- Er]\IJ( ) 7= [T]
T or N 2m, L2 02 h oT T = [L]
V,E = [¢]
oV(x,7) 1 AT 0°V(x,7) €T
or  2mLl? 022 h V(z) = BV (,7)

narzucamy warunki - dostajemy 2 rownania, a mamy 3 niewiadome — 1 stopien swobody: ustalamy warto$¢ €

h'T el
= - = 1
m2 1 h
h h
e=hw — L=\—, T=
mw €




Bezwymiarowe réwnanie Schrodingera w czasie urojonym

o (x,7) 102 (x,7) 1,
Y S5 aa V(x) — E.)Y(z,7), Viz) = éx

e ustalamy maty krok czasowy np.

AT =0.1

ktére determinuje prawdopodobiernistwo przejscia dla takiego przedziatu czasu

1 Ty — Tp—1)?

Tp = Tp—1 + AT N(0,1), N(0,1) - rozklad normalny

oraz proces multiplikacji-kasowania wedrowcow (ang. branching)

W(z,) =exp{—-A1[V(x,) — E,]}

energie odniesienia zmieniamy uwzgledniajac wyraz kompensacyjny dla liczby wedrowcow

1 Ny, — : :
Eﬁ") =V, |+ — <1 N 1) — effective units
0

N wedrowcdw umieszczamy w jednym punkcie i uruchamiamy symulacje




QDMC - wyniki dla oscylatora harmonicznego 1D

ENERGY of oscillator Wgg [e], N=1 0* walkers

0.5
Ny = 104 048 |

0.46

EO,start =0.1

0.44 |

E [e]

0.42

04l Uwaga: tu energia usredniona takze
1 po poczatkowych 100 zanizonych
Eo,ea;act - 5 0.38 wartosciach, po ich odrzuceniu, f
wynik bedzie lepszy
1 22/2 0.36 1
\IIO,ewact = —€ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
mi/4 034 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

iteration

number of walkers lI’GSQ(X) - averaged over last 10° steps
0-8 T T T T
10040 ‘ MC
0.7

10020 | A

V \] 0.5 |
9980 B 04 |
9960 b 0.3

9940 r i 0.2

Nj¢
Wes (x)

9920

liczba wedrowcow fluktuuje |
w niewielkim zakresie
9900 | | | | | | | L _5 _4

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
iteration




Przyktad — stan podstawowy czasteczki H; (singlet)

Czasteczka H2 sktada sie z dwdch protonow i dwdéch elektronow.
Stan podstawowy elektronéw to singlet — symetryczna czes$¢ przestrzenna oraz spinowa (niesymetryczna) — separujg sie.

W obliczeniach stosujemy przyblizenie Borna-Oppenheimera — nieruchome jgdra atomowe.

* geometria czgsteczki * hamiltonian — 6 wymiarowy
72 2 2
: H(F1, ) = —5— (V2 +V7,) = =7 — ———
m = % T+ %
! 62 62
___ L / : B-g |t
@ L 62 62
+ ———t
A
* czesScC przestrzenna funkcji falowej - symetryczna
- R . ., o
Rl — [_57 07 O] \Il(rla 01,72, 02) - 77b(lr.17lr‘2) ) [Xl(Ul)XZ(UQ) o X1(0'2)X2(0-1)]
(1, T2) = (72, 71) > 0
"= £ 0,0
27 19 * jednostki efektywne - atomowe
e=1Ha =27.2116eV
R=1.398ap
L=1ag=0.5292-10"""m
Egrect — _31.6(87) eV )

T="
3




Wyniki QDMC dla H.

N =104 MAX_ITER =5-10° AT = 0.05 Neim = 6

EME = _32.126¢€V, o =0.003eV

Eemc’f —31. 6(87) eV - réznica 1.4% - to bardzo duzo, ale uzyliSmy
tez bardzo prostego modelu

* gestos¢ elektronowa liczymy jako warto$¢ oczekiwang jednoczgstkowego operatora gestosci
— histogram usredniony po wielu iteracjach

(p) = Z//m; ) [26(F — 7)d3r1d®ry =/|xp( N d3r2+/|‘lf 7)[2d%r

density p(x,y,0) density p(x,0,2) density p(0,y,2)
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0.16 0.16 .

0.14 0.14 0.06

8 12 0.12 0.05
0.1 .04

0.08 0.08 883

0.06 0.06 '
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