Rozwiazywanie réownan catkowych metoda Monte Carlo




Plan wyktadu

* metoda MC dla algebraicznego operatora liniowego — idea: rozwigzanie uktadu réwnan
* 0go6lna metoda MC dla operatora catkowego (szereg von Neumanna)

* przyktad 1: rozwigzanie réwnania catkowego w 1D (numeryczny)

* przykiad 2: propagacja fali Swietlnej w osrodku rozpraszajgcym (analiza problemu)

* przyktad 3: propagacja sygnatu elektrycznego w linii transmisyjnej (rownanie telegrafistow)
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Idea rozwigzania uktadu réwnan liniowych metodg MC

Uktady rownan liniowych rozwigzujemy numerycznie przy uzyciu metod bazujacych na rozktadzie LU (macierze geste i rzadkie)
lub korzystajac z metod iteracyjnych (macierze rzadkie).

Metody MC do tego celu sie nie wykorzystuje, ale przeanalizujemy takg mozliwo$¢ poniewaz jej uogélnienie na przypadek ciggty
pozwoli nam rozwigzywac rownania catkowe.

A7 =b + posta¢ macierzowa uktadu réwnan liniowych
(A+I—-DE=b
IZ=(I—A)Z+b
I1-A=C
Z=Ci+b

Ta postac jest uzyteczna dla metod iteracyjnych (metoda Jacobiego), k — numer iteraciji

g = oz 4 p
Aby rozwigzac¢ problem nalezy zaproponowaé wektor startowy x© a nastepnie iteracyjnie go poprawiaé
70 70 5 72 gk gD

Ciag jest zbiezny jesli promienh spektralny C nie przekracza 1
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A — wartosci witasne macierzy C




» skoro wektor startowy moze by¢ dowolny wiec mozemy zaproponowac w postaci

70 =p

- nastepnie rozwinmy relacje rekurencyjna
20+ _ o)
- 5+C(b+0*<’f 1>)
= b+ Cb+ C? (b+C A 2>)
=(I+C+C*+C*+...+CHb

* elementy szeregu wyznaczamy sumujgc elementy macierzy,
wyznaczmy i-ty element wektora x&*1

(k+1) _ E : E : E :
L; — b + Cq Jlb.h + Ci,51Cj1,j2 J2 +... Ci,j1Cj1,52 + + - Cir—1,Jjk bjk

Ji,J2 J15J25-5Jk
k n n
= - 4 J : : Cl,.jlcjl .72 ct cjm—l;jmbjm

iloczyn macierzy: sumujemy po indeksie kolumnowym 1 macierzy, ktory odpowiada indeksowi wierszowemu 2 macierzy
(to iloczyn skalarny dwéch wektoréw: wierszowego i kolumnowego)




Procedura MC rozwigzania uktadu réwnan polega na wygenerowaniu wielu fancuchéw Markowa,
przy czym kazdy tancuch bedzie probkowat (przyblizat) ktérys wyraz w rozwinieciu.
Pojedynczy tancuch daje wkiad zwigzany z warto$ciami elementéw macierzowych, ktore ,odwiedzit’

» definiujemy macierz przejscia, ktdra pozwoli w sposéb losowy poruszac sie po elementach macierzy

L — S - warunek normalizaciji
E;PZJ_L i=1,2,....n arunek normalizacj

i = p¢j>0 <~ Cij#()
4 Pij = 0 <~ Cij —




* kazdy tancuch startujemy od indeksu i=j, (prawdopodobienstwo wylosowania indeksu i okresla Tt )

* kolejne indeksy losujemy z korzystajac wierszy macierzy przejscia P

. DPjo.i1 . Pirbe . Pizgs . : Pjp_1.k .
1=Jo —* J1 —> J2 —> J3— ... > Jk—1 — Jk

cigg indekséw wykorzystujemy
do probkowania sumy

(k+1) Y y y‘ Z Ci,jrCir gz * + + Chm—1odm Ojm

m=0 j1=1 jo=1 Jm=1

jeden tancuch daje iloczyn k elementéw macierzowych — ale iloczyn musimy zmodyfikowaé uwzgledniajgc prawdopodopodobienstwa

Cjo,j Cj1,j Cja,j Cip—1sd 14
Um: Jo,J1  ZJ1,J2 ]2,33.”.. m ’m:Um 1.M

Pjo,j1 Pji.j2  Pj2,js Pjm—1,m Pjm—1,0m

Elementy powstatego ciagu

(UO — 1)7 U17 U27 SR Um

dajg wkiady do kolejnych wyrazéw rozwiniecia w pojedynczym (s-tym) tancuchu Markowa

—const,s=1,2,...,N — Xf:ZUﬁlbjm, Jo =1

N
i uSredniam nik po wszystkich tancuchach 1
Yy wWynik p % T, = — Z X-(S)
N

s=1




Dlaczego liczagc U, w mianowniku wstawiamy prawdopodobienstwa p;?

Wynika to bezposrednio ze sposobu liczenia wartoSci oczekiwanej w przypadku rozktadu dyskretnego.

(k = const) Z Z Z XiDjo,j1Pjrga - -+ Pi—1,jn

Jo=171=1 Jr=1

n n
Cj0,51C41,92 * * * Cim—1,im b o ‘ _ ‘ _
Pjo,51Pj1,52 « + * Pjm—1,9m - - Pir—_1,jk
Jo—1j1=1 =1 \m—0 Pio.j1Pjr.jz - =+ Pjm—1,m D ~ -

mianownik

widzimy, ze cze$¢ prawdopodobienstw sie nie kasuje, ale mozemy skorzysta¢ z warunku normalizacji

n n n n
E :pij =1 S P S PIREE S P im41Pimy1.dmy2 - Piu—1,0k = 1
=1

jm—l—l jm+2 Jk

po dalszej redukcji otrzymujemy (k+1) przyblizenie elementu wektora

< (k+1)>

* otrzymaliSmy wzér iteracyjny, ktory byt punktem wyjscia

k n

n
4 j 4 j v 7 : : Cjo,jlcjlan "'cjm—lajmbjm

* zatem sposob liczenia elementow U, jest poprawny




Rozwigzanie liniowego réwnania catkowego metodg MC

Rozwazania ograniczymy do rownania catkowego Fredholma drugiego rodzaju w jednym wymiarze

y(w) = f($) + / ]C(ZE, :C/)y(w’)dw’, VCR k(x,x") — jadro catkujace
\%4

Réwnanie jest niejawne, aby wyznaczy¢ y(x) musimy znac jej postac bo wystepuje pod catka.

Wstawmy pod catke wyrazenie definiujace y(x)

@) = f(a) + [ Kaayla')is
= f(x)—l—/k(ac,a:’)f(x’)da:'—l—// k(x, 2 k(x', 2" )y(z")dx" dx’
— f(a) + / k(z, ') f(«')da' + / / Kz, )k(a!,2") f(a")da' da’
+ / / / k(z, 2 ) k(") k(x", 2") (2" da" da"da’ + ...

Dla uproszczenia zapisu uzyjemy oznaczen

Ky(x) = /k(:c,tl)y(tl)dtl

K2y(a:) = // I{T(m,tg)k(tg,tl)y(tl)dtldtg

K"y(x) = /k(x,tn)K”_ly(tn)dtn




* rownanie Fredholma zapiszmy w zwiezlej postaci
y=rf+Ky
I sukcesywnie w miejsce y wstawiajmy jego reprezentacje catkowg

y=[f+Ky

= f+Kf+ K%

=f+Kf+K*f+ K’y

=+ Kf+K*f+K3f+.. . +K"f4+ K"y

* szereg bedzie zbiezny w przypadku gdy jadro catkujgce K(x,x’) bedzie spetnia¢ warunek

|K|:sup/|k:(ac,t)|dt<1 — K| > |K|? > |K|?>...>|K"

\%

* jesliy jest skoriczone (y<») to kolejne wyrazy bedg wnosi¢ coraz mniejsze wktady do wyniku (sumy),
szereg mozemy wiec ucigC po n-tym wyrazie, co oczywiscie generuje pewien btad (jak duzy?)

* przez analogie do rozwigzania uktadu rownan algebraicznych zapiszmy rozwigzanie w postaci iteracyjnej

n
y(n+1) = f—I—Kf+K2f—i—K3f—|—...—|—K”f — Z K™f + szereg von Neumanna
m=0
* podobnie jak dla uktadu réwnan liniowych oczekujemy

lim y™ = lim Z K"f=y
m=0

n—oo n—oo



« aby rozwigzac réwnanie iteracyjne metodg MC postgpimy podobnie jak dla uktadu rownan,
z ta réznica, ze rozktady dyskretne P i 1t zastgpimy rozktadami ciggtymi

* najprostszy rozktad jaki mozemy uzy¢
to rozktad jednorodny

A
¢ P(:B,t) - %
P = P(z,t), x,teV
/ Pz, t)dt =1 « warunek normalizacji
1% vV <
P(x,t) okresSla prawdopodobienstwo warunkowe:
\
jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania zmiennej t dla okreslonej wartosci x? E X .
v
A
T =m(x), xeV 1
1%
/ m(z)dx =1 « warunek normalizacji
1%
x




* wybieramy punkt startowy x, — odpowiada mu prawdopodobienstwo wylosowania z rozktadu Tt

i) — 7 (CIZ())
Uwaga: jako punkty startowe x, wybieramy te potozenia w V, ktére nas interesuja.

* zrozktadu P(x;,xj:1) generujemy kolejne elementy tancucha Markowa

P(z0,21) " P(z1,22) . P(z2,z3) P(xg—1,7k)

Zo 1 2 —> XT3 —> ... 7 Tk_-1 — T

ktore postuzg do wyznaczenia wartosci jgdra catkujgcego w kolejnych krokach

* tak jak poprzednio generujemy wkiady do szeregu prébkujac funkcje podcatkowag (dwuargumentowa)

W, = Jor*ji) Jivyz) Jm—17%Jm xr) = x+/kx,t t)dt
f)(xjovle) P(:Eﬁ?x]é) JP(xjm—l’xjm) y( ) f( ) 4 ( )y()
W:nr—l
k . .
Wm:Wm—l (ajjm_l’xjm) (WO:l)

P(xjm—l Y x]m) ,

* teraz mozemy zapisac rozwigzanie dla pojedynczego tancucha w punkcie Xo

1

(o)

y(n) (z0) = Z Won f(2m)




* jeden tancuch to za mato aby rozwigzanie byto poprawne, wiec generujemy N takich tancuchéw (o dtugosci k - kazdy)

n

S W f(wm),

T (x() ) m=0

Ys (370) =

s=1,2,...

, N

Algorytm wyznaczania wartosci y(xo) metodg MC

Uwaga:
inicjalizacja: =z9, k, N, P(z,t), 7n(x) - aby ufatwi¢ sobie generowanie nowego potozenia
—0 X z rozktadu P(x;.1,X)) mozemy zatozy¢, ze rozktad
y wzgledem pierwszej zmiennej jest jednorodny
for(s=1; s <= N; S—I——l—){ (czyli niezalezny od poprzedniego potozenia X;.1)
W, =1
Ys — f(ﬁo)

for (j=1; j <= k; j++){
xj~ P(xj_1,)

k(xj_1,x;)
Wm « Wm - P(Ej.;'*lvwii)

ys%ys‘}‘Wm'f(xj)

P(zj_1,2;) = P(-, z)




Przyktad — rozwigzanie rownania catkowego metodg MC

1 x,t =10,1]
@) = f(z) + |k ()t » 1
0
k(a,t) = "’T K| < o <1
* rozwigzanie doktadne )
y(w) — f(:U) = 0.92x
* wybieramy jednorodne rozktady gestosci prawdopodobienstwa
m(x) = U(0,1) P(z,t) =U(0,1) x U(0,1) = U*(0,1)

P(z,t) = P(x) =U(0,1)

m=5, N=10°
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* tej postaci uzyjemy ze wzgledéw praktycznych

(zgodnie z sugestig z poprzedniego slajdu)

m =20

[YmcYexactl




Przyktad 2: symulacja MC rozpraszania fali elektromagnetycznej w osrodku

Ptaska monochromatyczna fala elektromagnetyczna pada na obiekt o objetosci V,

gdzie dochodzi do jej rozproszenia. Materiat to izotropowy dielektryk liniowy.

Zajmiemy sie symulacjg MC natezenia wektora pola elektrycznego w materiale.

wektor natezenia fali padajgcej (ptaska fala monochromatyczna)

—

Einc = Eo exp (ZE . ?7)

EO - amplituda i kierunek polaryzacji

k - wektor falowy
w

k = — - relacja dyspersji w prozni
c

korzystamy z rownania Maxwella w postaci rézniczkowej
(przeksztatcimy je do postaci catkowej uzytecznej dla MC)

V2E(7) + K2e(P)E(7) + V (E(F) - vm(g(f))) ~0

Jesli € zmienia sie w niewielkim stopniu na drodze poréwnywalnej
z dtugoscig fali, wéwczas ostatni wyraz jest zaniedbywalny

Ar%)\:%T—QWC

V2E(7) + k*n?(F)E(F) = 0 o

n(r

_ ~ — 2
ety — e(r) = e(r+ Ar) =n~(

r

)

obiekt rozpraszajgcy

pi(k-F—wt)

fala rozproszona

uwaga, uzywamy zapisu skréconego
pomijajac zaleznos¢ od czestosci w

E = E(F,w)
e =¢e(r,w)

n = n(r,w)

) - wspolczynnik zalamania osrodka




* do dalszych rozwazan uzyjmy tylko dla jednej zmiennej (przyblizenie skalarne)

V2E, () + k°n*(ME,(F) =0,  (a=uz,y,2)

* w teorii rozpraszania definiuje sie tzw. potencjat rozpraszajacy (petni podobnag role jak w mechanice kwantowe))

U = R0 - 1)

wstawiamy je do réwnania na skltadowa E,
V?E, + k*E, = —4nUE,

* Dla potencjatow EM obowigzuje zasada superpozycji, wiec do wypadkowego Ea wkiad daja:
» fala padajaca

» fala rozproszona , .

E’ - fala padajaca

Eo(7) = E,(F) + E5(7) s
E? - fala rozproszona

» fala ptaska jest rozwigzaniem rownania Helmholtza w prézni
(V2+E*E: =0
co redukuje lewg strone w réwnaniu wyjsciowym
(V2 + kQ)Eé‘F(VQ + kz)ES = —4nUE, « prawa strona nadal zawiera oba wktady

réwnanie rdzniczkowe zamienimy na
catkowe wykorzystujac funkcje Greena




» funkcja Greena stanowi rozwigzanie rownania Helmholtza ze Zrédiem w postaci delty Diraca

(V2 + KHG(F, 7)) = —4nd(F — 7')

Rownanie na E przemnazamy przez G i odwrotnie
E:-/ (V2 4+ k)G, 7)) = —4nd(F — ')
G(r,#)-/ (V*+K)E: = —4nUE,

odejmujemy je od siebie (kasujg sie wyrazy: E.® *k**G) i calkujemy

=l
|
=y

/ d*rEy(F)VG(F,7') — / d*rG(7, 7 )V E3 () = / d*rdxU (F) B, (F)G(7, 7') — / d*rdm B3 (7)8(

(. | 7 A 7 \ 7
Ve Ve Ve ~"

C1 Cs Cs Cy

W jakim obszarze catkujemy?

* obszar rozpraszajacy V zawarty jest w objetosci Q
* potencjat rozpraszajacy jest niezerowy tylko w V

* mata kolizja oznaczen:
n = n(r,w) - wspotczynnik zalamania o$rodka

1 - wektor normalny do powierzchnii X




Dokonujemy przeksztatcenia catki C; — catkowanie przez czesci + tw. Gaussa-Ostrogradskiego

/ d*rvw E/

Ci = / ErEVAG(F, T = / &Pr{V [E:(FVG(F,7")] — VE:(F) - VG(7,7")}

/ES AVG(F, 7 - d /d%« {VIVE; G(F,7")] - (VE}) G(7,7")}

_ / B (FVG(F, ) - dS — / G(F. 7 \VE(7) - d5 + / ErG(F, )V B

E A 7

_ / {E;(F) 0GT) _ o o) } as + C,

S

on

b




Zamienmy jeszcze oznaczenia: wspotrzedne primowane na nieprimowane i odwrotnie

OG(r OE: (7'
ES(F) = / G, P)U (P ) Eq(7")d>r + / g 2T g 0BT s,
on' on’
1% 3
» funkcja Greena (postac czestotliwosciowa) dla rownania Helmholtza ma postac
z‘k|F—F’|
G(F— 7' w) = ———
=7

Poniewaz E.® zalezy od G wiec oczekujemy ze w duzej odlegtosci od obszaru V tez bedzie miata postac fali kulistej.
Zatem catka powierzchniowa znika

—*l = S —*/
i [ {02950 _ g 2B )

r’—00 on’
amplituda fali rozproszonej E3(F) = / G(r',P\U(F"E, (F’)d?’rl
174

dodajmy amplitude fali padajgcej — dostaniemy amplitude wypadkowg

Bu() = EL(7) + B3(7) = E4(7) + [ GG\ U Eulr )i

\%

E,(F) = E'(7) + / G(7', P\ U E, (¥ d>r’

Vv




otrzymalismy réwnanie catkowe Fredholma

jadro catkujgce
Edmzﬁﬁ@y5/G@wa@ﬂEdwm%' k(R 7)) = G, #)U ()

Wstawmy je do E. pod catkg

Ea(7) !/fo () EL (7 )d
// ’F 7;» —» G(F/ F//)U(,F»//)Ei (F//)d3T/d37°//

// G 7—,» 7;» —»/)G(F/ F//)U(TH)G(F” F’”)U(F"’)Eé(F///)d37“/d37’/,d37”/”

DostaliSmy szereg von Neumanna ktéry tatwiej bedzie zapisa¢ w postaci operatorowej

REL() = [ &6l 7)) L)

=\ m 1 [ =
Eq (T) - Z K Ea (T) * rozwigzania w postaci szeregu w przyblizeniu skalarnym

* rownanie catkowe w tej postaci juz znamy




* 0gO0Ine rozwigzanie w przypadku tréjwymiarowym — rozpraszanie oznacza zmiane kierunku,
petny obraz musi uwzglednia¢ jednoczesny opis trzech skladowych

Mozemy zachowac poprzednig strukture réwnania Fredholma

F () = SPRR) & ROR\ 1-ikR (< 3R®R
4T R R? k2 R? R?
X XX XY X7 R 1 0 0]
RR=|Y |®[X,)Y,Z]=| YX YY YZ I =10 1 0
Z ZX 7Y ZZ 0 0 1|
[ Cua(B) Gay(B) Gaz(B)
<H(R) = | Gyz(R) Gyy(R) Gy:(R) - funkcja Greena w postaci
G.ul R’) G, R’) G..( R’) operatora macierzowego




* przyktadowe Sciezki (fancuchy Markowa) dajace wkiad do caiki

Sciezka 1

Sciezka 2
Fend
(—
U

B (f) =Y K™EL(")=Ei+ K'E, + K*E} + K*E} + ...

a

kazda Sciezka prébkuje obszar w sposéb r6zny od pozostatych

Sciezki beda mialy r6zne diugosci i rozne ilosci weztdéw (korice odcinkdéw)
- to beda liczby losowe

liczba weztéw w Sciezce decyduje o tym do ktérego wyrazu w rozwinieciu
daje ona wkiad

jesli zatozymy, ze dalsze wyrazy w rozwinieciu dajg coraz mniejsze wkiady,
wowczas mozemy ograniczy¢ dtugosc sciezki do arbitralnie ustalonej
wartosci Lmax, btad jaki popetnimy mozemy poprawi¢ badajac zbieznosé
szeregu w funkcji Lmax

zbieznos¢ zalezy od diugosci Lmax oraz liczby Sciezek

losowanie weztow w obszarze V prowadzimy przy uzyciu generatora
o rozktadzie jednorodnym w V oraz jednorodnym dla L=[0,Lmax]




Pseudokod wyznaczania wartosci wektora E w wybranym punkcie

inicjalizacja: k., V, Lpes, N, 7

E(Fen?) =0
for (n=1; n <=
7o ~ ULV)
W = E" ()
L~ U(Oa Lma:c)

N; n++){
(d—dimensions)

[=0

m =0 (nodes)

while (1 < L){
m—+ +
7_”'mmUd(‘/)
=1+ T — Tm—1|
if(l<L) {

G VG (Foy, P VU (o1 )

}

(—'end) - E(—*end) mam G (—’end = )U(Fm)’tﬁ’

* N -liczba Sciezek

» skalowanie V wynika z zastosowania generatora
0 rozkfadzie jednorodnym w V

* w ostatnim kroku przechodzimy z r, do rend

* skalowanie Lmax wynika z zastosowania
generatora o rozkfadzie jednorodnym [0,L may]




Rozktad pola w duzej odlegtosci od obiektu rozpraszajgcego (,far-field zone”)

Jesli punkt P lezy w duzej odlegtosci od obiektu, wéwczas mozemy A p
zastosowac przyblizenie
/ / / |F_ Fll
|7 >> |7 — =7 ~r =57 0
ol | r=rSs
Woéweczas funkcje Greena przyblizamy wyrazeniem _
O
k|r—7 | ikr |“| =1
- = ez e s —»_—»/ S
G(’,"’ ,r/) — — — ~ € kST
|7 — 7| r
s — wersor okreslajacy kierunek
do punktu P

W duzej odlegtosci od obiektu rozpraszajgcego czynnik e zmienia
tylko faze globalng rozwigzania — wszystkie $ciezki go zawieraja,
wiec mozemy go poming¢ w catkowaniu.

W algorytmie MC ostatni krok wykonujemy ze zmodyfikowang funkcjg Greena

,';*end _ ,rendg

e uwaga: drugi wyraz w nawiasie (w tensorowej definicji G) staje sie bardzo maty wiec go pomijamy




Przyktad 3 — propagacja sygnatu elektrycznego w linii transmisyjnej

* rozwazania rozpoczynamy od najprostszego przypadku — linii nieskonczonej,
brak brzegu, istotny tylko warunek poczatkowy, uktad jednowymiarowy.

* interesujg nas dwie wielkosci dynamiczne: N /\ o
* napiecie u(x,t) .
H(X,t), I(X,t) H(X,t), l(th)
* natezenie i(x,t) (backward) (forward)
zwigzek miedzy nimi opisujg réwnania telegrafistow
% _ —L@ _Ri R, G, L, C — opdr elektryczny, konduktancja, indukcyjnosc,
ox ot pojemnosc linii na jednostke diugosci
01 ou
—=-C— -G
Oz ot~ "

uktad RRCz rozwigzemy jedynie gdy wyspecyfikujemy warunki poczatkowe

u(x,0) = ugp(x)




« wprowadzmy nowe funkcje pomocnicze, operatory rozniczkowe bedg dziatac tylko na jedna z funkcji

u—+ Ryt
oty = 0
. U—Roi
b(z,t) = 5
of __9f
ot Ox
o _ o
ot ‘o

<R0=\/L/C, & L

+X—(A+pu)f

FAf — (A + )b

« stosujgc metode charakterystyk dla RRCz hiperbolicznych przeksztalcamy je do uktadu rownan catkowych
(,Partial differential equations: modelling, analysis, computations”, Siam, 2005)

f(x,t) = folx — ct)e=A+rt 4 N

b(xz,t) = bo(x + ct)e” At 4 X

A

Py /()\ + p)e” MWty —cs,t — s)ds
o

%M / (A + w)e" O f(z 4 cs,t — s) ds

t

0
t

0

[ fo(z)

f(x,0),  bo(x) = b(z,0)]



* w obu catkach wystepuje identyczny czynnik — funkcja eksponencjalna,
mozemy ja potraktowac jako funkcje gestosci prawdopodobienstwa
i okresli¢ dystrybuante

g(s) = (A + p)e A2

Ft)= [ g(s)ds=1— e Otnt

o —_ .

P(S<t)=1—¢ Atmt
( > ) S ~ G(t; A, ,u) - rozktad eksponencjalny

P(S >t) = e~ A nt

rownaniom catkowym mozemy nadac interpretacje statystyczng

l «<—= §<t
159:{ 0 = S>t

Srednia wazona wartosci funkcji i wartosci oczekiwanej <>




Mamy do wyboru 2 sposoby rozwigzania numerycznego problemu:

* rozwigzujac uktad RRCz stosujac ilorazy r6znicowe, ale pojawia sie problem
- dyskretyzacja generuje olbrzymig siatke — mata wydajnosc
dodatkowo nalezy zadbaé o stabilno$¢ schematu
— kryterium Couranta-Friedrichsa-Leviego

At <1
C_
Ax

* rozwigzujgc ukfad rownan catkowych metodg MC
- brak dyskretyzacji (siatki), a btedy zminimalizujemy wykonujac wiecej losowan
Catkowanie w MC wykonujemy tworzgc tancuch Markowa, np. dla funkcji f(x,t)
So ~ G(t, \, 1) : f(z,t) < fo(x — ct)P(So > t) + pb(xz — cSp,t — Sp)
—— ——
1 tl
Sq ~ G(t, A, ,u) : b(azl,tl) — bo(ZCl—l—Ctl)P(Sl > t1)+p f(xl + ¢S, — Sl)
—— ——
T2 to
So ~ G(t, A, ,u) : f(xg,tg) — fo(xg—CtQ)P(SQ > tg)—l—p b(xg — ¢Sy, ty — SQ)
—— ——

3 t3

cigg rekurencyjny zakonczy sie automatycznie, gdy spetniony bedzie warunek
(nieznana jest liczba krokow posrednich)

S, > t, < t—So—51—5 —...5,-.1-5,<0

in




* sprawdzmy jakie bedg wktady do rozwigzania, gdy cofamy sie w czasie

f(x,t) = fo(x — ct)P(Sy > t)

+ p<b0(x - CSO + C(t - SO))150§t151>t1>
+ p2<f0(33 —cSo + ¢St — C(t —Sp — Sl)) 150§t 151§t1 152>t2>

wkiad od ostatniego wyrazu:

+p" (ol ) s, e, ) n=p""

p:L<1 — p>p’>p’ >
T

e whnioski:

wydtuzenie pojedynczego tancucha powoduje, ze jego wktad do wartosci Sredniej maleje,
aby zmniejszy¢ bledy rozwigzania nalezy wygenerowac wiele tancuchow

poniewaz zakonczenie tancucha zachodzi w losowej chwili czasu,

wiec funkcje fo(X-Ctn-1) i bo(X-Ctn.1) bedg prébkowane w roznych punktach przestrzeni,
wazne jest to dla funkcji silnie zlokalizowanych przestrzennie — moga nie dawac¢ wkiadu
jesli ominiemy miejsce ich lokalizacji — duze fluktuacje statystyczne

analiza rozwigzania dla funkcji b(x,t) przebiega identycznie




Wartosci f(x,t) i b(x,t) obliczamy rekurencyjnie

(1 fo(z — ct)

yes

xr<—x+cS

S>t SNG(t,)\,p,) t—t—_8
nen-p o
no r—x—cS
t—t—S SNG(t,/\,p,) .
nen-p
yes
n b(] (.CL' + Ct)
: 2 7 . . t 1
* wydajnosc/koszt obliczeniowy algorytmu C~N-—, (s) =
(N — liczba taricuchéw Markowa) (s) A




Linia transmisyjna o skonczonej dtugosci — warunki brzegowe

Q

Rs — opor zrodia napiecia na wejsciu

Re é) Val(t) w\/\/\/\/\’w_ H R, V() - sygnat zrodta
l R — opér na wyjéciu uktadu x=I
1

> | - dtugos$¢ linii

o

Skonczona dtugosé¢ linii wymaga zdefiniowania warunkéw brzegowych na wejsciu/wyjsciu

* na wejsciu, opor zrodta powoduje spadek potencjatu

u(0,t) = V,(t) —i(0,t) R,

* rodzaj oporu na wyjSciu wptywa na wartos¢ pradu

i(l,t) = / u(l,7)h(t — 1) dr
h(t—7) = i(g(t —7) - odpowiedz uktadu na skok napiecia w postaci delty

l Diraca — brak pamieci uktadu
(indukcyjnosc/pojemnosc moze takg pamieC wprowadzic) -



* na lewym brzegu generowany jest sygnat propagujacy sie w prawo,
jest zlozeniem sygnatu zrédtowego i rozwigzania b(x,t) poruszajgcego sie w lewo (odbicie)

Ry
¢ = m - strata sygnatu zrédtowego
g
f(0,1) = CVy(t) + Ty b(0, 1) o
g ‘W0 . : -
9= 5 5 - wspotczynnik odbicia
Ry + Ro (wejscie)

* na prawym brzegu generowany jest sygnat, ktory przemieszcza sie w lewo,
jego zrédtem jest docierajgcy tu sygnat poruszajacy sie w prawo f(x,t) (odbicie)

Ry — Ro - wspotczynnik odbicia

b(l,t) =T, f(I,t p, — = fto
(L) =T fdt) "R+ Ry (wyjscie)




Modyfikujemy uktad réwnan catkowych — dodajemy warunki brzegowe

f(x,t) = folx —ct)e” MM, <r/Warunek poczatkowy fo

rozproszenie w punkcie na lewo

¢
+p [ 9(s, A p) b(x — 5,8 = 5)1g>cs ds jako Zrodto propagacji do przodu

+ P /g(s, A\ p)d(cs —x) f(0,t — s)1,<.+ «a—— odbicie od lewego brzegu jako przyczynek
A ] do propagacji w prawo (do przodu)

b(z,t) = bo(z + ct)e” AW, ., -«  —Wwarunek poczatkowy bo
t

+p / g(s, \,pm) f(x +cs,t—8)lj_g>esds a4 rozproszenie w punktach na prawo od x
0 stanowig zrédta fali poruszajgcej sie
; w lewo

s,A\, )o(es+ax—0Db(l,t—s)1;_,<c
/g( 1) ol ) Jdi—sger ¥ weczesniejsze odbicie od prawego
0 brzegu generuje fale powracajaca

_|_

>



inicjalizacja: mnpaths — liczba generowanych cieek
Tstart atsta?"t 7 Cy A M

for (i=1;i<=2;i++){
suma=0
for (n=0;n<npaths;n++){
T = Tstart » = tstart , = 1 3 szgn - (_1)1

while (t>0){

s = —l;lf;, Uy ~U(0,1)

if (sign==—1)then
if ((x—ecs)>0)then

o A
=3ty

else

,  suma = suma +n¢Vy(t —s), n=nly,
end if
r=xr—cs,t=1t—s

else if(sign==1)then
if ((x+ecs)<l)then

= N5,
else
§= l;m ) n=nly
end if
r=x+cs, t=t—s
end if
sign = —sign
t
}
if (i==1) fxt=sum/npaths

else if(i==2) bxt=sum/npaths




Wyniki propagacji sygnatu wzdtuz linii transmisyjne;j

* sygnat zrodia

V,(t) = sin(27vt) exp G%)

e parametry uktadu

to = 7.5ns
o=0.75ns
v=1GH=z
L=025uH
C =100 pF
R=1250Q
G =0.5mS
[=2m

R, =12.50Q
R, =750

* liczba tancuchéw Markowa N = 1000




t=5ns, npaths=103 t = 10 ns, npaths=10° t = 17 ns, npaths=10°
0.4 T T T 0-4 T T T
0.0001 ' " exact exact exact
~ MC o i | MC o
0 ¢ M 3 0.3
-0.0001 | - ] 021
-0.0002 |, . T 0.1
> -0.0003 | 1> > 0
-0.0004 | i i 01}
-0.0005 [ . - 0.2 |
-0.0006 # 1 . -0.3 |
-0.0007 L L L L L 0.4 . . A
0 0.5 1 1.5 2 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
X X X
t = 20 ns, npaths=1 0° t = 27 ns, npaths=1 0° t=30ns, npaths=103
0.2 T T T 0-15 T T T 0-03 T T T
exact exact exact
015 | MC d i MC L4 MC b4
0.1 0.02
0.1
. .01
0.05 0.05 0.0
S 0 > 0 ] 0
-0.05
-0.05 -0.01
-0.1
-0.1 -0.02
0.15 0 0.0
-0.2 . . . -0.15 : : : -0.03 : : :
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2




