Symulacja dynamiki gazu w metodzie Monte Carlo
(Direct Simulation Monte Carlo)




Plan wykiadu

* wstep — o potrzebie uzywania MC w symulacjach gazu
* elementy teorii kinetycznej gazu, rownanie Boltzmanna
* metoda DSMC

e przykfady:
* propagacja fali uderzeniowej
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Wstep — czyli o potrzebie uzywania MC w symulacjach gazu

* przeptyw gazu moze by¢ modelowany przy uzyciu modeli makroskopowych lub mikroskopowych

* model makroskopowy: gaz traktowany jest jako ciggte medium, a do jego opisu konieczne jest
wyspecyfikowanie oprocz wspotrzednych potozeniowych i czasu (zmienne niezalezne),
takze zmiennych zaleznych jak:
* wektora predkosci
’ gQ,StOéC| 17(F7 t)? p(f; t)? p(f; t)? T({F; t)
* ci$nienia
* temperatury

Zwigzki miedzy tymi wielkoSciami opisuja rownania Naviera-Stokesa,
ktore traktujg ptyn jako substancje ciagta (o nieznikajgcej gestosci).

* model mikroskopowy (lub czgsteczkowy): wilasnosci gazu opisywane sg poprzez podanie potozen, predkosci,
oraz stanOw rotacyjnego i wibracyjnego (wewnetrzne stopnie swobody) jego sktadnikéw czyli atomow i czgsteczek gazu.

* Dynamike gazu w ujeciu mikroskopowym opisuje rownanie Boltzmanna, ktérego rozwigzaniem jest
funkcja gestosci prawdopodobienstwa okres$lajgca rozktad czastek w przestrzeni fazowej

* pomijajac wewnetrzne stopnie swobody (roatcyjny i wibracyjny) funkcje rozktadu definiujemy w przestrzeni fazowej

(w tym ujeciu zastepujemy pedy predkosciami)

f=f(rpt) = f(70U,1) « jednoczastkowa funkcja rozktadu
w przestrzeni fazowe]
1D — 3D efektywnie : f(z, Vy,t)
2D — 5D efektywnie : flx,y, Vo, Vy, t)
3D — 7D efektywnie : flz,y,2,Vy, Vi, Vo t)

Ze wzgledu na tak sformutowane zagadnienie, znalezienie rozwigzania analitycznego jest niemozliwe
w ogéinym przypadku dla dowolnej geometrii warunkéw brzegowych.
Pozostaje rozwigzanie problemu numerycznie.




* wieloczastkowa funkcja rozktadu w przestrzeni fazowej (gaz monoatomowy)

Petng informacje o uktadzie N czgstek zawiera wieloczgstkowa funkcja rozktadu

F(rla re,...,nN,V1,V2,...,UN, t) * przestrzen 6N wymiarowa

ilos¢ czastek zawartych w elemencie objetosci w przestrzeni fazowej

dN = F (7,72, ..., PN, U1, Uz, ..., UN, 1) d° rd> " v
N———

dQ’f"l)

narzucamy warunek normalizacji fgp N czgstek

rozktad mozemy zredukowac do postaci jednoczgstkowe;j

F( )<7°1,’U1,t) =/ F(Tl,’r‘Q,...,?“N,’Ul,’ljz,...,’UN,t)d r2...d I'Nd V2...d VN
Q

v

okres$la ona rozktad gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czastki o indeksie 1 w przestrzeni fazowe.




Czastki sg nierozréznialne tj. indeks 1 moze dotyczy¢ dowolnej czgstki w uktadzie,
Z czego wynika warunek normalizaciji

dN - f’l“'U (F7 ,17) t>d3rd3V /F(l)(F7 177 t)d3rd3v - 1

rozktad jednoczastkowy - fro (f’, U, t) — NFD (77’ U, t) — zredukowany rozktad wieloczastkowy

)

W symulacjach gazu istotne sg zderzenia miedzy czgsteczkami — sg to oddziatywania dwuciatowe,
mozemy wiec chwilowo zaniedbac informacje o pozostatych czgstkach, interesuje nas
zredukowany rozktad dwuczastkowy

F(Z)(F177?2777171727t)

W gazie rozrzedzonym odlegto$ci miedzy czastkami sg znacznie wieksze od rozmiaréw czagstek (powiedzmy x 1000),
zatem ruch czastki pomiedzy zderzeniami pozostaje niezalezny od pozostatych (brak oddziatywania na duzych odlegtosciach),
dwuczastkowy rozktad mozemy zapisac jako iloczyn rozktadéw jednoczastkowych

F(2)(F17F27617627t) - F(l)("?l,'lj’l,t) : F(l)(’l?g,’l?é,t)

réwnanie to jest konsekwencja chaosu tj. chaotycznego ruchu czastek w uktadzie




Elementy teorii kinetycznej gazu — funkcja rozktadu, réwnanie Boltzmanna

* jednoczastkowa funkcja rozktadu w przestrzeni predkosciowej (gaz monoatomowy)

Rozwazamy gaz jednorodny (w przestrzeni potozeniowej), ktory zawiera N czastek.
Gestosc¢ przestrzenna jest stala, ale jaki jest rozklad predkosci czasteczek?
Rozktad taki opisuje jednoczastkowa funkcja rozktadu predkosci

fu(V)
dN = N f,(V)dvzdv,dv, = N f,d>v

dN

1
W:fvdBV — N/dN:/fvdBV:1

Dzieki rozktadowi predkosci mozemy szacowac wielkosci zalezne od predkosci

A Uz

dv,

dv,

dv,

i~

mwnz%/Amu7§/mmﬁ@waa/mmn@fv

przyktadowo mozemy policzy¢ wartoS¢ oczekiwang wektora predkosci — strumienia gazu

@) = [ @




* jednoczastkowa funkcja rozktadu w przestrzeni fazowej (gaz monoatomowy)

W praktyce rzadko mamy do czynienia z gazem jednorodnym, gesto$¢ moze zmieniac sie w roznych punktach uktadu zaleznosci
od warunkéw brzegowych i poczatkowych — wéwczas bardziej przydatng funkcjg jest
jednoczastkowa funkcja rozktadu w przestrzeni fazowej

Dzieki niej mozemy okresli¢ liczbe czgsteczek w elemencie objetosci przestrzeni fazowej

AN = f., (7,7, t)d°rd>v dx dy dz dvy dv, dv,, - element objetosci

Oba rozktady: predkosciowy i w przestrzeni fazowej sg ze sobg powigzane

AN = N f,(D)d>V = fro (7, V, ) drd>v

dN

pr n(r) - gesto$¢ gazu

n(F) ' fv(U) = frv(Fv v, t)

Ostatnia relacja ma olbrzymie znaczenie dla metody DSMC:

* gestos¢ bedziemy okresla¢ na podstawie znanych potozen czastek
» rozktad predkos$ci bedziemy okreslac¢ lokalnie — dzielgc przestrzen (ukfad jest skoniczony/ograniczony)
na mniejsze komorki obliczeniowe, a nastepnie usredniajac predkos$¢ po znajdujgcych sie w nich czastkach



¢ réwnanie Boltzmanna

W dalszej czesci wyktadu potrzebna bedzie nam tylko funkcja rozktadu predkosciowego,
w celu skrocenia zapisu przyjmujemy oznaczenie

fv(U) - f(ﬁ) =f

Wiemy jak znalez¢ liczbe czasteczek w elemencie przestrzeni fazowej w okreslonym punkcie

dN (7, v,t) = n(F) - f(¥) d°r d°v

Interesuje nas dynamika, co oznacza ze liczba czasteczek moze sie zmienic.
Zmiana w czasie liczby czgsteczek w danym punkcie (komorke elementarng objetosci pozostawiamy w miejscu)

ON _ d(n f)

3. 73
5 atdrdv

zmiana liczby czasteczek (gestosci) moze by¢ wynikiem:
* konwekcji — czgsteczki przemieszczajg sie pomiedzy zderzeniami po liniach prostych ze statymi predkosciami
* sit zewnetrznych, ktére daja wktad do wyrazu konwekcyjnego

» zderzen z innymi czastkami — moga byc ,wystrzelone na zewnatrz” komorki lub ,wstrzelone do Srodka”

Okresimy wkiady od tych 3 czynnikow.




* Czastki, ktére wychodzg z komorki dxdydz sa tracone, te ktore
wchodzg dajg wkiad dodatni. Strumien czastek przechodzacy
przez powierzchnie X, otaczajgcg komorke elementarng
0 objetosci przestrzennej dx*dy*dz

/ b= / nfv- dsdy
X

* adwekcja (unoszenie/lkonwekcja)

<

// =d
, a3, korzystamy z prawa Gaussa
’ dy =\ 73.. 73
$1 = — V., (nfv)d’rd’v = [ doy
dx Q,.
dpy = —V, (nf7) d’rd’v
zaktadamy, ze predkos$c¢ nie zmienia sie wewnatrz komorki przestrzennej
dpy = —v -V, (nf) d’rd>v
* wplyw sit zewnetrznych « Strumien czgstek przenikajgcy powierzchnie Xy ograniczajgca komorke
elementarng w przestrzeni predkosci, F oznacza site na jednostke masy
= (wymiar przyspieszenia)

/ Po = —/ nfﬁ-df]vd?’r
Zv

dvz //——>
—] s, o = — / Vi - (n fﬁ) dBvdir o
, Q sita nlezale:'z_na
dvy v od predkosci
v, dpy = —F - Vg (n f) d®*vd®r Vo F=0




* zderzenie dwdch czgstek

wigzka padajaca po rozproszeniu Jout

skierowana jest w kat brytowy dQ’
r

'U]_,'UQ —> ’Ul 7’02

\v—/ \/_/ —
przed zderzeniem po zderzeniu }m l/‘

* rozniczkowy przekroj czynny » catkowity przekréj czynny
o it
o doiot (9 y P ) _ |Jout| 2 /ng = @ uwaga: dalej pomijamy ,,primy”
o dQY T | j’ | dla kata rozproszenia
m

zgodnie z klasyczna teorig zderzen, zderzenia dwdch czastek rozwazamy w przestrzeni pedowe;j
d’p  d’py
2mwh)3 (27h)

v(p1, P2 —>p1*ap2*)( 3 =|‘72—171|ad9

BEE R ¥ * czestos¢ zderzen miedzy czastkg o predkosci Vi
V= |V2 Vi |JdQ z czastkg o predkosci V,

dNy = nf2d3r2d3V2, fo = f(U3) « S$rednia liczba czastek o predkosci V,
w komorce elementarnej w przestrzeni fazowej

skladamy oba przyczynki, aby uzyskac:
* czestos¢ zderzen 1 czgstki o predkosci Vi z wszystkimi czgstkami o predkosci V.
zawartymi w czesci potozeniowej komorki elementarnej

v dN2
d3I'2

= 7’Lf2d3V2 . |‘72 - ‘71|0' df)




Nastepnie uwzgledniamy, iloS¢ czastek o predkosci V1 w czesci potozeniowej komorki elementarne;j
(analogicznie jak dla czastek o predkosci V,)

dN1 = nfid’rid’vy, f1 = f(%)

iloczyn obu wielkosci okresla catkowitg liczbe zderzen miedzy czastkami o predkosci V.
a czastkami o predkosci V. w komérce elementarnej

lec2_>1*2* o VdNQ

le = (|’l72 — 171|O' dQ) . (nf1d3vld3r1) . (nf2d3V1d3)

dt B d3r2

Wyrazenie okresla ile czastek o predkosci V1 zmienia swojg predkos¢ (ubytek = ,,-”) w wyniku rozproszenia na czastakch V,
d C

- Sk — 12—1*2* 2 — = 3 3 3

01, U —> Uy, Uy 7 = n° f1 fo| Uy — V1|0 dQd°vid°vod Ty

Mozemy tez rozpatrzy€ proces przeciwny, tj. odwrécony w czasie: wéwczas czastka o predkosci V:" bedzie sie rozpraszata
na czastce o predkosci V' i w rezultacie dostaniemy czgstki o predkosciach Vi i V.. W wyniku procesu odwrotnego,
czastek o predkosciach V; przybywa (zysk = ,,+”).

sk % - = NC

Uy ,Vy — V1,V2 d 1¥2* 12 :n2 f*f*|’l7* —’17*|O'* dQ*dSV*d3V* d3I‘
dt J1J2172 1 1 2 1
Vv

* _ tylko czes¢ zalezna od predkosci




Symetria transformacji pierwotnego procesu rozpraszania i rozpraszania w kierunku odwrotnym powoduje,
iz jakobian transformacji ma warto$¢ jednostkowag

o QdPvid’vs| = |o* Q*dPvid® v

CO upraszcza wyrazenie opisujgce catkowitg zmiane liczby czastek o predkosci V1
w trakcie rozproszenh na czastkach o predkosci V2

fi = f(w)
dgftﬁ =n" (fifs = fufo) |82 — Bi]o dQd*vid*vad®ry > = f(02)
fi = f()

calkujgc po petnym kacie brytowym oraz po predkosci V2 otrzymamy catkowitg zmiane liczby czgstek f* — f({;;)
o predkosci V;

dNY L
d—tl = (/ d3V2 /dQ n2 (fff; — flfg) |’02 — ’U1|O’> d3V1d3I‘1




Wracamy do réwnania wyjsciowego

ON O(nf) 3 3
5 = o d°rd’v
i uwzgledniamy wktady od:
* konwekcji
* sit zewnetrznych
* zderzen
ON 0nf) 5 dN°
= d’rd’v=d d
ot gr ¢ rdV=dortdor g

pozbywamy sie indeksu ,1”:  vi - Vv

o(n f)
ot

0 Ve(f) = Ve luf)+ [dve [ a0 (15 - 11 152 - 7o

OtrzymaliSmy réwnanie transportowe Boltzmanna

o(n f)
ot

4G Ve(nf)+F - Va(nf) = /d3v2/dﬂn2 (F* 15 — £ 2) |5 — To




Uwzgledniajgc rownanie ciggtosci

on
E-I—v-Vn—O

redukujemy postac¢ réwnania Boltzmanna do czesci predkosciowe;j

0 -
L0 Ver 4 Fovas—n [ @ [ a0 (1 - 1) 152 - 0

Interpretacja przekroju czynnego na rozpraszanie
w przyblizeniu twardej sfery — zderzenia kontaktowe

* przekrdj czynny o okresla pole powierzchnii
kota w $rodku, ktdrego nie moze znalez¢ sie
Srodek innej czasteczki




W gazach definiujemy Srednia droge swobodna, ktéra zalezy od gestosci i przekroju czynnego czastki

A= — + $rednia droga swobodna

* w praktycznych zastosowaniach interesuje nas oddziatywanie czgsteczek gazu obiektami
o skonczonych wymiarach rzedu L, relacja miedzy diugoscig drogi swobodnej a L to liczba Knudsena

K, =

¢ liczba Knudsena

4
L

Liczba Knudsena okres$la na ile waznym czynnikiem sg zderzenia w gazie w rozwazanym problemie

Kn<<1 Kn >>1
% 1%
‘V L L
>
: zakres posredni .
Przeptyw ciggly (opis czasteczkowy) swobod?gpﬁsrzlgﬁz;vct;ﬁ)zl)zderzen

(klasyczna dynamika ptynow)




» wykorzystujac liczbe Knudsena rownanie Boltzmanna mozna zapisa¢ w postaci

0 —
0 Vef 4 Fovar = o [ e [ a0 (775 - £1)0 (5 - 9)

model réwnanie réwnanie modele czasteczkowe:
czasteczkow Boltzmanna » dynamika molekularna
Y Boltzmanns bez zderzenh * Monte Carlo (DSMC)
model réwnania | TOwnania
kontinuum | Eulera Navier-Stokes’a %
n
— o+ —¢—+—¢ ———
0 0.01 0.1 1 10 100

* model czasteczkowy stosuje sie, gdy Kn>0.1, ponizej tej liczby stosowanie modeli czgsteczkowych
nie ma sensu ze wzgledu na ich zbyt matg wydajnosc¢

* model czasteczkowy zazwyczaj stosuje sie dla gazoéw rozrzedzonych,
ktore okresla parametr gestosci

_ 3
e=nd <<1 n - gestos¢ gazu [ liczba czasteczek/objetosc |
d - Srednica czasteczek gazu

powietrze w atmosferze: - —0.0014 € — okresla objetos¢ zajetg przez czasteczki

* atmosfera jest gazem rzadkim -



Model DSMC

Zapiszmy réwnanie w zwieztej postaci

6 —
o 5 Vef 4 FVaf = 1njd3V2/dﬂ (155 = 172 (17 = )
Qf. 1)
O 6+ F Vel = QU

n=[dva a0 - 1h a—/d3V2/de fio- f/d3V2/de20

—P(ff)
Qf,f)=P(f, f)—unf U — to $rednia liczba zderzen
O §.ef + F-Vof = —— (P(£.) - )

ot K,




Z wyktadu dotyczacego rownan stochastycznych wiemy np. ze rownanie dyfuzji w ktérym wystepuje funkcja rozktadu n(r)
mozemy rozwigzywac na dwa sposoby:

* poszukujgc ciggtego rozktadu funkcji n(r) stosujgc np. standardowe metody numeryczne

* generujac duzg liczbe czgstek, ktére poddane dynamice réwnania stochastycznego,
w kolejnych chwilach czasu beda miaty rozktad przestrzenny odpowiadajgcy funkcji n(r)

W przypadku uktadow o skomplikowanej geometrii, warunkach brzegowych oraz duzej objetoSci zastosowanie
pierwszego podejscia staje sie nieoptacalne ze wzgledu na olbrzymi koszt stworzenia programu komputerowego,
jego obstugi oraz kosztu obliczeniowego.

Drugie podejscie bazujgce na ewolucji czasowej grupy ztozonej z dyskretnych czasteczek pozbawione jest tych wad.

W procesie ewolucji czasowej wykorzystamy metode MC odwotujac sie do teorii kinetycznej w celu
przeprowadzenia procesu zderzania czastek — ktory ma charakter losowy.

Zalozenia:

* w dowolnej chwili czasowej okreslone sg potozenia i predkosci wszystkich czastek w ukfadzie

D = [F1(t), v1(2), Pa(t), va2(t), ..., PN (N), v1(t)]

* przedziat czasu w ktdorym wykonujemy ewolucje uktadu dzielimy na dyskretne chwile czasowe,
dla nich bedziemy okresla¢ stan uktadu

to—>t1 >t — ... =1,

Dy—~Dy—Dy— ...~ D,




* poniewaz symulacja ma by¢ prowadzona w gazie rozrzedzonym, wiec twierdzimy ze do zderzen dochodzi sporadycznie

* pomiedzy zderzeniami czgstki poruszajg sie po liniach prostych ze statg predkosciag (brak sit zewnetrznych)
lub sg przyspieszane w polu sit zewnetrznych

« gdy czastka napotka partnera, wowczas dochodzi do zderzenia — proces jest traktowany jako natychmiastowy

* rozdzielamy proces adwekcji i rozpraszania — oba zagadnienia rozwazamy osobno (ang. splitting)

lot B P—— lot 1 . lot
At, 1 At zderzenie At
 faza adwekgiji: ?)_f = —0-Vgf — F. Vif
t

0 1
* faza zderzeniowa: 3{ Kfn ( (f7 f) - ﬂf)

 w fazie adwekcji rozwigzujemy réwnania ruchu kazdej z czastki * porownanie z algorytmem dynamiki molekularnej

n — to chwila czasowa

2—*n
m; d;@ —F" i=1,2,...,N dtg ZFz;HrF“ i=12,...,N
JjFi

kst ' ' dynamika molekularna wymaga wyznaczania sit od
innych czagsteczek w kazdym kroku, jej stosowanie
z sita; E #0— FZLH + algorytm RK4 dla gazéw rozrzedzonych nie ma sensu




faza zderzeniowa — interpretacja probabilistyczna

dyskretyzujemy pochodng czasowg (wzoér Eulera — rzad doktadnosci: 1)

of _frt—f 1 n o gn n

il pALYN L, AL\ P(f", ")
pe= () e ()

At
Pfree = 1 — i + prawdopodobienstwo ze czgstka nie zostata rozproszona,
K, zachowujemy dotychczasowy stan czgstki (predkos$c¢)
o MAt * prawdopodobienstwo, ze czgstka bierze udziat w zderzeniu,
Pcol = K * rozkiad predkosci po rozproszeniu opisuje funkcja P(f,f)/p
n

Aby rozwigzac¢ réwnanie Boltzmanna nalezy okresli¢ czynnik zderzeniowy P(f,f).

Przyktadowo w modelu BGK zaktadamy, ze gaz znajduje sie w rownowadze termodynamiczne;j
wiec czynnik P(f,f)/u to rozktad Maxwella

P(f, f) B m \3/2 mu?
S 0 = () At e (‘ﬁ)




* aby sprawnie przeprowadzi¢ proces zderzenia, zauwazmy ze zderzy¢ sie moga jedynie czastki, ktére sg blisko siebie,
dlatego uktad dzielimy na mniejsze komoérki i zderzenia przeprowadzamy w kazdej z nich niezaleznie od pozostatych

.. _ [ J b ) -. [ ]
° i e | 4 J
o [ ] ° ° J ° ) . Ay
y O I
1 [ ] o
: Ax

kazda czastka ma przypisany identyfikator komorki (sortowanie)
zderzenia wykonywane sg w kazdej komorce niezaleznie od innych
w wyniku zderzenia zostajg zmienione predkosci obu czgstek
rozmiar komérki na tyle maly ze mozna uznac rozktad czastek

w Srodku jest jednorodny

» zderzenia maja charakter stochastyczny — czastki nie musza
fizycznie ze soba oddziatywaé

przed zderzeniem po zderzeniu
[ ] [
a b
[ ] [ ]




skalowanie przekroju czynnego w DSMC

* podstawowym zatozeniem DSMC jest statystyczny sposéb rozpraszania czgstek,
mozemy zrobi¢ kolejny krok w tym kierunku i zatozy¢ (w koncu to MC), ze jedno zderzenie
losowe moze statystycznie reprezentowac wiele pojedynczych zderzen dwuczasteczkowych

* w DSMC zaktadamy, ze jedna ,czastka obliczeniowa gazu” reprezentuje N, rzeczywistych czgstek

i w zwigzku z tym musimy przeskalowac (powiekszy¢ N, razy) przekréj czynny na zderzenia

Czestos¢ zderzen w gazie okreSla relacja

W =rn—=—

(Urer)om

zalozmy, ze predkosci czgsteczek pozostajg niezmienione,
ale zmieniamy o i n tak aby czestos¢ byta stata

w = const — Osim MNsim = Oreal Nreal
Nyreal
Osim — Oreal — Wo-real
sim

Nsims Osim

Przykiad. Bird ,Direct simulation....” strona 223 (11.2 collision test program)

V =1m’

1m
Nreal = 10293

Neim = 103m3

1020
— ——_ — 107
W TE 0

Argon:
rar = 2.08-10"m

o= 4m~§ff

Teff =Tar VW =6.6-10"*m



* Algorytm NTC doboru czastek bioracych udziat w zderzeniach Vee = Az - Ay - Az

(time counter Bird)
| | | (Npo)vi At Vi
prawdopodobienistwo zderzenia pary czastek (i) Dij = v 1 e
cell
2 problemy: Vi
1) pj jest bardzo mate — mate prawd. akceptacji Vi S
2) musielibysmy sprawdzi¢ wszystkie pary w komaorce 9
(a tych moze byé duzo) Ne(Ne —1)/2 N
Rozwiazanie:
» okreslamy maksymalng predko$¢ wzgledng w uktadzie Dimax = (Npa)vrel7mamAt <1
— arbitralnie, ale rozsadnie i okreslamy maksymalne V.ell
prawdopodobienstwo zderzenia
. N2
« okre$lamy maksymalna liczbe par atoméw, NP = —=Dmax
ktére moga podlega¢ zderzeniom 2
. N2
* okreslmy jeszcze Srednig liczbe par atoméw, Nfﬁ{f" = 26 <pz'j>
ktore powinny sie zderzyc
+ dzielac oczekiwanag liczbe zderzen przez maksymalng N 53"
okreslamy prawdopodobienstwo akceptacji zderzen D= pair * to prawdopodobienstwo jest juz duze,
w zbiorze Nmax Nmax symulacja zderzen bedzie wydajna
* po wylosowaniu Nmax par dla kazdej z nich okreslamy pgtqc = Yy >U;, U~ U(O, 1)
prawdopodobienstwo, ze atomy ulegaja zderzeniu "7 Urel,maz
Uwaga: o » )
czasteczki sa zderzane sekwencyjne, jedno zderzenie po Interpretacja: jesli predkos¢ wzgledna vi=Vimax to powinno dojs¢
drugim - stad nazwa metody, czasteczka moze do zderzenia, zatem akceptujemy tylko te liczby U,

braé udziat w wiecej niz jednym zderzeniu ktdre sa mniejsze od p**° -



procedura zderzenia dwéch czastek w modelu HS (HS - hard sphere)

zderzenie rozwazamy w ukladzie Srodka masy obu atomow,
ped srodka masy musi by¢ zachowany, natomiast kierunki predkosci zderzenie w uktadzie sSrodka masy
wzglednych po rozproszeniu podlegajg randomizaciji

— — /! /!
77E mut N muy  muv,;? N My 2 B
2 2 2 2 Y2
/ /
Z7P muvy + mus = Mmuy + Mu,
N — — — — —
1 =01+ (V2 — 1) - 7] -7
?7/
/
— — — — — — 1
Uy = Vg — [(Vp — V1) - 711] - 70
U1

wystarczy tylko wylosowac kierunek wektora n

Ng = COS  sinf
n, = sin g sin ¢

n, = cost

cosf =1 —2U, Uy ~U(0,1)

sinf =+1/1 — cos?0

g0:27TU2, UQNU(O,l)




* warunki brzegowe

warunki odbiciowe (atomy nie moga przenikaé przez brzeg) — strumien ciepta na brzegu znika:
* zwykte odbicie — kat odbicia taki sam jak kat padania,

» odbicie dyfuzyjne — czastka zostaje odbita ale jej wektor predkosci jest losowany z rozktadu Maxwella-Boltzmanna

warunki czesciowo lub catkowicie absorpcyjne
* strumien wyjsciowy to ucieczka czastek z uktadu — czgstki padajgce na brzeg sg absorbowane (usuwane)
* strumien wejsciowy to czastki, ktére wchodzag do uktadu w strudze o predkosci Vi,

czastki padajgce na brzeg sg absorbowane, natomiast z rezerwuaru znajdujgcego sie za brzegiem
przemieszczajg sie do uktadu czgstki o przesunietym rozkiadzie Maxwella-Boltzmanna

0 () o[

rezerwuar Strumien wyjscie
wejsciowy absorpcja




Pseudokod symulacji DSMC z algorytmem NTC Bird’a

inicjalizacja: 75(0),4;(0), i=1,2,...,N
T MAX, t=0

for (it=1; it <= ITMAX; it4++){

faza adwekcji:
for (i=1; i<= N; i+4++)

—

Vi (t + At) = réwnanie ruchu + WB
sortowanie czastek - przypisanie do komoérek

faza zderzeniowa:
fOI‘(kIl; k<=K_ o1 ; k—|—+) {
for (1=1; 1<=NPY"(k); 1++){

max

) o _ _Vij
losuj par¢: (4,J) = vij = Pij = 55

if (piy> U(0,1)){
Ti(t + At) — T,

j(t+ At) — 7,

}
}

t=t+\Delta t




W DSMC stosujemy przyblizenie statystyczne dla gazu rozrzedzonego. Gdy jednak rozwazamy uktad,
w ktorym gaz wypetnia tylko czes$¢ dostepnej przestrzeni a reszta jest pusta (ekspansja),
wyniki DSMC sg wowczas nieprawdziwe.

W takim przypadku mozna uzy¢ doktadniejszego modelu zderzeniowego POCA (ang. Point of Closest Approach)

* w kazdej komdrce obliczeniowej sprawdzamy czy czgstka zderza sie z inng bazujgc na ich przekroju czynnym
75 (t) = 75(t) — 75(t) Ui 5 (t) = Ui (t) — ¥;(t)
’Fi,j (t + At) = ’I:;(t + At) — Fj (t + At) 17i’j(t + At) = U@(t + At) — ’l_fj (t + At)

okreslamy prametr zderzenia

>0 = brak zderzenia
<0 = mozliwe zderzenie

X= [0 Ty (] 7t + 80 - Go-+ A1) = §
poniewaz przekroj czynny zalezy od promienia efektywnego czastki

o= 47r7“gff

X <0 A Tyt +te)| S riepsr +Tierrs te €10, At

t. wyznaczymy z warunku zderzenia Tieff
)

755 () + Ui () - te] = Tiefs + Tiers seld

— — 2 — — 2 .7 — 2
— (Vi 7iy)" £ \/(%‘,j Tig)" = 4,717 (Im,j|2 — (Pieff +Tjefs) )




* w modelu POCA danym kroku czasowym czastki moga zderzy¢ sie tylko raz

* czastka moze sie zderzyc€ tylko z inng czastka z komorki macierzystej lub
z komoérki sgsiedniej — spetnienie tego warunku wymaga zmiany kroku czasowego

° » zderzenie czgstki z czgstkg z komorki sasiedniej
o o °
e
o ° ° . * krok czasowy wyznaczamy w kolejnych chwilach globalnie,
° o o Ay dla catego uktadu
° ® °
. )
. Umaz = Max{vy, v, ..., UN}
o %o )
[ ] L ) [ ] ® [ ]
[ ]
- 5 At — min{Ax, Ay}
Ax Umaac

» zderzenie wykonujemy w uktadzie Srodka masy, nastepnie kierunek predkosci
obu czastek poddawany jest randomizacji — to prowadzi do wiekszej losowosci
wyniku (chaos wymuszony na maitej liczbie czgstek)




Wielkosci wyznaczane w trakcie symulacji DSMC

[} ) [ ]
@

Py l® -]

» wielkosci fizyczne wyznaczamy lokalnie — w komérkach obliczeniowych ® .' ° .
[
i) - 1
* pojedyncza komérka powinna zawiera¢ 20-80 czastek, przy czym I . of Je ||, Ay
celowac nalezy raczej w Srodek tego przedziatu y . . R

1 ® ° °

* nie zaleca sie stosowania komorek z duzg liczbg czastek (>100) bo:

: : : X
* spowalnia to obliczenia Ax
* uzywanie duzych komorek daje matg zdolnoS¢ rozdzielczg

N (&)
1 Cc
k(= 1\ _ (k)
* gesto$é komérkowa p(r,t) = % Z m;
cell —1
N (&)
1 C
£z —k /- (k) —»(k)
* gestos¢ pedu pr(rt) = — m: U,
’ Veell ; L
Ny 2
e . . ko (k) { —(k)
* gestosc¢ energii kinetycznej ev(r.t) = —— —-m.: (U. )
( ’ ) ‘/cell z:; 2 1 (2
>(k
7F) — )
» predko$¢ komorki p(k)
5 2
3 2 2 (e (W)
* temperatura w komérce Erin = §/€T — T =—Fin

3k T 3\ B 2




Liczac temperature nalezy pamieta¢ o odjeciu energii Srodka masy, gaz w komérce
moze przemieszczac sie w sposob kolektywny i ta cze$¢ energii nie ma wptywu na temperature

Ve =0 Ver >0 Vi(k) =Vou >0
T=T T="1T; T =0

/N /N —
\\{/ \\{/ —

identyczne rozktady predkosci
w uktadzie CM

* w kazdej komorce ciSnienie wyznaczamy korzystajgc z tensora cisnienia

N , N N A
—(k _(k Di,B
Pog == | 3o ms (e =) (v =o7) + 3 30 2 run s
= T G

Tija = Ti,a = Tj,a

AD: = m. [T (t + At) — T (t * zmiana pedu i-tej czgstki w wyniku
pi ¢ [ Z( * ) 7’( )] zderzenia ze Scianka lub inng czastkag

L o - Py 1 Ppy + Py + Py, « ci$nienie w komérce

pZDZ_VkT 203D=—71c 3




Przyktad — propagacja fali termicznej w uktadzie 2D (test Soda, problem Riemana)

Ny, Th, p1 Nz, Tz, pa  rozktad Maxwella w obu poduktadach
oo o004 ° b
cecs et L, N, =2-10", T, =10
o0 .o’.'
o0 00 g0 c° L °
o Ny =2-10% Ty =300

kierunek propagacji fali

e porownanie wynikow MC z rozwigzaniem analitycznym
» wielko$ci oznaczone “*” oznaczajg wartosci znormalizowane do ich wartosci poczatkowych
* wyniki MC sg zblizone do doktadnych, niewielkie roznice wynikajg ze zbyt malej liczby czgstek uzytych w symulacji
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