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1 Wstep: macierzowa ortogonalizacja bazy wektorowej
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Dowolna macierz R™* "™ : G stanowi operator dzialajacy na wektory w przestrzeni R™ : Z, dzialanie
to polega na przemnozeniu wektora przez macierz R” : ¥ = G&, co moze odpowiadaé¢ obrotowi wek-
tora oraz zmianie jego dlugosci. Problem taki mozna tatwo przedstawi¢ w 3 wymiarach przy uzyciu
wspolrzednych kartezjanskich. W R? mozemy zdefiniowaé¢ macierz obrotu wokoél osi ”z” o kat ¢

cos(¢) —sin(p) O
G = | sin(¢) cos(¢) O (1)
0 0 1
i przy jej pomocy oraz zaproponowanego przez nas wektora Ty = [a, b, ] mozemy wygenerowaé trzy
wektory
To (2)
71 = Gy - wektor obrécony (3)
7 = G*%y = Gy - wektor dwukrotnie obrécony (4)

Przyktad takiej tr6jki wektoréw (kolor czerwony) pokazany jest na rysunku 1, widaé ze czerwone wekto-
ry sa liniowo niezalezne (tworza baze) i nieortogonalne. W wielu zagadnieniach numerycznych zachodzi
konieczno$¢ ortogonalizacji bazy wektorowej np. w celu poprawy stabilno$ci numerycznej algorytmu



(lub uproszczenia zapisu réwnan macierzowych). W ramach projektu dokonamy ortogonalizacji bazy
przy uzyciu rozktadu LLT (Cholesky). Procedura jest kilkuetapowa, w ktérej operowaé bedziemy na
macierzach, dokonujac ich rozktadu oraz rozwiazujac uktady rownan. Najpierw utworzmy macierz A,
w ktorej kolejnych kolumnach znajda sie wektory bazy pierwotne;j:

A = %y, Ty, 9] (5)
Dzieki zapisowi macierzowemu mozemy tatwo policzy¢ iloczyny skalarne wektorow &;
S=A4TA T-transpozycja macierzy (6)
Macierz S jest symetryczna i dodatniookre§lona wiec mozemy znalezé¢ rozktad LLT
S=rL" (7)

wstawiajac zamiast S iloczyn AT A oraz przemnazajac z lewej strony przez L' -/ a z prawej przez
/- (LT)~! otrzymamy

LSyt =1 (I - macierz jednostkowa) (8)
LAY ALYt =1 (9)
—_—

BT B
B=A(L")™! (10)

Poniewaz iloczyn BT B jest macierza jednostkowa, kolumny macierzy B sa do siebie wzajemnie or-
togonalne a wektory kolumnowe unormowane do 1. Baza wektoréw ortogonalnych powstata z prze-
ksztalcenia pierwotnej bazy zaznaczona jest na rysunku 1 kolorem niebieskim. Aby znalezé (LT)~!
wykorzystamy tozsamoscé

A- AV =1 (11)
LT (I 'rt =1 — @H Lt =a"t =" (12)
L= (LMt (13)

Wystarczy wiec znalezé rozktad A = LLT, korzystajac z niego odwrécié macierz, znalezé rozklad
LLT macierzy odwrotnej i wykorzysta¢ macierz £ = (LT)~! do znalezienia bazy ortogonalnej B =
AL. W projekcie do znalezienia rozkladu LLT oraz odwrécenia macierzy wykorzystamy bilblioteke
numeryczng GSL.

2 Zadania do wykonania

1. utworzy¢ macierz obrotu G (wzér 1) dla kata ¢ = w/4

2. utworzy¢ wektor o = [0.4, 0.0, 0.6] oraz wektory &, = GZy oraz ¥a = G¥1; wektory zapisaé¢ do
pliku

utworzy¢ macierz A = [Zg, T1, T2)

utworzy¢ macierz iloczynéw skalarnych S = AT A, macierz S zapisa¢ do pliku
znalezé rozktad LLT macierzy S (GSL)

znalezé macierz odwrotna S~! (GSL)

znalezé rozktad S~ = £LT (GSL)

wyznaczy¢ wektory nowej bazy B = AL, wektory kolumnowe B zapisa¢ do pliku
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sprawdzié ortogonalnosé nowej bazy obliczajac iloczyn D = BT B, macierz D zapisa¢ do pliku

10. w raporcie, oprocz przedstawienia i analizy danych zebranych w pliku z wynikami, prosze takze
sporzadzi¢ wykres pokazujacy wektory bazy pierwotnej i po jej ortogonalizacji



3 Obstuga biblioteki GSL

e Aby wykorzysta¢ GSL-a musimy zlokalizowa¢ biblioteke, np. przy uzyciu polecenia locate (LI-
NUX)

locate gsl |grep gsl_linalg.h
locate gsl |grep libgsl.a

Pierwsza instrukcja poda Sciezke do katalogu z plikami nagléwkowymi (np. /usr/include), a druga
do katalogu zawierajacego skompilowana biblioteke (np. /usr/lib/x86_64-linux-gnu/). Kompila-

cja kodu C (C++) na Taurusie z uwzglednieniem $ciezek oraz bibliotek

gcc -L/usr/lib/x86_64-linux-gnu -I/usr/include kod.c -1lm -1gsl -lgslcblas
g++ -L/usr/1ib/x86_64-1linux-gnu -I/usr/include kod.cpp -1lm -1lgsl -lgslcblas

Uwaga: podczas kompilacji wazna jest kolejnos¢ w jakiej podajemy uzywane biblioteki - te sa
odczytywane od prawej do lewej, zmiana kolejnosci moze spwodowaé¢ btad

e W programie nalezy dotaczy¢ plik nagltowkowy zawierajacy definicje procedur GSL-a z algebry
liniowej

#include<gsl/gsl_linalg.h>
e Pakiet wymaga uzycia macierzy i wektoréw wlasnego typu, ktére tworzymy nastepujaco

gsl_vector *x=gsl_vector_alloc(int n)
gsl_matrix *A=gsl_matrix_alloc(int n, int n)

gdzie: n jest liczba elelemntéw w wektorze oraz liczba kolumn /wierszy w macierzy. Zapis wartosci
liczbowych w komérkach oraz ich odczyt wyglada nastepujaco

gsl_vector_set(gsl_vector *a,int i,double value)
gsl_matrix_set(gsl_matrix *A,int i,int j,double value)
double b=gsl_vector_get(gsl_vector *a,int i)
double b=gsl_matrix_get(gsl_matrix *A,int i,int j)

e Rozklad LLT wyznaczymy przy uzyciu procedury

gsl_linalg_cholesky_decomp(gsl_matrix *A)

po jej wykonaniu dolna czes$é macierzy A zostaje nadpisana przez macierz L. Po znalezieniu
rozktadu mozemy wyznaczy¢é macierz odwrotna

gsl_linalg cholesky_invert(gsl_matrix *A)

prosze pamietaé ze na wejéciu przekazujemy A w ktorej jest zapisana macierz L, a na wyjsciu A
zawiera swoja macierz odwrotna.



4 Przydatne procedury (przyépieszajace wykonanie projektu)
e mnozenie wektora przez macierz: iy = AZ, y; = Z?:_ol Aij-zj, 1=0,1,...,n—-1

for(i=0;i<n; i++){
y[il=0. - zerujemy komérke w ktdérej gromadzimy wyniki
for(j=0;j<n; j++){
y[il+=A[i1[j1*x[j]
}

e mnozenie dwéch macierzy C' = A- B, C;; = Zz;é A xBrj, 4,j=0,1,....n—1

for(i=0;i<mn; i++){
for(j=0;j<n; j++){
//zerujemy komérke w ktérej gromadzimy wynik sumowania (iloczyn skalarny)
clil[jl=0
for (k=0;k<n; k++){
Clil[jl+=A[il[kI*B[k]I[j]
}

e mnozenie ATA, C;; = Zz;é ApiArj, 4,5=0,1,...,n—1

for(i=0;i<mn; i++){
for(j=0;j<n; j++){
//zerujemy komérke w ktdérej gromadzimy wynik sumowania (iloczyn skalarny)
clil[j]l=0
for (k=0;k<n; k++){
//zmienilidémy kolejnos¢é¢ indekséw w pierwszej macierzy
Clil[jl+=Alk]I[iI*A[k]I[]]

e mnozenie macierzy kwadratowej i tréjkatnej dolnej B = AL (w L elementy powyzej przekatnej
sa zerami wiec je pomijamy)

for(i=0;i<n; i++){
for(j=0;j<n; j++){
//zerujemy komérke w ktérej gromadzimy wynik sumowania (iloczyn skalarny)
clilljl=0
for (k=0;k<n; k++){
if(k>=3j)CLi1[j1+=A[i]1[k]1*L[k][]]
}

e zapis macierzy (w postaci tablicy 2D, to nie jest tablica GSL-a tylko C) do pliku (fp!=NULL)
lub wypisanie na ekran (fp=NULL)

FILE x*xfp

if (£p==NULL){



for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){
printf ("%12.3£\t",S[i1[j1);
}
printf ("\n");
}
Yelse if (fp!=NULL){
for (i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<n;j++){
fprintf (fp,"%12.3£\t",S[i]1[j1);
}
fprintf (fp,"\n");



