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1 Wprowadzenie
Naszym zadaniem jest rozwiazanie macierzowego problemu wlasnego
Az = Iz, {A A, o ) {z1, 2o, 20 ) (1)

przy uzyciu metody iteracyjnej. W ogdélnym przypadku (macierz niesymetryczna) iteracyjne wyzna-
czanie wartoéci i wektoréw wstanych wymaga zastosowania zaawansowanych metod np. metody Ar-
noldiego zaimplementowanej w pakiecie ARPACK (pakiet ten stworzony zostal 25 lat temu i do tej
pory oprocz moze pakietu FEAST nie wymyslono nic lepszego). Jesli jednak macierz jest symetryczna,
woczas mozemy uzy¢ prostej metody potegowej. Podstawy metody opisane sa w wykladzie (”Wyzna-
czanie wartosci i wektoréw wlasnych macierzy”) na stronie 9 i 10. W wersji podstawowej metoda
pozwala iteracyjnie wyznaczaé¢ pojedyncza wartos¢ i odpowiadajacy jej wektor wilasny, ale po mody-
fikacji np. tzw. redukcji Hotellinga (str. 11 wykladu) umozliwia wyznaczanie kolejnych par (A, z;).
Naszym zadaniem jest zaimplementowanie tej metody i wyznaczenie po kolei wszystkich par (A, z;).
Uwaga: w projekcie NIE WYKORZYSTUJEMY biblioteki numerycznej GSL, wszystkie operacje wy-
konujemy na macierzach i wektorach, ktore tworzymy w standardowy sposéb w C.

2 Zadania do wykonania

1. Utworzy¢ macierz symetryczna A o liczbie kolumn/wierszy n = 7, ktérej elementy sa dane

wzorem L lit ]
+le+y

Aij = (2)
1+ i —j

gdzie: i,5 = 0,1,...,n — 1. Macierz jest symetryczna wiec ma wszystkie wartosci wlasne rze-

czywste, podobnie jak sktadowe wszystkich wektoréw wlasnych.

2. Wartosci wlasne wyznaczymy iteracyjnie, przy uzyciu metody potegowej (korzystajac z redukeji
macierzy Hotellinga) zgodnie z ponizszym algorytmem
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for (m=1; m <=IT_MAX; mt++){
Znew = WZoig

1 Utwérz macierze: A, W, X

2 Utwérz wektory: o4, Tnew

3 W=A (inicjalizacja macierzy iterujacej W — bedziemy modyfikowac)
4 for (k=0; k < Kyar; k++){

5 Zoq=1[1,1,...,1] (inicjalizacja wektora startowego)

6 Tolg = ZLold (normalizacja wektora)
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Ty =7——— (normalizacja wektora)
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}
W =W — MZora(®oig)” (iloczyn zewnetrzny/tensorowy)
Xik =Zoq (zachowujemy wektor wlasny o,y w k—tej kolumnie macierzy X)

¥
gdzie:

e k - numer wyznaczanej wartosci wiasnej,
e i - numer iteracji dla okreslonego k,
e A - macierz pierwotna,

e W - macierz iteracji (podlega modyfikacji),

Ak - przyblizenie k-tej wartosci wlasnej w m-tej iteracji,

® I, - m-te przyblizenie k-tego wektora wtasnego,

o K, = n - liczba wartoéci wlasnych do wyznaczenia,

o /T MAX =12 - maksymalna liczba iteracji dla kazdego k.

Dziatanie algorytmu:

W linii 4 rozpoczyna si¢ zewnetrzna petla, w ktérej wyznaczamy kolejne (indeks - k) wartosci
(k) 1 wketory wlasne (2 = Zpew ). W linii 7 zaczyna sie wladciwa petla iterujaca. W niej popra-
walamy aktualne przybliezenia Ay i zp, petla konczy sie po IT_M AX iteracjach, ale mogliby$Smy
ja zakonczy¢ wczesniej, w momencie gdy dwa kolejne przyblizenia A; niewiele sie réznig. Po
zakonczeniu wewnetrznej petli, zachowyjemy warto$¢ i wektor wlasny (linia 13). Uwaga: gdy-
bysmy skasowali linie (12) wéwcezas po wykonaniu kolejnej iteracji k, otrzymalibySmy ten sam
wynik (warto$é i wektor wlasny) bo powtérzylibysmy obliczenia. Aby temu zapobiec, z macierzy
iteracji W musimy usunaé¢ informacje o kierunku wektora xx_1. W tym celu od macierzy W
odejmujemy wyraz :L'ka:f przemnozony przez Ax. Wyraz :z:k.'z:f jest tzw. iloczynem zewnetrznym
(tensorowym - patrz wyklad str.4). Jak on dziala? Jesli z lewej strony przemnozymy go przez
wektor y to wynik bedzie nastepujacy

—)\k.’l:k (x%y) = —)\kaL'k (3)
——
=c =il. skalar.

czyli wycina on z wektora y (znak ’-’) wklad pochodzacy od wektora (oznaczajacego tez kierunek)
zj. Ten zabieg pozwala usunaé informacje o znalezionych wektorach z macierzy W i poszukiwaé
kolejne.

Dla kazdego k zapisaé kolejne m przyblizen wartosci wlasnych A\, do pliku. W kolumnach ma-
cierzy X zachowujemy wyznaczone wektory wlasne

X = [xo,z1,...,Zp_1] (4)

Wyznaczy¢ posta¢ macierzy D zdefiniowanej jako iloczyn
D=xTAXx (5)
Macierz D zapisa¢ do pliku - jaka powinna mie¢ ona postacé?

W sprawozdaniu przedyskutowaé kolejnos¢ znalezionych wartosci wtasnych, liczbe iteracji po-
trzebng do znalezienia kazdej z nich oraz posta¢ macierzy D. Prosze skomentowaé wielkos¢ ele-
mentéw pozadiagonalnych, mozna sprawdzié jak si¢ one zmienia, gdy maksymalna liczba iteracji
wzrosnie np. do I'T_M AX = 30. Proces iteracyjny powinien zatrzymacé sie sam, jesli spelnio-
ny jest odpowiedni warunek (tzw. warunek STOP-u) lub zakonczyé prace po ustalonej liczbie
iteracji. Jaki warunek STOP-u moglibysmy przyja¢ w naszym problemie? Sporzadzi¢ rysunek,
na ktérym prosze umiesci¢ kolejne przyblizenia znalezionych wartoéci wlasnych - w komentarzu
prosze napisaé jak szybko stabilizujg sie wartoéci wlasne.



3 Uwagi

Do wyznaczania iloczynéw: macierz-wektor, wektor-wektor, macierz-macierz oraz modyfikacji macierzy
W11 prosze stworzyé oddzielne funkcje. Dzigki temu kod zyska na przejrzystosci. ||z]|2 to norma
euklidesowa wektora.

4 Przykladowe wyniki

Trzy wartoéci wlasne o najwiekszym module to: 24.5585, 8.85168, 5.86604.



