Aproksymacja funkcji



Aproksymacja funkcji
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1. Problem aproksymacji, normy, rodzaje aproksymacji

2. Aproksymacja sredniokwadratowa

a) w bazie jednomianow

b) w bazie wielomianéw ortogonalnych
c) w bazie funkcji trygonometrycznych
d) w bazie funkcji sklejanych

3. Aproksymacja Padego



Aproksymacja funkcji

Aproksymacja liniowa funkcji f(x) polega na wyznaczeniu

wspotczynnikéw a,a,,a,,....,a_ funkcji aproksymujacej:

F(z) = appo(x) + a1o1(x) + ... + ampm(x)

gdzie: ¢.(x) - sa funkcjami bazowymi (m+1) wymiarowej
podprzestrzeni liniowej X . (Xm+1€ X))

Zadamy aby funkcja F(x) spetniata warunek

-4
2
| f(x) — F(x)|| = minimum
Wybdr podprzestrzeni i bazy zalezy od rodzaju problemu:
» podprzestrzen funkcji trygonometrycznych z baza:
1, sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), ..., sin(kx), cos(kx)

* podprzestrzen wielomianéw stopnia m z baza:

2 m
1, x,x°, ...,

» podprzestrzen funkcji, ktérych o wtasnosciach scisle zwigzanych
z wtasnosciami rozwazanego problemu, np.:

exp (ao + a1 + a2x2)




Aproksymacja funkcji

Przyktady norm stosowanych w aproksymacji

* norma Czebyszewa

If(z) = F(z)| = sup|f(z) - F(z)]

[a,b]

e NOrma L2 1
2

I#) - Fal = ( [ @) - Fla)de)

« nhormal,zwagg )
2

1F(2) - F()] = ( / (o) ) — F(x)\%)

gdzie: w(x) jest nieujemng ciggta funkcja wagowaq

 jesli funkcja f(x) jest okreslona na dyskretnym zbiorze punktéw
wéwczas norma L, z wagq przyjmuje postac:

N~

I£(@) = @)l = ( 3wl ) ~ Fla) )



Aproksymacja funkcji

Aproksymacja sredniokwadratowa

Dla funkcji ciggtej f(x) okreslonej w przedziale [a,b] poszukujemy minimum
wartosci catki:

b

1E(z) = f(2)]] =/ w(z)[F(z) — f(2)) dx

a

lub sumy gdy funkcja jest okreslona na dyskretnym zbiorze n+1 punktéw
(metoda najmniejszych kwdratow):

|F(z) — f(z)]| = ZW(%)[F(%) — f(z:)]?
w(x;) >0 1=0,1,2,...,n

Aproksymacja jednostajna

Dla funkcji f(x)okreslonej w przedziale [a,b] poszukujemy F(x) dajacej
najmniejsze maksimum réznicy miedzy nimi w catym przedziale:

|F(z) = f(z)|| = sup [F(z) - f(z)

x€la,b]



’ Aproksymacja funkcji

Tw. 1 (Weierstrassa)

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na skonczonym przedziale [a,b], to dla kazdego &
dodatniego mozna dobrac takie n, zZe jest mozliwe utworzenie wielomianu P (x)

stopnia n (n=n(&)), ktdry spetnia nierdwnosc:

If(z) = Pu(z)]| < €

Z twierdzenia powyzszego wynika, ze zawsze mozna znalez¢ wielomian o dowolnie
matym odchyleniu od funkcji f(x).

Tw. 2 (Weierstrassa)

Jezeli funkcja f(x) jest funkcjg ciggtg na R i okresowa o okresie 21t to dla kazdego &
dodatniego istnieje wielomian trygonometryczny

Sp(x) = ag+ Z(akcas(k:{;) + brsin(kx))
k=1
n = n(e)

spetniajacy dla wszystkich x nieréwnos¢

[f(z) — Sn(z)| <€




Aproksymacja funkcji

Metoda aproksymacji sredniokwadratowej

Dysponujgc uktadem funkcji bazowych w podprzestrzeni X :

szukamy wielomianu F(x) bedgcego najlepszym przyblizeniem sredniokwadratowym
funkcji f(x) na zbiorze X=(xj):

F(z) =) api(x)
1=0
Dla F(x) liczymy norme L,
H<a'07ala 7am> —
mn m 2
= Zw(%) fz;) — Zaz%(%)
7=0 1=0
~ Z w(z;) 1
5=0

gdzie: R, jest odchyleniem w punkcie X,
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Szukamy minimum funkcji H (wielu zmiennych) ze wzgledu na
wspotczynniki aga,, ...

OH

— =0, k£=0,1,...
8&]{; ) ) y TN

Warunek ten generuje m+1 réwnah liniowych z m+1 niewiadomymi:

OH " m
bay = 2o we) |Fla) = D anilas)| eules) =0
=0 i=0
k‘ = 0,1,2,...,77’1,

Uwaga:

a) Macierz D moze nie by¢ kwadratowa
np. w tzw. regresji liniowej baza
jest dwuelementowa {1,x}, a weztéw
moze by¢ dowolna ilos¢

b) DD jest macierzg kwadratowg i
symetryczng o rozmiarach

Powyzszy uktad rdwnan zwany jest uktadem normalnym.
Poniewaz funkcje bazowe sg liniowo niezalezne, istnieje
wiec doktadnie jedno rozwigzanie minimalizujgce
wartos¢ H. Uktad rdwnan mozna zapisac

w postaci macierzowej (zaktadamy w(x)=1):

DT Dg — DTf (M+1)x(m+1)
- @o(wo) ©m(T0) | - ao | - f(zo) |
D= 900@31) Spm($1> a — a1 f: f(xl)
- SDO(xn) gpm(azn) = B Am, | | f(an) .




Aproksymacja funkcji

Aproksymacja sredniokwadratowa w bazie jednomianow

Jako baze przyjmujemy cigg jednomiandéw

2 m
1, z, %, ..., x

Warunek minimum przyjmuje postac:

n
7=0 1=0

po zmianie kolejnosci sumowania

™m n
+k
(s

i=0 =0 §=0

N~
|
N
=
8
S.
8
S

i wprowadzeniu oznaczeh

otrzymujemy uktad normalny:

S fa) =S awt |25 =0 k—0.12...




Aproksymacja funkcji

Uwagi:

» jezeli m=n wéwczas funkcja aproksymujgca
pokrywa sie z wielomianem interpolujgcym

» stopien wielomianu aproksymujgcego powienien
byc znacznie mniejszy od liczby weztéw x,, aby
~Wygtadzi¢” ewentualne btedy pomiarowe

« dlam>6 macierz uktadu staje sie Zle
uwarunkowana (pojedyncza precyzja),
najprostszym remedium jest zastosowanie
silniejszej arytmetyki (podwdjna precyzja)

10



Aproksymacja funkcji

Aproksymacja sredniokwadratowa w bazie wielomianéw ortogonainych

Def. Funkcje f(x) i g(x) nazywamy ortogonalnymi

na dyskretnym zbiorze punktow x_,x,,...,.x_, jesli.... ... funkcje f i g spetniajg warunki:
n n n
> f(@)g(@) =0 > lf @) >0 S o) > 0
1=0 1=0 1=0

« w aproksymacji Sredniokwadratowej cigg funkcyjny

{om(x)} = wo(x), 01(x), ..., pm(T)

stanowi baze ortogonalng dla weztow aproksymacji x,,X,,...,X , jesli narzucimy dwa warunki:
n
> wjlxi)en(z) =0, j#k
i=0

oraz nie wszystkie wezty sg zerami tych wielomianow n

Z o7 (i) > 0
i=0

« woéwczas macierz uktadu normalnego przy aproksymacji - 0 dy 0
wielomianami ortogonalnymi jest macierzg diagonalna D" D =
11




Aproksymacja funkcji

Wielomiany ortogonalne dla weztow rozmieszczonych dowolnie

* kolejne wielomiany ortogonalne wyznaczamy rekurencyjnie
tj. na podstawie znajmosci postaci wielomiandw nizszych stopni:

pi+1(z) = (T — ajr1)pi(x) — Bipj—1(x)

i=0,1,2,...

z warunkami ,startowymi”

p-_1(z) =0

Znajdzmy wspétczynnik Q,,

Jak? - mnozymy przez ¢(x) i sumujemy po x; wykorzystujac ortogonalnosc¢ funkgcji

po(z) =1

; 05(T:) @y (1) = ; (1) [(i — 0j01) 05 (1) — Bjpy—1 (1))

__Zospj(%')sﬁjﬂ(%) = %SO?(%) - __Z()O{jHSO?(%;) = 0G4l =

1=0

Identycznie znajdujemy wspétczynnik
(mnozymy przez (pj_l(xi) | sumujemy po x.)

Z?:o Li

HED

Z?:o 80?

(4)

B; =

DD L 012l

Z?:o 90?_1 ()

12



Aproksymacja funkcji

F(z) =) brpn(x)
k=0
C
by, = S—:
Cr =Y yipr()
1=1
Sk = Z ¢%<$z>
1=0

wielomiany Grama dla 20 weztéw

n=20

0.5 |
3
E 0r
=
-0.5
-1
0o 1

10
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Aproksymacja funkcji

= 0.1

przykitad 1: aproksymacja wielomianami Grama funkcji

f(x) = sin(x) - exp(—a),

0.35
0.3
0.25
0.2t
0.15

0.05
Oe

-0.05

n = 20

x = [0, 37|,
0.15
0.1}
—= 0.05
=
e
'-'I- 0
<
= _0.05 ¢t
-0.1
-0.15
0
n=20
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Aproksymacja funkcji

przyktad 2: aproksymacja wielomianami Grama funkcji

f(z) = exp(—2*), x=[-5,5], n=40

f(x) = sin(x)*exp(-x), n =20




Aproksymacja funkcji

Aproksymacja sredniokwadratowa w bazie funkcji trygonometrycznych

» funkcje okresowe aproksymujemy przy uzyciu funkcji trygonometrycznych, czyli w bazie

1, sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x),...
« wielomian trygonometryczny o okresie 2n ma postac:
a m
0 . . .
Qm(zx) = 0 — Z lajcos(jx) + bjsin(j )]

J=1

« jesli funkcja f(x) jest okreslona na dyskretnym zbiorze rdéwnoodlegtych punktéw,
a liczba punktdéw jest parzysta i wynosi 2n:

;= —, i=0,1,2,...,2n—1

=1

m,k - dowolne

2N—-1

Z cos(max;) cos(kx;) =

=1

2N—1 0, m # k -_
Z sin(max;) sin(kx;) = { N, m=k#0 Z cos(ma;) sin(kz;) = 0




Aproksymacja funkcji

Szukamy wielomianu w postaci:

1 m
= 500 Z a;cos(jx) + bjsin(jx)], m < N
Wspotczynniki a, oraz b; wyznacza sie z warunku minimalizacji wyrazenia:

2N -1

D [f(wi) = Fz))® = min

co prowadzi do zaleznosci na wspdétczynnki

2N—-1

a0 = 57 _:ZO f(xi)

2N —1 ON—1
o= 3 X Seeostin) - 1S aint
2N —1

:_foZCOS_ ——chczsin—

17



Aproksymacja funkcji

Dobor bazy funkcyjnej

* nierzadko zalezy nam na dopasowaniu do danych pomiarowych
okreslonej zaleznosci funkcyjnej (np. wynikajgcej z zasady dziatania
danego urzadzenia pomiarowego lub spodziewanego rozwigzania z
modelu teoretycznego)

» czesto stosuje sie ponizsze upraszczajgce formuty aproksymacyjne:

= axb+c

_ eax2+bx+c

— az?+ bz +c

NS SO S S

_ axbecx

naszym zadaniem jest znalezienie wspoétczynnikdéw: a, b, ¢, ....

18



Aproksymacja funkcji

Aproksymacja Padego

« funkcje aproksymowang przyblizamy funkcjg wymierna tj. ilorazu dwéch wielomiandéw

gdzie: N=n+k

» zaletg powyzszego przyblizenia (w problemie aproksymacji jednostajnej) s mniejsze btedy
niz aproksymacja wielomianem stopnia N (otrzymanych np. z rozwinie¢ Taylora czy
Maclaurina)

- zadanie polega na znalezieniu N+1 wspotczynnikéw L_oraz M,
L,(z) =ag+ a1z +asx® + ...+ apz"

My (x) = by + brx + bga® + ... +bpa®, by #0

tak aby w x,=0 funkcje aproksymowana i aproksymujgca miaty
jak najwiecej rownych pochodnych

19



Aproksymacja funkcji

Rozwijamy f(x) w szereg Maclaurina

flx) =) eca'
1=0

Liczymy btad aproksymacji (w celu otrzymania zaleznosci wspétczynniki a, oraz b))

f(x) — Ln(z) __ (zi) Cixi) (é% bixi) - gjo a; "

k(T k
1=0
Wykorzystujemy warunki z ciggtoscig pochodnych w x=0
f@y) —R™@)| =0, m=01,2,....k+n

=0 ’ =0

Powyzszy warunek bedzie spetniony, gdy licznik zapiszemy jako

00 k n 00
g ;' g b;x’ | — E a;xr’ = g dNHa:Nﬂ
i=0 i=0 i=0 j=1

N =n-+k
20



Aproksymacja funkcji

* dla warunku

f(O) _Rn,k =0

dostajemy réwnanie

(bo + b1z + ...+ bpz™)(co+crx+...) = (ap + a1z +

z ktérego wydobywamy zaleznosci

ao = bOCO
a; = boci + bicg
az = boca 4+ bicy + baco

oooooooooooo

i ostatecznie wzér ogdiny

S

aT:E cr—jb;, r=20,1,2,...,n
=0

« wykorzystujemy tez zatozenie o rdwnosci pochodnych
(do rzedu n+k+1) co daje dodatkowqa zaleznos¢

k
> Cnth—s—jbj =0, s=0,1,2,... k-1

7=0

o anx™)

21



Aproksymacja funkcji

Sposdb postepowania:

1. Wyznaczamy wspétczynniki szeregu MclLaurina.
Numerycznie doktadnie - tylko przy uzyciu liczb dualnych,
ilorazy réznicowe sg niedoktadne.
W niektorych przypadkach (rzadko) mozliwe jest wykorzystanie
wzoru analitycznego na pochodne.

2. Tworzymy ukfad réwnan, ktérego rozwigzanie to wspotczynniki b,

Cn—m+1 Cn—m+42 .. Cn bm
Cn—m+2 Cn—m+3 - Cn+1 bm—l
| Cn Cn+1 ceo Cn4m—1 | | bl |

3. Teraz mozemy wyznaczy¢ kolejno wspétczynniki a,

1
a; — E Ci—j‘bja ’L:O,l,
j=0

—Cn+1
—Cn42

_cn—l—m i

, N

s=01,2,... k-1
k
Z Cn—l—k—s—jbj —

7=0

22



Aproksymacja funkcji

Przyktad Aproksymacja Pade funkcji

f(z) = exp(—2x*), =z €[-5,5]

Funkcja jest parzysta, wiec wielomiany
w liczniku i w mianowniku R_, beda

miaty niezerowe wspotczynniki tylko przy

jednomianach o wyktadnikach parzystych.

1 B T T T T ; \f(X)\
i \Ra2 1 Tr

0.8 1

0.6

0.4

0.2

0

_1 L I N E R N R |
54321012345 5 -4

32-1 012345

1} 1}

0.8 | 0.8 |

0.6 | 06 |

0.4 | 0.4

0.2 02 |

0 0

02 . 02

f(x)

Ros

54321012345 -5 -4

321012345

-0.2

0.8

0.6 |

04 r

0.2t

0

1 L

543210123475

54321012345

5"}4 .'I?G :1:8 .’I?lD
T ~ 1 22 _ _
12{f(x)} Tty T T 120
2 4 G
-2 L2 =
+5 + 10t 120
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Przyktad Aproksymacja Pade funkgcji f(:v) _ Sin(a:) = [_277 27T]
— : ;

Funkcja aproksymowana jest nieparzysta - niezerowe wspétczynniki wielmianu L
to te stojgce przy jednomianach o wytadnikach nieparzystych.

7 3 53 551 .5
r— ¥ L 396m + 1663207
R3T3($) R5,5(37) 1 2 4
1+ﬁ / +396$ +11088
8 S
6 | Sm(s),(; 1_2 I i 1'? %sin(x)
41 1l
2 05 | 051
ol ol ol
2t 0.5 05
4 L q L
6 1.5 | i i
. | Y L asl
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8
_ 29503 .3 34011 5 _ _ 479249 7
R T~ 357g36 T T 7613320 L 11511339840 *
7,7(%) = 2623 5

1671 .2 4
L + go515 =~ + 391384 + T6a4477120 © 24



