Metody Numeryczne: zapis zmienopozycyjny, arytmetyka, btedy

Zapis zmiennopozycyjny,
arytmetyka,
btedy numeryczne

Plan wyktadu:

1. zapis zmiennopozycyjny

2. arytmetyka zmiennopozycyjna

3. reprezentacja liczb w standardzie IEEE754
4. btedy w obliczeniach numerycznych

5. definicje (zadanie numeryczne, algorytm numeryczny,...)
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Wtasnosci zapisu zmiennopozycyjnego

Liczbe rzeczywistg w komputerze reprezentuje liczba zmiennoprzecinkowa:

F=Mp¥

M - znacznik (,,mantysa”) jest liczbg utamkowg ze znakiem
p - stanowi baze reprezentacji i jest liczbg catkowitg (np.: 2, 10, 16)
E - wyktadnik (,,cecha”) jest znakowang liczbg catkowitag

Powyzszy zapis jest niejednoznaczny:

t=-m,...,—1,0,1,...,m

m jest liczbg pozycji znacznika w bazie.
Mozna odréznié
k=m logg 2

réznych reprezentacji tej samej liczby.

Ograniczeniem znacznika jest

(M| < B
ale problem nadal pozostaje.
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Jednoznacznosc¢ osiggamy dla warunku

B < M| < B

wtedy dla dowolnego i# 0 mamy
Bl < IMIBT < B M3~ ¢ [671, 87)

w praktyce stosuje sie
p=0,1

Znaczniki spetniajgce powyzszy warunek nazywamy znormalizowanymi
(liczby znormalizowane).

Nie ma liczb znormalizowanych

w tym 0. Tworzg one osobng grupe zwana liczbami zdenormalizowanymi.

11
> 1 1 3
1 E ERE ;- & E
1 2 4 2 4
Znormalizowane wartosci dla 86=2, p=20
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Podstawowe operacje arytmetyczne.

Wykonujemy operacje na dwoch znormalizowanych liczbach

Fi = M B, Fy, = My3%2

Czy przeprowadzenie 4 podstawowych operacji da znormalizowany wynik?

Mnozenie

F\Fy = M5 - My3™2
= (M My) 552 = My, Y

sprawdzamy czy nie wystgpit nadmiar (E,>E__ ) lub niedomiar (E, <E_ ) zmiennopozycyjny.

Jesli wartos¢ znacznika wychodzi poza dozwolony zakres tj.:

B2P2 < |Mw| = | M1 M| < pP~1

to wykonujemy postnormalizacje

FF, = (M1M25—p+8)5E1+E2+p—6
e=20,1
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Dzielenie
i _ MlﬁEl _ Ml/BE]_—EQ
Fy  Myp¥z M,
poniewaz
My | = —
| W‘ M2 S (B 76)

konieczna jest postnormalizacja ilorazu do postaci

[y /Fp = (BP° My /M) 3P —F2mpte
B< Myl <1=¢=0
1< |Mwy|<pf=¢e=1

Dodatkowo nalezy zapewni¢ obstuge:
1) liczb zdenormalizowanych,
2) dzielenia przez 0
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Dodawanie i odejmowanie

Wymagane jest wstepne wyrdwnanie wyktadnikéw.
Powoduje to denormalizacje operandu z mniejszym wyktadnikiem
i utrate doktadnosci (na najmniej znaczacych pozycjach znacznika).

Zatézmy
E; > Ej B £ F = (M g"Y) £ (M28"7?)
(b4 My ErE0)
a) jesli
El — Ema:v
oraz

pP < |Mw| < 28P

to wéwczas normalizacja doprowadzi do nadmiaru.

b) jesli ’MW| < 67; < Bp_l

Oraz
El - (p_ 7/) S Emin

to wystapi niedomiar. 6
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Wybodr reprezentacji

Liczbe zmiennopozycyjng zapisujemy na n pozycjach, z czego:
« 1 pozycje przeznaczamy na znak liczby
» t pozycji na zapis znacznika

 d pozycji na zapis wyktadnika

n=1+d+1t

t
xr =S (Z m_zﬂ_i> BE
i=1

S Se leo ler | ---leqqfm_qm_of == = " 17—t
\_Y_L A J
znak wyktadnik znacznik



Metody Numeryczne: zapis zmienopozycyjny, arytmetyka, btedy

Zaokraglanie do najblizszej wartosci

* reguty zaokragglania M r— M <
R(z) =

g
N e~
s

M + ulp, :U—MEUTZP

» ten typ zaokraglania powoduje, ze srednia wartos¢ btedu standaryzowanego jest bliska 0,
ale estymator R(x) jest obciazony dodatnio

Zaokraglanie symetryczne
* reguty zaokragglania

(M —ulp, —ulp<zx—M< —%ulp

S(x) =< M, —dulp <z — M < +3ulp

M + ulp, +%ulp <zxz—-—M < +ulp

« Srednia wartos¢ btedu standaryzowanego wynosi 0, a estymator S(x) jest niebcigzony

« wadg zwyktego zaokraglania oraz zaokrgglania symetrycznego jest koniecznosc
wykonania 2m-pozycyjnego dodawania
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Doktadnosé reprezentacji

« jesli liczba zmiennopozycyjna jest reprezentowana przez skohczong liczbe bitéw
to doktadnos¢ reprezentacji okresla liczba bitéw znacznika
a zakres reprezentowanych liczb zalezy od liczby bitéw wyktadnika

Jesli zachodzi warunek

MpY <x < (M+ulp)s®, xR

(ulp - najmniej znaczaca pozycja znacznika)

woéwczas zaokraglajac liczbe x do blizszej reprezentacji dostajemy btad bezwzgledny
1 E
|fl(@) — | < SulpB

gdzie: fl(x) oznacza reprezentacje liczby x w zapisie zmiennopozycyjnym.
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« wartos¢ btedu bezwzglednego wynika z nierébwnomiernego
roztozenia liczb w reprezentacji zmiennopozycyjnej

M
| HH =t ————>

0 pP=3 pr? g pP

Btad wzgledny

rosnie ze zmniejszaniem znacznika

10
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Dobodr zakresu wyktadnika

« jednym z wymagah jest aby dla kazdej znormalizowanej liczby x
mozliwe byto obliczenie jej odwrotnosci

« wyktadnik kodowany jest na d pozycjach, z czego A pozycji musimy
zarezerwowac na 0 oraz wielkosci nieznormalizowane (nieskonczonosci itp.).

* rozpietos¢ wyktadnika wynosi
_ __od
S—Emax_Emin_z _>\
tak aby istniaty znormalizowane reprezentacje odwrotnosci matych liczb.

* przyktad: p=2, p-1=11i p=0, o :
prey b b P 0, 1000000 - najmniejszy znacznik

0,1111111 - najwiekszy znacznik

* najbardziej znaczgcy bit nie musi by¢ kodowany - tzw. bit ukryty
* pominiecie go prowadzi do petnego wykorzystania przestrzeni kodowej znacznika (100%)
 w innych przypadkach liczby znormalizowane zajmuja jedynie (1-1/8)100% przestrzeni

* bit ukryty jest odtwarzany w trakcie operacji arytmetycznych. 11
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Schematy zaokraglania liczb

podczas wykonywania operacji arytmetycznych moze dojs¢ do zwiekszenia sie
liczby bitdw wynikowych, np. przy mnozeniu dwoch znacznikéw

My = 2

aby zapisac wynik nalezy ucig¢ ostanie m bitéw

eliminacja nadmiarowych bitow nazywana jest zaokraglaniem

reguty zaokraglania

r<y= fl(z) < fi(y)
x e fl= fllx)==x
Fy = MB® <o < (M+ulp)p” =Fp

Ve

:13:F1 \/.’E:FQ

12
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Odciecie (najprostsze)

M<z<M+ulp&esT(x)=M

* jesli: m - liczba pozycji znacznika, d - liczba ucietych bitéw

:E:M+i2_dulp, 0<i<2% -1

woéwczas standaryzowanym btedem losowym obcinania znacznika jest

T(x) —
o = M — _49d
ulp

» dla rébwnomiernego rozktadu wartosci x w przedziale [M, M+ulp]
miarg sredniego standaryzowanego btedu obcinania jest

T QdZ _7’

btad ten jest zawsze ujemny - estymator T(x) jest ujemnie obcigzony

» efekt obcinania: niedoszacowanie. 3
1
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Reprezentacja liczb w standardzie IEEE754

« formaty liczb zmiennopozyjcyjnych:
« zwykty pojedynczej precyzji - single (real)
* rozszerzony pojedynczej precyzji - single extended
« zwykty podwdjnej precyzji - double
* rozszerzony podwdjnej precyzji - double extended

« wyktadnik jest reprezentowany w kodzie z obcigzeniem, a znacznik w kodzie znak-modut

« wartosc liczby w IEEE754

F = (-1)"252=P(1,

E, - wyktadnik,

B - przesuniecie (dzieki niemu nie musimy pamietac¢ znaku),
(E=E;-B -"prawdziwy” wyktadnik)

(1,f) - warto$¢ modutu znacznika

jesli d oznacza liczbe bitow wyktadnika to wielkoscig przemieszczenia jest

B=2"-1
14
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* bez przesuniecia, najmniejszg wartoscig wyktadnika jest

Ep=F,;» +B=00...015
a najwieksza obie liczby dodatnie

Ep=Fnpe +B=11...11,

» zakres wyktadnika jest ograniczony z obawy przed uzyskaniem
nadmiaru podczas obliczania odwrotnosci liczb

15
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Format zapisu liczb zmiennopozycyjnych w IEEE 754

symbol single double

Rozmiar
formatu n 32 64
Rozmiar

znacznika m 23(+1) 52(+1)
Rozmiar

wykfadnika d 8 11

obcigzenie B 127 1023
Zakres

wyktadnika E [-126,127] [-1022,1023]

doktadnos¢ ulp 2723 1077 9-52 10~ 15
Zakres NG | 2128 ~ 91024
formatu ~3,8.1038 ~ 9. 10307

16
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Nie-liczby

* pojawiajg sie podczas wykonywania operacji, np.:
0/0, +/—|z|

bez ich obstugi program przerywatby dziatanie, a to jest niepozgdane
« obstuga nie-liczb pozwala je wykry¢ i np. zrestartowac
schemat iteracyjny z innym parametrem
Znakowane zero
* po co? dla liczb rzeczywistych mamy

1/ —o00=0, 1/(1/ —o00) =40
zatem relacja

1/(1/x) ==

nie jest spetniona

» dla znakowanego 0 mamy
r=—o00, 1/x =-0

1/(1/z) =1/ -0=—-oc0=u 17
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Wyjatki w IEEE754

standard zapewnia obstuge specyficznych wynikéw operaciji:

nadmiar (F__ , nieskonczonosc)
- niedomiar (F_, , . denormalizowane)

» dzielenie przez 0
* niepoprawna operacja (NAN - not a number)

* niedoktadnos¢ (zaokraglenie wyniku)

18
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Btedy numeryczne

* najprostszy podziat:
1. btedy wejsciowe
2. btedy zaokraglen

3. btedy obciecia

Btedy wejsciowe

« wystepujg, gdy dane liczbowe wprowadzane do pamieci
komputera odbiegajg od wartosci doktadnych

* W szczegodlnosci:

 gdy wprowadzane dane pomiarowe sg obarczone btedami pomiarowymi
(np. pomiar wielkosci fizycznych takich jak oporu czy napiecia)

« gdy ze wzgledu na skonczong dtugosc¢ stowa binarnego dochodzi

do wstepnego zaokraglenia liczb
(utamki dziesietne lub zaokrgglanie liczb niewymiernych jak np.: e, =)

19



Metody Numeryczne: zapis zmienopozycyjny, arytmetyka, btedy

Przyktad - zapis 8 bitowy

Liczba x(lo) = 325
ma reprezentacje

L(22) = (0)1101 (0)10
M w

Ale dla liczby x=0.2 pojawia sie problem
T(2) = 0.0011(0011) ...

po zaokragleniu wyniku do najblizszej liczby

%, = (0)1100(1)10
%(10) = 0.1875

co daje btad bezwzgledny réwny 0.0125 i btgd wzgledny na poziomie 6.25%.

20
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Btedy obciecia

« powstajg podczas zmniejszania liczby dziatan np.:
a) przy obliczaniu wartosci szeregdéw (uciecie szeregu)
b) wyznaczaniu granic (obliczanie wartosci catki)
c) zastepowaniu pochodnej funkgcji ilorazem réznicowym
Przyktad - nalezy wyznaczy¢ wartosc e*

korzystamy z rozwiniecia

>, "
Z— —o0 <<+
n!

ale numerycznie lepiej zrobi¢ to ,nieco inaczej”

e® = (@) et 0<g<1

gdzie: E(x) jest czescig catkowitg liczby X, g jest czescig utamkowg
* pierwszy wyraz jest potegq, a drugi liczymy wg rozwiniecia
« do wyznaczenia pozostaje tylko btgd obciecia - bo szereg musimy ,,gdzies” ucig¢

* Szereg ucinamy na n-tym wyrazie (jakie przyjac n?). 21
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Reszta szeregu (uwzgledniamy n wyrazow):

R,(z) = ——¢"™, 0<0<1

whnioski:

* licznik jest ograniczony < e~2.73
* mianownik rosnie ze wzgledu na silnie
* szereg jest szybkozbiezny

qn—i—3

@) =Rald) = i Y ) T
n+1 2
:q—(1+ 1 4 d +>
(n+ 1)! n+2 (n+2)(n+3)
n 2
< g 1+ d + d + ... | - szereg geometryczny
(n+ 1)! n + 2 n + 2
_ qn—l—l 1 _ qn+1 TL—|—2
(n+1N1—-L5 " (n+1)n+1 n+2 _n+l
<
(n+1)! n
O<Rn(q)<q—'g:ung, 0<g<l1 22
nl n n
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Jak liczymy wartos¢ szeregu?

* sumujac kolejne wyrazy, az R, stanie sie akceptowalnie mate

e’ =ug+uy +us+...+ R,(x)

» stosujemy schemat rekurencyjny

x
U — 7 Uk—1

k
Sk = Sk—1 T Uk

Ek=0,1,2,...,n

X
R =up— < ée? « do momentu az ten warunek
k zostanie spetniony
parametry startowe: up=1, s_;1=0

23
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Przyktad. Obliczmy warto$¢ /e z doktadnoscia 2.5x10-°

ug = 1

w1 = 0.5000000

uo = 0.1250000

usz = 0.0208333

ug = 0.0026042

us = 0.0002604

ug = 0.0000217

w7 = 0.0000016 < €

Q)
N[

24
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Btedy zaokraglen

* pojawiajg sie podczas wykonywania operacji arytmetycznych
* wynikajg z ograniczonej reprezentacji liczb zmiennopozycyjnych
« wielkos$¢ btedow zalezy od:

a) doktadnosci reprezentacji

b) sposobu zaokrgglania wyniku

C) rodzaju przeprowadzanej operacji

Lemat Wilkinsona - btedy zaokraglen powstajgce podczas wykonywania
dziatan zmiennopozycyjnych sg rownowazne zastepczemu zaburzeniu liczb,

na ktérych wykonujemy dziatania.

« zaburzone liczby mozemy zapisa¢ w uzytecznej postaci

fllx) =2(14+¢z), flly)=y(1+¢ey), Ex,Ey << 1

25
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Btedy wzgledne zaokraglen

* Mmnozenia

fi(z) fi(y) —xy
Ty

=(1+4es)(14ey) —1l=e5+¢ey+ezey~eg+ey

 dzielenia

A@AG) oy _1+e | c—g

— — 1= R Ey—€E
x/y 1+e¢, 1—¢, Y
« dodawania i odejmowania
flle) £ flly) —(w£y) _weaxye, . y
r Ty xr Ty c+ty © xty

» zwfaszcza przy odejmowaniu mozemy dosta¢ duzy btad, gdy

. : : 26
ze wzgledu na kasowanie mianownika
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Wykonywanie kolejnych operacji na wynikach poprzednich operacji
prowadzi do kumulacji btedéw zaokraglen

- to pesymistyczny scenariusz, ale tego nalezy oczekiwac podczas
obliczen numerycznych

Btedy mozna zmniejszy¢:

1) ustalajgc odpowiednio sposéb i kolejnos¢ wykonywanych dziatan
(np. algorytm Kahana dla iloczynu skalarnego),

2) zwiekszajac precyzje obliczeh (nie zawsze mozna - naukowe |
inzynierskie w zasadzie zawsze wykonujemy w podwdjnej precyzji),

3) stosujgc inny algorytm implementujgcy dang metode

(1) w zasadzie nie stosuje sie - sortowanie jest czasochtonne
(2) uzywamy juz silnej arytmetyki
(3) najbardziej uzyteczny sposdéb - zmiana algorytmu

27
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Przyktady szacowania btedow zaokraglen

a) Sumowanie liczb (jedna z czesciej wykonywanych operacji)
n
S = Z XT;
i=1

/ /
oznaczenie Sp = fl(sk_l + xk) = Sp_1 Tt X

zgodnie z lematem Wilkinsona:

/ o s S
Sk—1 — Sk—1(1 =+ Ek—l) |<°3k—1| <e¢ Indeks s - suma
indeks x - wartosc¢

z, = x,(1 4 %) ekl < e

liczymy wartos¢ sumy sumujgc kolejne wktady:
najbardziej zaburzony jest

4 ;
s=a1(14+eM)(1+ed)--(1+e_, pierwszy wyraz

( (
+aa(l+e5)(1+e3) - (1+e,,
najmniej zaburzony jest

)
)
+ax3(1+e3)(1+e3) - (I+ep_q)+-- / ostatni w
yraz
(

28
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b) Obliczanie wartosci wielomianu

w(z) ="+ a12" " a4+ ap17 +ap

« w ,tradycyjny” ale nieoptymalny sposéb:

wx)=gx--r+a1x- T+ -+ ap_1T + ay
n n—1
M operacji mnozenia, D operacji dodawania
(n—1)(n+2) D=n
2

M =

« optymalny sposéb obliczania wartos¢ wielomianu zapewnia Schemat Hornera

w(x)=x<x(x---(m+a1)+ag) +---+an_1) + an

wykonujemy tylko: M=n-1 mnozeh i D=n dodawanh

« wyniki uzyskane wg powyzszych algorytmdéw mogga sie réznic,
natomiast oszacowana najwieksza mozliwa wartos¢ btedu
w obu przypadkach jest taka sama 29
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zadanie numeryczne

« to jasny i niedwuznaczny opis powigzania funkcjonalnego miedzy danymi wejsciowymi
i danymi wyjsciowymi, dane te sktadajg sie ze skonczonej liczby wielkosci rzeczywistych

algorytm numeryczny

« dla zadania numerycznego to opis poprawnie okreslonych operacji
(arytmetycznych lub logicznych), ktére nalezy wykonac¢ aby przeksztatcic¢
wektor danych wejsciowych w wektor danych wyjsciowych

Przyktad. Okresli¢ najwiekszy pierwiastek rzeczywisty rownania

CL3333 + a2x2 +aix+ayg =0

dla wektora danych wejsciowych  (ag, a1, as,as3)

« jest to zadanie numeryczne, dane wyjsSciowe to szukany pierwiastek

* algorytm numeryczny dla tego zadania to np.: metoda Newtona

30
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uwarunkowanie zadania

wektor danych wejsciowych d= (dy,ds,...,d,) € R"
rzeksztatcamy w wektor wynikow
P y y y w:(wl,wg,...,wm)ERm
— . n m
stosujgc okreslone odwzorowanie w = 90(d)7 p: " — R

« jesli niewielkie wzgledne zmiany danych zadania powodujg duze
wzgledne zmiany rozwigzania, to zadanie takie jest Zle uwarunkowane

wskaznik uwarunkowania - miara uwarunkowania zadania

* nazywamy tak wielkos¢ charakteryzujgcg wptyw zaburzen
danych wejsciowych na wynik

lo(d) — SD(J)H = cond(p,d)||d — JH E - dane zaburzone

cond(cp, d) ~ 1 - zadanie dobrze uwarunkowane (maty wptyw zaburzen)

cond(p,d) > 1 - zadanie zle uwarunkowane (duzy wptyw zaburzen)
Y

cond(p,d) — +00 - zadanie zle postawione (problemu nie rozwigzemy) 31
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Przyktad Jakie jest uwarunkowanie obliczania iloczynu skalarnego?

n

S=d b=a"b=(a,b)=) ab;#0
i=1
zaburzamy dane wejSciowe

ai(a) = a;(1+ ay), bi(B) = bi(1+ Bi), a;P; =~ 0

i liczmy wzgledng zmiane wyniku

) 7 =1 )

<max |o; + G| | T
(2

Z a;b;

1=1

a; (14 a;)bi(1+ 5;) — > ab; > aibi(a; + B;) > Jaibg]
—1 i—1 1

Q

Z a;b; Z a;b;
i=1 ;

e wskaznik uwarunkowania
przyjmujemy w postaci

>y |aibi]
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Metody Numeryczne: zapis zmienopozycyjny, arytmetyka, btedy

stabilnos¢ algorytmu numerycznego

potoczna definicja stabilnosci:
jesli réznica miedzy rozwigzaniem doktadnym a numerycznym pozostaje skonczona

lp(d) — fI(A(d))|| < K = const

fl(A(d)) - realizacja odwzorowania przez algorytm A
w arytmetyce zmiennopozycyjnej

» stabilnosc jest wtasnoscig jakiej wymagamy od algorytmu numerycznego

« jesli wiemy, ze dla danej klasy zadan i/lub danych wejsciowych algorytm jest niestabilny,
to zmieniamy dane wejsciowe (jesli to pomoze) lub zmieniamy algorytm na inny (stabilny)
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Metody Numeryczne: zapis zmienopozycyjny, arytmetyka, btedy

ztozonosc obliczeniowa algorytmu numerycznego

* wykonujgc obliczenia numeryczne na komputerze przeprowadzamy cigg kolejnych
operacji arytmetycznych, a to przektada sie na czas wykonania algorytmu

» ztozonosc¢ obliczeniowa algorytmu okresla liczbe operacji jakg nalezy
wykonac¢ w celu uzyskania wyniku

« w praktycznych zastosowaniach czas wykonywanych obliczen jest kluczowy,
majgc dwa algorytmy realizujgce to samo zadanie, wybierzemy ten
ktédry ma mniejszg ztozonos¢ obliczeniowg
przyktad juz mielismy - sposdb obliczania wartosci wielomianu
« ztozonosc¢ obliczeniowa to nie jedyny czynnik wptywajgcy na czas wykonania obliczen,
czesto zalezy takze od sposobu ich wykonania, co zalezy od

1) architektury maszyny (CPU & GPU)

2) kolejnosci wykonywanych obliczeh ze wzgledu na szybkos¢
dostepu do danych w pamieci komputera: RAM -» CPU -» RAM

« optymalizacja kodu (numerycznego) to osobne (szerokie) zagadnienie
i nie bedziemy sie nim zajmowacd
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