Catkowanie numeryczne przy uzyciu
kwadratur Newtona-Cotesa
i

kwadratur Gaussa



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Plan wyktadu:
1. Kwadratury Newtona-Cotesa

a) wzory: trapezdw, parabol etc.
b) kwadratury ztozone

2. Ekstrapolacja
a) ekstrapolacja Richardsona
b) metoda Romberga
c) metody adaptacyjne
3. Kwadratury Gaussa
a) Gaussa-Legendre'a
b) Gaussa-Hermitte'a

c) Gaussa-Laguerre'a

4. Catkowanie funkcji wielu zmiennych
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» catkowanie numeryczne oznacza zastosowanie metod numerycznych w celu
wyznaczenia przyblizonej wartosci catki oznaczonej

f(x,)

2 C:/abf(:z:)dx

« skoro funkcje podcatkowg mozemy interpolowac to wielomian interpolacyjny mozna
wykorzystac¢ do catkowania

- dla danego ciggu wartosci funkcji podcatkowej f(x,), f(x,),....,f(x,)
definiujemy wielomian interpolacyjny Lagrange'a:

p(x) = Ly(z) =Y Bp(x) f(ap)

By () — (r —xo)(x—21) ... (r —xp—1)(x — Tpa1) - .. (x — zN) _ H T — T,

(v —x0)(zp — 1) ... (T — Tp—1) (T — Ty1) - - - (T — TN) o Tk — T 3
Gk
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* podstawiamy wielomian interpolacyjny w miejsce funkcji podcatkowe]

/ab f(z)dr =~ /ab p(x)dr = iz‘lsz(afk) < Ay = /ab O (z)dw

- powyzsze wzory definiujg tzw. kwadrature, A_sg wspotczynnikami kwadratur

« jesli spetniony jest warunek

[f(z) = ()| <e, € la,b

wowczas zachodzi

b N
[ fayiz = 3" Ao
@ k=0

b
/ (f(z) — p(x)) da

<elb—a)

« doktadnos$¢ wyznaczonej wartosci catki jest ograniczona doktadnoscig przyblizenia
funkcji podcatkowej wielomianem (lub inng funkcjg)
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 jesli funkcja podcatkowa posiada osobliwosci (np. jest nieograniczona, lub

przedziat catkowania jest nieskohczony) wéwczas powyzszy schemat
catkowania ulega modyfikacji

- funkcje podcatkowga zastepujemy iloczynem funkcji wagowej p(x)
I nowej gtadkiej funkcji:

« funkcja wagowa p(x) zawiera wszystkie osobliwosci funkcji F(x) lub jej dobér
wynika z zastosowanych wielomiandéw ortogonalnych:

b b
/ F(z)dx = / p(x)f(z)dx ~
b N
~ [ p@)pl)ds = 3" Ay flam)

« postac funkcji wagowej okresla
typ kwadratury
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« chcemy wyznaczy¢ wartosc¢ catki

stosujgc wzér

S() =3 Anfl@),  welab)

powyzszy wzér nosi nazwe kwadratury, a punkty x,,X,...,X, weztami kwadratury

* btad przyblizenia catki kwadraturg (btgd metody):
E(f)=1(f)—5(f)

» kryterium doktadnosci kwadratury mozna przyjac¢ zgodnosc¢ (W) z S(W),
gdy W jest wielomianem,
woéwczas méwimy ze dana kwadaratura jest rzedu r (r > 1) jesli

(W) = S(W)

dla wszystkich wielomiandéw stopnia mniejszego niz r

* rzgd kwadratury w duzym stopniu decyduje o doktadnosci catkowania
numerycznego (drugi czynnik to liczba uzytych weztéw)
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Kwadratury Newtona-Cotesa

2

rozwazamy przypadek z weztami rownoodlegtymi x =a+ih, i=0,1,2,...,N

» jesli konce przedziatu sg réwniez weztami wéwczas kwardatury noszg
nazwe kwadratur zamknietych

o
|

* przyblizamy funkcje podcatkowg wielomianem Lagrange'a stopnia
conajwyzej N

f(x;) = Ln(z;), i=0,1,2,...,N 2 0 2 4 & 8
al T — I,
L = P d — i
¥(@) = 3 (o) (o) do =11 5=
itk

* btad przyblizenia (interpolacji)

Ryyi(z) = f(z) — Ly(z) = ﬁ%vﬂ(w)fw*”(&), ¢ € (a,b)

» szukamy wspoétczynnikdéw Ax kwadratury - musimy wykonac catkowanie
wielomianu, utatwimy sobie zadanie jesli wprowadzimy nowg zmienng t

x— X; a+ ht —a—hj t—3
= ht — — = =
r=at T —x; a+hk—a—hj k—j

— (I)k;(t) = —
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* przyjmujemy oznaczenia /b F(z)dw = /b o(z)dz =

_b—-a N

N — =ka/ Py (z)dx

fr = f(a + kh)

h

skad otrzymujemy N

« wspobtczynniki kwadratury Newtona-Cotesa (wyjasnienie na kolejnym slajdzie)

(=N R N 1), (k= N)
Ak_hk!(]\f—k:)!/o (t— k)
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» wyprowadzenie wzoru okreslajgcego wspodtczynniki kwadratury

(=0t —1) .. . (t—[k—1])-(t—[k+1])...(t—N)
(12 k) (—1)-(=2) ... - (=[N —&])

=0t —1) .. (t—[k—1])-(t—[k+1])...(t— N)
K(—1)N=F(N — k)!

(= D)NTE gt —-1)...(t = N)
~ KI(N —k)! (t — k)
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Wiasnosci kwadratur NC

* gdy N jest nieparzyste wowczas kwadratura jest rzedu (N+1) (doktadna dla
wielomiandéw stopnia N), dla parzystego N rzad kwadratury wynosi (N+2)

» jezeli funkcja podcatkowa jest r-krotnie rézniczkowalna, wéwczas btgd metody
mozna przedstawi¢ w postaci:

E(f) = C.f(¢), &€ lab
wspoétczynnik C_nie zalezy od f

* dla duzych N oszacowanie btedu jest trudne ze wzgledu na pochodne wysokich
rzedow lub ze wzgledu na numeryczne kasowanie sie wspotczynnikow A,

« wspotczynniki A _zalezg od N. W szczegdlnosci (wzér na A)) zachodzi
lim |Ak| =0
N —o00
dlatego metoda kwadratur Newtona-Cotesa nie jest zbiezna w klasie funkcji
ciagtych
» w praktyce przedziat catkowania dzieli sie na m podprzedziatéw,

w kazdym podprzedziale okresla sie N (N=1,2,3) i przeprowadza catkowanie,
taka procedura prowadzi do uzyskania kwadratur ztozonych

10
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Wzdr trapezéw (N=1)

(=N N 1) (t = N)
Ak_hk!(N—k:)!/ (t — k)

1 1 1
h AO:—h/ (t—1)dt = Sh A:h tdt =
0

1
—h
2

L \/

h=0b-—a

* ze wzoru na btad interpolacji wynika, ze kwadratura jest N+1=2 rzedu,
a doktadnie przybliza wielomian N=1 stopnia

» btad wyznaczenia przyblizonej wartosci catki wynosi

1P . .
E(f) = o (z —a)(z — b)f(2)(§)d:p zaleznos¢ jak h3
’ * na 2 pochodng nie

—1—12h3f(2)(§), ¢ € [a,b] mamy wptywu

11
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Wzor parabol / Simpsona (N=2) | , (_1)N_k /N 1), (t— N)
» E=00N — B _
" Lf(b) KN — &) J, (t— k)
3/ \a 4 f (ath
i/ (%5) Ao=+h A =2h  Ay=-n
b—a 3 3 3
h = 5
h B )
1 =20 1 2 S(f)zgh(f0+4f1+f2)

» poniewaz N jest parzyste wiec kwadratura jest doktadna dla wielomiandw stopnia

N+1ijest rzedu N+2, dlaczego?
zgodnie z wzorem na btad wzoru interpolacyjnego dostajemy

EU%vL?x—@(x—a;b)@—be:O

z powodu nieparzystosci funkcji podcatkowej - ale nie ma powodu aby btad znikat dla
dowolnej funkcji

* dodajmy wiec dodatkowy wezet w x=(a+b)/2, ktéry nie zmienia warunku interpolacji,
wowczas stopien wielomianu czynnikowego rosnie o 1:

(4) b 0\ 2
B =1 [a-a) (x— jb) (@~ b = — WP FD(E), €€ ot

12
(funkcja podcatkowa teraz jest parzysta)
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« wspbiczynniki najczesciej stosowanych kwadratur NC

N w Ao/w | Ai/w | A/w | As/w | As/w | As/w | As/W btad wzor
1| (1/2)h 1 1 h? (1/12) f2() trapezéw
2| (1/3)h 1 4 1 h> (1/90) f4€) parabol
3 (3/8)h 1 3 3 1 h*> (3/80) f*() 3/8
4 | (4/90)h | 7 32 12 32 7 h? (8/945) f®(§) Milne'a
5| (5/288)h | 19 75 50 50 75 19 h” (275/12096) f®&) |  -------
6 | (6/840)h | 41 216 27 272 27 216 41 h® (9/1400) f®() Weddle'a

13



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratury ztozone Newtona-Cotesa

» kwadratury wyzszych rzedéw sg rzadko stosowane
(pochodne wyzszych rzedéw moga silnie oscylowac dajgc duzy btad)

* natomiast btgd kwadratur nizszych rzeddw jest proporcjonalny do dtugosci przedziatu
catkowania w odpowiedniej potedze, zatem niski rzgd kwadratury moze
nie zapewinia¢ wymaganej doktadnosci

» problemu tego mozna unikngd, dzielgc przedziat catkowania na m podprzedziatow,
w ktérych przeprowadza sie catkowanie kwadaraturami nizszych rzedéw a wyniki
catkowania sumuje sie

14
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Wzdr ztozony trapezow

* przedziat catkowania dzieli sie na m poprzedziatow

p_b—a fv=fla+k-h)

m

m—1

S(f) =

k=0

h(fx + fev1) =h <%f0 + i+ S+ %fm)

N | —

» zaktadamy, ze funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna

f € C%([a,b])

woéwczas btgd ztozonego wzoru trapezéw ma postacd

h3 m—1
E(f)=—-135 2 (&)
k=0

_ _(b—a)’ 1 mz_: F@(&)

12m2 m
k=0

&n € (a+kh,a+ (k+1)h) 15
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wyraz

—

m—

> ) =2, ¢€lab]

k=0

1
m

jest srednig arytmetyczng wartosci drugiej pochodnej w przedziale catkowania

» btad ztozonego wzoru trapezéw przyjmuje postac

(b—a)’
12m?2

E(f) = — £

» btad zalezy od 3 potegi dtugosci przedziatu (na to nie mamy wptywu),
ale zwiekszajgc m mozna istotnie ograniczy¢ jego wartosc

whniosek:

* aby uczyni¢ wynik doktadnieszym nalezy zwiekszy¢ liczbe weztdw catkowania

16
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Wzdr ztozony parabol

* przedziat catkowania [a,b] dzielimy na m podprzedziatéw
(m jest parzyste), w podprzedziatach [a,a+2h],..., [a+(m-1)h,b] stosuje
sie wzdr parabol, a wyniki czagstkowe sumuje

hm/2

S(f) = 3 Z(f%—z + 4 for—1 + for)
k=1

— g[f0+fm—|—\2(f2+f4+...+fm_22+il(f1 + a3t + fmo1))]

~~ ~~

parzyste nieparzyste

* zaktadamy istnienie 4 pochodnej funkcji podcatkowej

f e Cla, b))

woéwczas btgd wzoru ztozonego parabol ma postacd

m/2

B(f) =~ 3 (@)

&k € (a+2(k — 1)h,a + 2kh) 17
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« ze wzgledu na ciggtos¢ pochodnej istnieje taki punkt, ze

m/2

23 () = 19
k=1

wowczas btagd ztozonego wzoru parabol wyraza sie wzorem

« zalezy od 4 pochodnej, ktéra moze przyjmowac duze wartosci (nie mamy wptywu)
« szerokos¢ przedziatu catkowania w 5 potedze (nie mamy wptywu)

* btgd maleje jak 1/m* (zwiekszajgc m obnizamy btad)

18
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przyktad catkowanie numeryczne przy uzyciu kwadratur NC

1.5

f(z) =In(z° + 32" + z + 0.1) - sin(18z)

f(x)=In(x3+3*x2+x+0.1)*sin(18x)

(x)

AV
V.

/v

0 02 04 06 038 1

x € |0,1]

log|C-Cq|

10%0
107 |

1072
102
1074
1070
10
1077
108

1079 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

f(x)=In(x3+3*x% +x+0.1)*sin(18x)

- tlraplezy' —
F simpson ——
3/8 ——
5 milne

n

19
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Ekstrapolacja Richardsona
(przypadek dla rézniczkowania ale zastosowanie ogdlne)

Rozwijamy funkcje f(x) w szereg Taylora w otoczeniu punktéw  x=+h

flx+h) = Z k'hkf(’“)

)= DI

h? h3

fl@+h) = f@) +hf V(@) + 5 f2 @) + 5 fP (@) +
2 3

flz —h) = (&) ~ RO (@) + O () — O () +

i odejmujemy od siebie oba wyrazenia

Fla+h) = fa—h) = 20D (@) + 2 FO (@) + = h°FO () +

a nastepnie przegrupowujemy wyrazy by obliczy¢ pierwszg pochodng

h) — —h
flx+ )th(x ) 3'h2f(3)( )+ih4f(5)(a;)+ih(jf(?)(a:)—l—O(hg)

) = 51 7l

20
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Powyzsza formuta w postaci ogéinej

Lini= ¢ (h) + ash® + ash* + agh® + ...

co mozna interpretowac jako przyblizenie f¥(x). Za h podstawimy h/2

h h? h* h©
Lh/2,1:¢ 5 +CL22+6L4E+CL66—4+...

i obliczmy réznice

Lo = (41Lh/2,1 — Lpq)/(4" = 1)

4 h 1 h* h®

Zatem L, przybliza f¥(x) z doktadnoscig O(h?*) (wyrazéw rzedu h?).
Dokonujemy podstawienia

v =30 (5) - 300

w L

Lio = (h) + bsh* +bgh® + ...

h h* ho
Ly 22 =1 (5) + 541—6 + b66_4 1
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Ls = (4°Lpj22 — Lp2)/(4° = 1)

16 (h 1 h®
— 139 (3 ) — 7500 ~ bogg v - ..

Podstawiajgc do L,
16 h 1
o) = 150 (3 ) - 7500
otrzymujemy

Lh,g = go(h) + 06h6 + Cghg + ...

Powtarzajgc M-krotnie powyzszy proces dostaniemy
coraz lepsze przyblizenie pierwszej pochodnej

tzn. doktadnosc jej przyblizenia jest na poziomie
O(h?M) (o ile h<<1).

22
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Algorytm dla powyzszej procedury jest nastepujacy

1. Wybieramy h i liczymy

h
Dn,0:¢(2—n), n:O,1,2,...,M
2. Nastepnie obliczamy
4F 1
Dyr=——D,jp-1———D, 11—
k=1,2,...,. M

n=kk+1,..., M

Obliczajgc rekurencyjnie wyrazy wg pkt. 2 dostajemy przyblizenia

Do =L+ O(h?)
Dn1=L+0O(h?
D2 =L+ O(h°
Dp3 =L+ O(h®

23
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Algorytm ten definiuje tzw. ekstrapolacje Richardsona.
Generalnie jest to proces rekurencyjnego wyznaczania
pewnej wielkosci (pochodnej, catki), co mozna zdefiniowac przy pomocy wzoru

00 A 23
Dy -1 =L+ ZAjk: (Q—n)

j=k

co w potgczeniu z pkt. 2 daje szukane przyblizenie D_ .

Kolejne kroki algorytmu mozna zapisa¢ w postaci tablicy

Do o
Dio D1
Doo D21 Do

Dyo Dmai Dyvz oo Dy

Czyli wyznaczamy kolejno: 1 kolumne, 2 kolumne, ...., M-tg kolumne (liczbe)

D, v - to najlepsze (teoretycznie) przyblizenie wartosci pochodnej (lub catki)

24
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Metoda Romberga

Korzytamy z wzoru trapezéw b—a

Jeéli z € [0, 1]

to dla kolejnych wartosci n dostajemy ponizszy cigg przyblizeh wartosci cafki

Lo o ()1 (2) s () -1 (2) s (2) £ (2)) - o

25
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Zauwazmy, ze do obliczenia T, mozna wykorzystac juz obliczone T_

1 1 1
So = 550 + 5 {f 2 }
1 1 1 3 Uwaga:
S4 = 552 7 {f 1)t f (Z)} <o | W kazdym kroku
1 1 1 3 5 7 sumujemy tylko po
— - - e s ’ nowych weztach
s () (5)+ () + (5))

co ogodlnie dla przedziatu catkowania [a,b] mozna zapisac jako

1 - .
Son = §Sz(n—1) + han ; fla+ (2 — 1)hap)

z krokiem catkowania

_b—a
=

th

26
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W metodzie Romberga zaktadamy, ze odlegtos¢ miedzy (n+1) weztami wynosi

b—a
27’1,

h2n —

Do obliczenia catki wykorzystujemy rekurencyjng formute z wzorem trapezow

1
Roo = 5([?— a) [f(a) + f(b)]
2" —1
1 b—a b—a
0= 5hn-10 o Zg_l f(a-l—( i—1) o )
1 Rn m—1 — Rn—l m—1
Rn m — Rn m— : :
9 9 1 4m . 1
\ R070
. , , Rio Ria
Wartosci kolejnych przyblizen mozna uporzadkowac w postaci tablicy, Roo Ra1  Roo

podobnie jak w przypadku ekstrapolacji Richardsona.

Obliczenia przerywa sie gdy spetniony jest warunek / Ryo BRmgy Rye o0 Ruwm

|Ri gk — Re—1 -1 <e, €€R

lub po osiggnieciu zadanej liczby iteracji k.

Metoda Romberga jest przyktadem kwadratury adaptacyjnej.
27
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Metody adaptacyjne

Liczymy numerycznie catke np. wzorem parabol btad

/ f(#)dw = S(a,b) — Mﬂ%)/ ¢ € [a,b)

90

b—a a+b
S(a) = 5 s+ (50) + 10}
Dzielimy przedziat [a,b] na n podprzedziatéw i stosujemy wzdr parabol w kazdym z nich

/f da:—Z(S + €;)

=1

gdzie: e, jest lokalnym btedem przyblizenia wartosci catki w i-tym podprzedziale [x, ,,X.].

Zatézmy, ze jego wartos¢ mozemy oszacowac zgodnie z ponizszym wzorem

Li — Lj—1

| < et Tl
eil <€ b—a

28
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wowczas oszacowanie btedu catkowitego od goéry jest nastepujgce

n

n
£
< 1\6¢\§ b_aZ($¢—$i—1)=€
(2

n
2_©
i=1

co pozwala oszacowac wartos¢ bezwzgledng btedu catki wyznaczonej numerycznie

<eg

/ab f(z)da — 2:: S,

Whniosek: przy zatozonej wartosci ¢, odpowiednio niski poziom btedu wartosci catki
osiggniemy zwiekszajgc liczbe weztéw catkowania.

29
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b
Przyktad C':/ f(x)dx

f(x) =1In(2° + 32> + z +0.1) - sin(18z) x € [0,1]

Wyniki dla metody Romberga

N Di,O Di,i

2 -0.6117694  -0.6117694

3 -0.2257981  -0.0971410

5 0.2498394  0.4420869

9  -0.1032663  -0.2741157

17  -0.1668214  -0.1842338

33  -0.1816364  -0.1864996 ——

65  -0.1852783  -0.1864869 o | ZPleznosc
129  -0.1861850  -0.1864869
257  -0.1864114  -0.1864869
513  -0.1864680  -0.1864869
1025  -0.1864822  -0.1864869
2049  -0.1864857  -0.1864869
pa— 4097  -0.1864866  -0.1864869
smata e e | 8193 -0.1864868  -0.1864869
wWynid 16385  -0.1864869  -0.1864869
32769  -0.1864869  -0.1864869

30
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Kwadratury Gaussa

Nadal rozpatrujemy kwadratury typu: wspétczynniki kwadratury z waga p(x)

N
() = 3 Anf ) A= | ()i ()

ale nieco zmienimy metodologie postepowania.

Ustalamy funkcje wagowg p(x) oraz liczbe weztéw (N+1). Szukamy:
a) potozenia weztéw
b) wspotczynnikow A,

tak aby rzad kwadratury byt jak najwyzszy.

Kwadratura tego typu nosi nazwe kwadratury Gaussa.

Do wyznaczenia kwadratur Gaussa uzywa sie wielomianow ortogonalnych.
Cigg wielomiandéw

{on (@)} = {po(@), p1(2), .., o (2)}

nazywamy ortogonalnymi w przedziale [a,b] jesli zachodzi pomiedzy nimi zwigzek:

b
(rs05) = / p(@)r (@)pa(x)dz =0, (r #5)

31
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Tw.1.
Wielomiany ortogonalne maja tylko pierwiastki rzeczywiste, lezgce w przedziale [a,b].

Tw.2.
Nie istnieje kwadratura Gaussa rzedu wyzszego niz 2(N+1). Kwadratura Gaussa jest rzedu
2(N+1) wtedy i tylko wtedy, gdy wezty x, sq pierwiastkami wielomianu P, . (x).

N+1(

Tw. 3.
Wszystkie wspotczynniki A, w kwadraturach Gaussa sg dodatnie.

Dlaczego rzad kwadratury Gaussa jest tak wysoki? (dwa razy wiekszy niz dla kw. NC)
Musimy ustali¢ potozenia N+1 weztéw oraz wspdtczynniki kombinacji liniowej

N+1 wielomiandéw ortogonalnych. Daje to 2n+2 parametréw swobodnych

co okresla rzgd metody (bo mozemy dobrac lepszy wielomian interpolacyjny).

Metoda kwadratur Gaussa jest zbiezna do kazdej funkcji ciggtej w [a,b].

Kwadratury te sg doktadne dla wielomianéw stopnia 2N+1.
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Korzystamy z tozsamosci Christoffela-Darboux

—~ 0e(@)or(Y)  Prr1(2)on(y) — on(@)oni1(y)
];) Yk B O‘n')/n(x - y)

B, - wspotczynnik stojgcy w wielomianie ¢, przy zmiennej w najwyzszej potedze

Podstawmy za y zero wielomianu n-tego stopnia

=t 5 B BB [awa-/

Po wykonaniu mnozenia a nastepnie catkowania otrzymamy

b
wld) _punld) [ @@
TVO QnYn /p( ) a
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Korzystamy teraz z definicji wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a

wielomian weztowy

= Zf(a?j)lj(x) Li(z) = wn (@)

(z — a;j)w,(a;)

Wybieramy oczywiscie przypadek taki ze: wn(m) - 90"(@

oraz korzystamy z faktu 900(5'3) =1
/ d;
an’Yn J gpn<dj)

_ _Spn—l—l(d )Qpn(d ) /p(.l‘)l](a?)dﬂ?

ann

a

_90n—|-1(dj)90/n(dj)A

OnYn

J

poniewaz wszystkie wielkoSci w rownaniu mamy zdefiniowane mozemy wyznaczyc¢ A,



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Skad otrzymujemy ogolny wzér na wspotczynniki kwadratury A,

6n—|—1’7n )
A= — : j=12,...,n
’ Brpnt1(d;) e, (d;)

Wz4r na btad catkowania

Uwaga:

E=—_ f(Q”)( ) né€ (a,b) w mianowniku jest wyraz (2n)!
1o (Zn) ktéry bardzo szybko rosnie

zmniejszajac E

Jesli uwzglednimy ze wezty indeksujemy od 0 do n to wielomian bedzie
wyzszego rzedu - zastepujemy n przez n+1

Bn—{—Q/Yn—l—l .
A = — . 7=1,2,...
’ 5n+190n+2(dj)80n+1(dj)
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratura dla przedziatu skonczonego (Gaussa-Legendre'a)

Dla tego typu kwadratury przyjmujemy:

0,5 = [~1,1] p(x) = 1 ¢ [ fa@)do

W tym przedziale cigg wielomiandéw ortogonalnych tworzg wielomiany Legendre'a

Relacja rekurencyjna

(n+1)Pyy1=2n+ 1)zP, —nP,_1

z dwoma pierwszymi elementami ciggu

36



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Wspotczynniki A, :

4 pierwsze wielomiany Legendre’a 9

Ay = — ,
Y (N +2)Pyga(an) Py (2r)

Btad kwadratury:

22N—|—3((N + 1)')4
(2N + 3)((2N + 2)))

E(f) = SfENEI (), £€(0,1)

Wezty x, stanowig pierwiastki wielomianu P, (X).
(jak je znalez¢? => metody poszukiwania zer wielomianéw)

k Xk Ax
1 0,1 (-/+)0.577350 1
5 0, 2 (-/+)0.774597 5/9
1 0 8/9
3 0,3 (-/+)0.861136 0.347855
1,2 (-/+)0.339981 0.652145
0,4 (-/+)0.906180 0.236927
4 1,3 (-/+)0.538469 0.478629
2 0 0.568889
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Aby zastosowacd wzory z przedziatu [-1,1] w przedziale [a,b]
nalezy dokonac transformacji liniowej zmiennej niezaleznej:

re[-1,1], te€a,b]

a+b+b—a
= T
2 2
a+b b—a
f 9 + 5 )~ (2) W praktyce nie uzywa sie kwadratur wysokiego rzedu.
O wiele lepszym rozwigzaniem jest zastosowanie
kwadratur ztozonych tj. kwadratur niskiego rzedu
b b—a 1 w kazdym podprzedziale a wyniki sumuje sie.
| i =" [ gla)as
a 2 —1

b b—a N
| fodes s =503 At

2 wezty roztozone w przedziale [-1,1]

, a+b+b—a
= €T
k 5 5 k

Uwaga: podczas sumowania pomijamy wage - ta jest uwzgledniona we wsp. A, 38



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratury dla przedziatu jedno- i obustronnie nieskonczonego

Kwadratura Gaussa-Laguerre'a

funkcja wagowa

przedziat
T C

[a,b] = [0, 00) p(z) =¢e” f(z)e " dx

I
o —_ g

Cigg wielomianow ortogonalnych stanowig wielomiany Laguerre'a:

Relacja rekurencyjna dla stowarzyszonych wielomianéw Laguerre'a
Funkcja wagowa ma postac:

p(x) = x%” (np. a =0)

(mn+1)Ly,  =@2n+1—-x)Ly —nl;_,;

Lo([L’) =1
Li(x)=1—=x —
24 2
LQ(ZL’):x zt L(0,x

2
—x3 4+ 922 — 182 + 6
§
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Wspotczynniki kwadratury okresla wzor

(N +1)hH?
Ap = —
Ly (k) Lnt2(zk)
kwadratura ma znang postac
o0 N
C = /e_"”f(af)da: ~ S(f) = ZAkf(g;k) wezty x, sg zerami wielomianu L, ,(x)

Uwaga: podczas sumowania pomijamy wage - ta jest uwzgledniona we wsp. A,

btgd kwadratury Gaussa-Laguerre’a

(N + 1)!)2f(2N+2)

E(f) = (N 1 2) (1) n € (0,00)
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratura Gaussa-Hermite'a

przedziat catkowania funkcja wagowa o0 ,
(a,b) = (—00,0) p(z) = e = [ f@e
Cigg wielomiandow ortogonalnych stanowig 4f

wielomiany Hermite'a

dar ]
H,(z) = (—1)”65“2—6_"’62 2

dx™

dla ktérych obowigzuje relacja rekurencyjna

4 -2 2 4
H, 1 =2xH, —2nH,
-2
4 pierwsze wielomiany Hermite’'a 1
H1 (:1;) = 2z -
Hy () = 42 — 2 —  H(OX
_ Qa3 — H(1,x)
Hs(z) = 8z° — 12x HE)
— H(3,x) 41



catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Catkowanie przeprowadzamy korzystajgc z kwadratury

+o00

N . . .
/ 6_$2f(:v)da: ~ S(f) = ZAk;f(%k) X, Sg zerami wielomianu H .,
k=0

— 0

o wspdiczynnikach

2NFZ(N 4+ 1)!

A = —
Hy (k) Hy2(2k)

Btad kwadratury

E(f) ( )'\/_ f(2N—|—2)( )

- 2N+1(2N—|—2) nc (—O0,00)
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

Uwagi kohcowe:

1) Kwadratury Gaussa sg doktadniejsze od kwadratur Newtona-Cotesa
przy uwzglednieniu tej samej liczby weztéw

2) Kwadratury Gaussa majg rzad r=2N+2 dla (N+1) weztéw, podczas
gdy kwadratury NC osiggajg ten rzad dla (2N+1) wezidw

3) Po ustaleniu rzedu kwadratury stosuje sie wzory ztozone dla coraz
mniejszego kroku catkowania do momentu braku zmian w kolejnym
przyblizeniu

4) Catkowanie stablicowanej funkcji podcatkowej lepiej wykonac przy
uzyciu kwadratur Newtona-Cotes'a (uzycie kwadratur Gaussa moze
wymagac¢ dodatkowej interpolacji)
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

0.1 T T T \_ 7

In(x)*e™*" ——
Przyktad / f(z 0 [T~
01 |
:/ In(x)e "
0 0.2 |
~ —0.8700577

-0.3 t

S |-

-0.5

kwadratura Gaussa-Hermite'a

1 [~ 2
C = 5/ Inlz|e™™ dx

— 0

1

Gaves-Fermte
f(z) = nla (2) = ' 02 || GaussLogenas
9 p — 08 |

07 |
06 |
05 |
04 |

5 5 03 |
C = / In(x)e ™ dx 02 L

0 01 +
f(z) = l'n(gj)e_wQ p(x) =1 ° 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

n

|C-Cqok|

kwadratura Gaussa-Legendre'a
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Catkowanie funkcji wielu zmiennych

Przy catkowaniu funkcji wielu zmiennych pojawiajg sie problemy:

« konstrukcja wielomiandw interpolacyjnych jest mozliwa tylko dla odpowiednio
potozonych weztdw i regularnych obszaréw catkowania

» czas obliczeh rosnie bardzo szybko wraz z liczbg zmiennych,
w praktyce liczba zmiennych nie przekracza 4

Zaktadamy, ze obszar catkowania mozna opisac uktadem nieréwnosci:

QO c RM

Szukamy wartosci catki wielokrotnej:

I(f):/.../f(xl,:vg,...,a;M)d:L'l...dzM
Q
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catkowanie numeryczne: kwadratury Newtona-Cotesa

b1 bz(ivl) br(T1,22,..,T0r—1)
/ dl‘l/ / flx1, 20, ..., 20 )dx g

2($1) Mm(Z1,22,..., 1)

Wartos¢ catki wielokrotnej oblicza sie poprzez M-krotne zastosowanie
kwadratur jednowymiarowych.

Przyktad dla dwéch wymiarow

bl b2
1= [ gl o) = [ Flor,ma)dns
N1 N2 n
In,(g) = Z Ang(z1,n) 9(@1,n) = Ing Z Bynf(z1,n,72,)
n=0

Po ztozeniu obu kwadratur otrzymujemy:

N1 N2,n

- //Q fzy,zo)dardzy =Y Y ApBynf(x1m, 720) + Ry, (9)+

n=0 vr=0
N2,n

+‘EE:JAnl%N%n(fn)
n=0

46
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gdzie: Ry, (9) -reszta kwadratury In, (9)

RNQ,n(f’n) -reszta kwadratury INz,n (fn)

Uwagi:
- przedziat catkowania po zmiennej x, moze sie zmienia¢ wraz z wartoscig X,

. liczba weztéw kwadratur  {N, (fn) moze byC rézna dla kazdego wezta x, |

* liczba uzytych weztéw
Ny

Z(N2,n + 1)

n=0

Jesli liczba w kazdej kwadraturze bytaby jednakowa i réwna (N+1) wéwczas obliczenie
wartosci catki w M wymiarowej przestrzeni wigzatoby sie z wykonaniem (N+1)" obliczen.

Co to oznacza?

Dla N=10i M=10 otrzymalibysmy liczbe weztow: (N+1)">25.9 10°

Przy duzej liczbie wymiarédw (M>4) lepiej jest postugiwac sie znacznie
wydajniejszg metodg Monte Carlo.

47



