Wyznaczanie wartosci i wektorow wtasnych macierzy
(problem wiasny)
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Pojecia podstawowe

Czesto przy tworzeniu modeli matematycznych wykorzystywanych do symulacji zjawisk
fizycznych czy zachowania sie uktadu, zachodzi potrzeba rozwigzania
tzw. problemu wtasnego (np. row. Schrodingera):

Az = Apxy, A = [ai]

- A jest macierzg kwadartowg o nxn
- X, jest wektorem wtasnym macierzy odpowiadajgcym wartosci wiasnej i,

g, )\k,xq(,,],f) cC

Nie zawsze uktad réwnanh, ktérego chcemy znalez¢ rozwigzanie, przyjmuje tak prosta
postac. Nierzadko mamy do czynienia z tzw. uogdélnionym problemem wtasnym:

A-x=)\B =z

Jesli macierz B jest nieosobliwa to problem uogélniony mozna przeksztatcic
do postaci:

B 'Ax = \z



Liczbe . nazywamy wartoscig wtasng macierzy jesli istnieje taki niezerowy wektor x dla
ktérego zachodzi:

Axr = \x

Wektor x nazywamy (prawostronnym) wektorem wtasnym przynaleznym do wartosci wtasnej
L. Cigg wszystkich wartosci wtasnych nazywamy widmem macierzy A i oznaczamy: Sp(A).
Z powyzszej definicji wynika:

(A—=X)x =0

Macierz (A-Al) jest osobliwa, wiec:

det(A— X)) =0

Wyznacznik ten jest wielomianem stopnia n zmiennegj A:

w(N) det(A — \I)

= (C1)" O+ @ N 4+ ag)

Kazda wartos¢ wiasna A, jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy A.



Def. Wartosci i wektory wtasne macierzy transponowanej AT nazywamy lewostronnymi
wartosciami i lewostronnymi wektorami wtasnymi macierzy A.

Wyznacznik macierzy po jej transponowaniu nie ulega zmianie. Dlatego widmo macierzy A
jest rowne widmu lewostronnemu.

Tw. Jezeli A jest prawostronng wartoscig wtasng macierzy, a A, jest jej lewostronng wartoscia
wtasng oraz gdy

)‘p#Al

Woéwczas wektor wtasny x, jest ortogonalny do lewostronnego wektora wtasnego X,

x;fa:p =0

T _ T
x; Az, = \yT) Tp

T
z Az, = (A'z)) z, = \iz| z,

(At = Ap)ziwy, =0 (Ap # M)

Dla macierzy symetrycznej A=AT wektory wtasne sg zarazem wektorami lewostronnymi.
Jezeli wiec wektory wtasne przynaleza do réznych wartosci wtasnych to sg do siebie
ortogonalne.



Def. Macierze A i B sg podobne jesli istnieje nieosobliwa macierz podobienstwa P, ze:

P~'AP =B

Tw. Jezeli macierze A i B sg podobne to majg identyczne widmo wartosci wtasnych.

Tw. Macierz Q_  (m> n) nazywamy ortogonalna jesli:
T
Q Q — Inxn
Tw. Jezeli macierz Q_  jest ortogonalna to:

QQT = Inxn

Tw. Macierz symetryczna A jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalnej D:

QTAQ =D

Tw. Wartosci wtasne macierzy symetrycznej sg rzeczywiste.

Def. Macierz o elementach zespolonych i wtasnosci

A= (AT)* = a; € R

nazywamy macierzg hermitowska.
Wartosci wtasne macierzy hermitowskiej sg rzeczywiste
a wektory wtasne sg do siebie ortogonalne.



lloczyn skalarny (wewnetrzny)

(a,b) =alb=[a,an,...

lloczyn zewnetrzny (tensorowy)

A1 181, B2, -
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a)(b=abl =
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Uwaga: iloczyn zewnetrzny to operator macierzowy, mozemy taki operator wykorzystac

np. w metodzie Grama-Schmidta do ortogonalizacji (operator rzutowy)



Tw. Widmo macierzy ulega przesunieciu po dodaniu do niej macierzy jednostkowej
pomnozonej przez liczbe:

widmo: Sp(A) = {1, Ao, ...}

zostaje zastapione przezz  Sp(A+c¢l) = Sp(A) + ¢
Sp(A+cl)={ 1 +c,Aa+c, ...}

Tw. (Cayleya-Hamiltona)
Jesli

w(\) =det(A—M)=0

jest rwnaniem charakterystycznym macierzy A to

w(A) =0



Metody wyznaczania wartosci
i wektoréw wtasnych
macierzy

/i T

Macierze o elementach
| wartosSciach
wtasnych rzeczywistych

Proste metody Redukcja macierzy
iteracyjne do postaci

tréjdiagonalne;j

Macierze symetryczne

(w tym hermitowskie) Macierze niesymetryczne

Redukcja macierzy do
postaci Hessenberga




Metoda potegowa wyznaczania pojedynczych wartosci wtasnych i wektoréw wtasnych

Zatdézmy ze istnieje n liniowo niezaleznych wektoréow wtasnych macierzy A,
stanowig baze przestrzeni liniowej

{mlax27m37 <. amn}

Woéwczas dla dowolnego wektora v,
n
Vo = E a;x;
i=1

Jesli », stanowig wartosci wtasne macierzy

n
A’UO: E a@)\zxz
1=1

n
Vi = Am’vo = E az)\;”mz
1=1

Zaktadamy, ze wartosci wtasne tworzga cigg

(A1l = [A2] =2 [As] = ... = [ An]

Jesli &, jest dominujgcg wartoscig wtasna,
oraz wektor v, ma sktadowa w kierunku x, I A
to wéwczas zachodzi Bt AT

= a1




Z czego mozna wysnuc¢ wniosek, ze wartos¢ wtasng mozna obliczy¢ nastepujgco
T
: Y Um+1
A\ = lim J Tm+l
m—oo  ylv,,

Dla dowolnego wektora y nieortogonalnego do x,. Zazwyczaj y ma 1 na pozycji elementu o
najwiekszym module w v__. a na pozostatych 0.

Jaka jest zbieznos¢ metody?

n )\Z m
Vm = )\71” a1x1 + Z ()\_1> a;x;

Zalezy od (A /)™ ale rowniez od wspotczynnikow a, czyli od wyboru v,. Jesli wartos¢ wtasna o
najwiekszym module jest zespolona to cigg nie jest zbiezny.

Jak wyznaczy¢ wektor wiasny x,?

. . ~ m
Poniewaz Vi = A Q121
wiec unormowany wektor wtasny bedzie miat postac

T = ——
' V|
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Jesli wartos¢ wiasna jest pierwiastkiem wielokrotnym réwanania charakterystycznego to metoda
jest zbiezna bo sktadnik z A, dominuje

k n
Vi = Am’Uo = )\T E a;x; + E )\:”azmz
1=1 1=k+1

Uwaga: problem pojawia sie gdy A, =-A, tj. identyczne moduty generuja oscylacje (wtedy

wybieramy cigg wektorow v, )

Przyspieszanie zbieznosci - iloraz Rayleigha

Jesli macierz jest symetryczna to jej wektory wtasne sg ortogonalne. Zatézmy, ze sg roéwniez
ortonormalne

xT

i Tj = 0y

Wtedy

n
T _..T . 2\2m—+1
v, Av,, =0, V41 = E a; A;

i=1

Oraz n

T _ 2\2m

V, VUV = E a; A;
i=1

co daje lepsza zbieznos¢ niz wariant podstawowy metody
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Wyznaczanie pozostatych wartosci i wektorow wtasnych w metodzie potegowej
a) metoda redukcji wektora

Jesli znamy wartos¢ wiasng o najwiekszym module to mozemy wykorzystac ten fakt przy
wyznaczaniu kolejnej najwiekszej co do modutu wartosci wtasnej tj. A,

w, = Umnt+1— >\1'Um
= Z az()\z — )\1))\;%(6@
1=2

Poniewaz wektory v_ . oraz A ,v_ sg bliskie wiec metoda
moze by¢ w wielu przypadkach nieuzyteczna.

b) metoda zerowania sktadowej

Znajgc A, mozemy zdefiniowac wektor
Wwo = (A — )\1])’00

Czyli z v, usuwamy sktadowg w kierunku x,. Wektor w, nie ma sktadowej w kierunku x, wiec cigg w_
powinien byc¢ zbiezny do A, oraz x,. Ze wzgledu na btedy zaokraglen jednak usuwa sie co pewng
ilos¢ iteracji sktadowag x, tj.

Zm = (A — M1 wy,
12



Aby wyznaczy¢ kolejne wartosci wtasne korzystamy z wektora
Wwo = (A — )\1])(A — )\21)’00

Taki proces staje sie mato wydajny dla kolejnych wartosci wtasnych.

c) redukcja macierzy (najskuteczniejszy sposob)

Tw. Jesli 1, jest wartoscig wtasng macierzy A i x, odpowiadajacym jej wektorem wtasnym oraz
dla dowolnego wektora v o wtasnosci

’UT.’L'1 =1

Macierz zredukowana

W1 = A — )\1581’UT

ma te same wartosci co macierz A oprocz i, ktéra jest zerem.

13



przyktad: redukcja Hotellinga (macierze symetryczne)

« za wektor v przyjmujemy lewy wektor wtasny przynalezny do wartosci wtasnej .,
ale na ogét nie znamy lewych wektoréw

* metoda jest wiec skutecza tylko w przypadku macierzy symetrycznych,
wtedy lewe wektory sg identyczne z prawymi

iloczyn zewnetrzny/tensorowy

/ (tworzymy operator macierzowy)

lub rekurencyjnie
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Redukcja macierzy gestej do prostszej postaci
- macierzy trdéjdiagonalnej lub macierzy Hessenberga

Macierz pierwotng przeksztatcamy iteracyjnie

A=Ay —> A — Ay — ... > A,

Ai:Pi_lAi_lpi, ?::1,2,...,777,

tak aby koncowa macierz B byta macierza podobng do A,

B = A, =P 'AP
P P,P,...P,,

- widmo spektralne A i B takie samo

a nastepnie w tatwy sposdb wyznaczamy wartosci i wektory wtasne macierzy B

By = Xy
r = Py=PFP ...P,y
Ar = Mz

Uwaga:

naktad obliczen potrzebnych do wyznaczenia x, oraz A, macierzy B powinien by¢ jak najmniejszy

15




Redukcja macierzy hermitowskiej do postaci tréjdiagonalnej metoda Hauseholdera

Pierwotna macierz hermitowska

AT = A = A

Transformujemy

AH _ (AT)*

A; =P 1A P

Przy pomocy macierzy Hauseholdera

P,=P" =P ' =1 Buu’

Dokonujemy transformacji A, do A. A |

ma postac
Ji—l C 0
Az—l — CH ) aiH
0 [a;| A
= o]
a; —

transformacji

a) (n-i) elementowego wektora a,

b) macierzy kwadratowe]

01 72 O [0
72
Yi—1 | O
0 Yi—1  Oi—1 | Vi
0 0 Vi 0;
Zauwazmy ze w kolejnym kroku nalezy dokonac
16

rzedu (n-i)

1—1




Trzeba utworzy¢ macierz (operator) Hauseholdera rzedu (n-i)

P,

takg aby transformowata wektor a,

~

P,L-ai = ]{'61

Macierz Hauseholdera konstruujemy nastepujgco

P, =1 — fuu™

1
B = olotlairri) # 0

0 o=20

n
o=llaila=,| > loyl?
j=i+1

k= —067;(’0 < Q41,5 — 67;90‘042'4_1,2'

6i90 (0' + |Ozi+1,i

Q42 4

)
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Dla tak skonstruowanego operatora Hauseholdera

-
-
ek

mozemy dokonac transformacji macierzy A, |

o1 o 0 0
72 0

Yi-1 | O
_ Ji-1| ¢ 0 - 0 Yi—1 i1 | Vi

P 'A, 1P, =PA,_1P=| ¢ | & al P, =1 0 0 v | & |#410...0
| 0 Piai | Pidi i Yi+1
0

0 PA;_1 P,
0

k= —oe'? <— Q41,4 — 6290|Oéi_|_171'| Yi+1 — k




Pojawia sie problem: mnozenie macierzy wymaga wykonania O(n?3) operacji.

Jak dokona¢ efektywnego mnozenia macierzy (zwykte jest nieekonomiczne)?

~

P, = I — puu”

P@‘Ai_lpi = (I — 6U’U,H>1211_1(I — 6U’U,H)
Az’—l - BAi—luuH - ﬁuuﬂfii—1
+ BPuu A;_qjuu

Definiujemy dwa wektory pomocnicze

b= Bz‘ii—m
p
g=p- 5@ wu
poniewaz 52>0

oraz z faktu, ze A, | jest hermitowska wynika
H H 4 H, \H
plu=pu’A,_u=(p u)

Wykorzystajmy wektory p oraz q podczas transformacji.

19



Przy uzyciu p i q dokonujemy redukcji liczby wymaganych operacji

PA; Py = A1 —pu —up™ + Bup™uu”

A (p_ B Hu)u>H

2
- (p — g(pH U)U> u'!

= A1 —ug” —qut )

Co uzyskalismy?

~

pz'lei—lpi =A;_1 — UQH — QUH

Po redukcji, transformacja A_; wymaga juz tylko O[(n-i)?] operacji - jest ekonomiczna.

Przeprowadzajgc proces przeksztatcania macierzy do konca dostaniemy

macierz B w postaci tréjdiagonalnej

01 Y2

B = An—2 — 72

0

* metoda Hauseholdera jest stabilna numerycznie

Tn

« kolejnym krokiem bedzie wyznaczenie wartosci i wektoréw wtasnych B 20




Redukcja macierzy (rzadkiej) hermitowskiej do postaci trédjdiagonalnej metoda Lanczosa

Naszym zadaniem jest znalezienie wartosci i wektoréw wtasnych macierzy stopnia n

Ay Ao,y € R

x,Zo,...,x, € C"

Jesli jednak n jest bardzo duze (np.rzedu ~10° ) a nas interesuje jedynie maty wycinek widma
wartosci (wektorow) wtasnych (np. m=50) to wéwczas nalezy zredukowac¢ macierz do postaci
tréjdiagonalnej rzedu m.

W metodzie Lanczosa wykorzystujemy do tego celu podprzestrzen Krytowa

q € C"
Kn(q,A) = spanlq, Aq,... 7Am_1(1] - baze w podprzestrzeni
m > 1 generujemy przy uzyciu q i A
Ko(g,A) = {0}
dimK,, = m

Zaktadamy ze wektory rozpinajgce podprzestrzeh
K., = spanlqi,q2, . .. ,qm]

sg ortonormalne

1 1=
H — .. —
qiqj'_éw_{o Z#] 21



Metoda Lanczosa

jest metodga iteracyjng, w kazdej iteracji poszukujemy nowego wektora bazowego
(wymiar podprzestrzeni zwieksza sie 0 1)

Sposdb postepowania:

Wybieramy dowolny wektor startowy g1 €C" q1#0

oraz zaktadamy warunek Y190 = 0

nastepnie iteracyjnie wyznaczamy kolejne wektory bazy zgodnie z wzorem

Aqi =Y = viqi—1 + 0:q; + Vit1qi+1 ©>1

gdzie wspétczynniki y oraz & znajdujemy wykorzystujgc ortogonalnosc¢ wektoréw q

0; = ququ'
T
ri = AQ; —0iQ; — ViQi—1 o Qi1 = — & Yit1 7# 0
Yi+1
Yiv1 = [[ril]
Procedura zatrzyma sie gdy Yi+1 =0

Wowczas wymiar wygenerowanej podprzestrzeni m = m?X dim K; (Q7 A)

22



Schemat iteracyjny mozna zapisa¢ macierzowo (tatwo dostrzec podobienstwo ] i A)

Qi = [Q17 s 7Qi] 01 Y2 0 - te macierz poddamy
diagonalizacji
Q jest macierza ortogonalna T — Y2 02
=
H Vi
Qi Qi=1
0 Yi 5@

AQZ — QZJZ (’7 + 7 /72'—|—1)7 1= 1727 cee, M

QFAQ; = J;

Moze sie okazac (rzadko), ze zostanie spetniony warunek

Yit+1 =0
woéwczas dostaniemy doktadne przyblizenie m najwiekszych wartosci wtasnych
AQm — Qme

ale dla wybranego startowego q, nie znajdziemy wiecej wektorow wtasnych (woéwczas schemat
restartujemy uzywajac innego wektora startowego).

23



« wartosci wtasne ]  stanowig oszacowanie wartosci wtasnych A

IJmz =Xz, zF#0

T=Qnz#0

Ax = AQmz = Qmdmz = AQmz = \x

Macierz Q_jest macierzg ortgonalng, a macierz ] _jest macierzg trojdiagonalng ,,podobng” do A.
Podobienstwo nie jest zupetne tzn. tylko czes¢ wartosci wtasnych ] moze by¢ zblizona do wartosci A

- czyli moga stanowi¢ ich dobre oszacownie.

Uwagi

1) po redukcji A do J nalezy zdiagonalizowac¢ | (bisekcja/rozktad QR)

2) wartosci wtasne ] (a raczej ich czes¢) mogg stanowic¢ dobre przyblizenie wartosci wtasnych A o
najwiekszym module - zbieznos¢ do wartosci skrajnych widma jest najwieksza

3) w celu wyznaczenia wartosci wiasnych z innych obszaréw widma nalezy uzy¢

metody iteracji odwrotnej z jednoczesnym przesunieciem widma

4) Ze wzgledu na btedy zaokragleh wektory rozpinajgce podprzestrzeh Krytowa przestajg byd¢
ortogonalne (gdy rosnie wymiar podprzestrzeni). Konieczne staje sie przeprowadzenie tzw.

ortogonalizacji Grama-Schmidta nowego wektora bazy do juz wyznaczonych co jest kosztowne

q;11

7

= Qit1 =G4 — Z(Qf&wrl)%
j=1

24



Metoda iteracji odwrotnej + przesuwanie widma

Ax = \Bx /(—o Bzx) c€C - .
o #£ A\ - przesuniecie w okolice
interesujgcego nas punktu
@ (moze to by¢ np. 0 = ())
(A—oB)x = (\—0)Bz, (A—o)" 1./
1 1
xr=MN—0)(A—0oB) Bz /-
A—oO
! (A—oB)™'B
r = — O X
)\ — g (. ~ J/
v C
u
Cx = pux
* do rozwigzania pozostaje nam standardowy problem,
ze zmienionym widmem wartosci wtasnych
* najwieksza zbieznos¢ dla wartosci zblizonych do sigmy
1 A 5.1 5.0 | 4.0 0.1 -0.1 -10 -20

)

A G c—=0— 1 | 019602025 | 10 | -10 | -0.1 | -0.05




przyktad: zastosowanie w metodzie Lanczosa (ale w metodzie potegowej tez zadziata)

Ilteracyjnie wyznaczamy kolejne wektory qt czyli:

Cq" =¢"Y  — (A-oB)'Bg =¢"Y,  (A-0B)/

Bq(® = b®) = (A — ¢ B)q(+)

W kazdej iteracji nalezy rozwigzac uktad réwnan
(A — 0B)gD = p®

Uktad réwnan rozwigzemy szybko jesli:

1) jesli dysponujemy rozktadem LU macierzy (A —oB)
rozktad macierzy wykonujemy tylko raz - na poczatku

2) jesli macierz jest rzadka i mozemy zastosowa¢ metody iteracyjne
(zazwyczaj wykorzystuje sie jeszcze preconditioning - przyspieszanie)

Rozwigzanie uktadu w kazdej iteracji jest tanie dzieki czemu zastosowanie modyfikacji
»Shift-invert” pozwala zmniejszy¢ ilosc iteracji okoto 10-krotnie
(a w niektérych zagadnieniach nawet 100-krotnie - gdy wartosci wiasne sg bliskie 0).
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Redukcja macierzy do postaci macierzy Hessenberga (gornej) metoda eliminacji Gaussa

Naszym zadaniem jest przeksztatcenie w sposdb rekurencyjny macierzy A

A:A0—>A1—>...—>An_2:BH
Aj =P 1A, P

do postaci Hessenberga

=T+U

Sy

a

|
OO O ¥k ¥
O % Kk K X
* K KX Kx X
* K K K K

|

S O ¥k * K

T - macierz tréjdiagonalna
U - macierz tréjkatna gdérna

Uwagi:
1) kazda macierz kwadratowa jest ortogonalnie podobna do macierzy Hessenberga
2) poniewaz macierz A jest przeksztatcana przez podobiehstwo wiec przeksztatcenie macierzy

hermitowskiej do postaci Hessenberga prowadzi do uzyskania macierzy tréjdiagonalnej ze 27
wzgledu na symetrie A. Macierz tréjdiagonalna jest hermitowska.




W kazdej iteracji macierz przeksztatcenia P, konstruujemy z dwoch macierzy:

a) macierzy permutacji

1 0

macierz do niej odwrotna

rs — Tr?"S 28



b) macierzy eliminacji

1
1
G, =
lit1,j
! Inj
z warunkiem lij <1
Macierz odwrotna GJ.'1
1
1
-1
Gj =
—ljy1,5
! —lnj

Jakie sg skutki mnozenia macierzy Gj orazm  z A?

1. s A - zamienia wierszeris w A
2. AT, - zamienia kolumny risw A
2. G lA - odejmuje wiersz j-ty

J przemnozony przez |, od

wierszarw A

3. AGj - przemnaza kolumne r-tg przez
|, @ nastgpnie dodaje do

kolumny j-tej w A

29



Zatozmy, ze w macierzy A , (i-1) pierwszych kolumn posiada posta¢ Hessenberga

[ % * k * |
%
Bz—l d A\z—l
A’L—]_ — 0 k * *k % — C 5'2, b a =
0 * *
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Dokonujemy przeksztatcenia

—1
Az' = Pz Az’—lpi
macierz przeksztatcenia jest zdefiniowana w ponizszy sposéb

P =7 i11Git r>i+1

Gz+1ﬂ-r 1+1

Macierz przeksztatcenia P, nie zmienia postaci Hessenberga w (i-1) pierwszych kolumnach.

Zmienia natomiast kolumne i-ta tj. zeruje elementy w tej kolumnie od i+2 do n.

d d
Pi_l' i o 52 _>|<_
0
a a a—= .
_0_
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Aby okresli¢ ktore wiersze nalezy zamieni¢ wierszami, najpierw trzeba okresli¢ element o najwiekszym
module w a

lari| = max  Jajf, r>i+1
i+1<j<n

Po wyznaczeniu wartosci r zamieniamy miejscami wiersze (r & i+1) oraz kolumny (r e i+1) w A

/ _1 /
A = 7Tr,z'+1Ai—17Tr,z'+1 = [ajk]
Dzieki temu element o najwiekszym module w wektorze a znajduje sie w nim na pierwszym miejscul.

Jak okresli¢ G, ,?
Warunek: trzeba wyzerowac wszystkie elementy w a poza jego pierwszym elementem
(standardowe postepowanie w metodzie Gaussa)

/
«

T Qi1 70
lj,l—’—]. pum— z+1,z
0 aip1; =0
j = i4+2i43... ..n

Przeprowadzajac drugi etap przeksztatcenia
—1 ! —1
Ai = Gi+1A Gi_|_1 = Pz A—lpz'

32
dostajemy macierz Hessenberga w pierwszych i kolumnach macierzy A.



Uwagi:
1) po n-2 iteracjach macierz A zostaje przeksztatcona do postaci Hessenberga (gornej)

2) metoda eliminacji Gaussa jest stabilna numerycznie i wymaga wykonania

2
M = §n3 -+ 0(77/2)

operacji mnozenia

3) redukcje macierzy do postaci Hessenberga mozna przeprowadzi¢ takze przy uzyciu
metod - Hauseholdera (operator rzutowy) lub Givensa (eliminacja przez obroty)

W metodzie Givensa (obroty) trzeba wykona¢

10
M = ?77/3 + 0(77/2)

a w metodzie Hausholdera

M:g 3—|—O(n2)

(3

operacji mnozenia
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Wyznaczanie wartosci wtasnych macierzy

Przeksztatcilismy macierz
* symetryczng do postaci trojdiagonalnej (Hausholder/Lanczos)

* macierz niesymetryczng do postaci Hessenberga (Gauss/Hauseholder/Givens)

Dla tych macierzy poszukujemy wartosci i wektoréw wtasnych.
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Wyznaczanie wartosci wtasnych macierzy trojdiagonalnej metoda bisekcji

Po przeksztatceniu macierzy A do postaci

01 o 0
J=1"
A
0 Tn On

ta macierz jest nieredukowalna jesli spetniony jest warunek

’71'3&07 i:2,...,n

W przeciwnym razie mozna jg zapisa¢ w postaci

J1 0
J2
J =
0 Jk
i rozwigzywac problem dla mniejszych macierzy J,, J,, ), ... 35

poniewaz widmo wartosci J oraz ciggu J, jest identyczne.



W metodzie bisekcji wykorzystujemy wielomian charakterystyczny macierzy - W(A).

Sposob wyznaczania wartosci wielomianu charakterystycznego J.:

1. zaktadamy dowolng wartos¢ A

2. obliczamy wartos¢ W(L) rozwijajgc wyznacznik wzgledem kolejnych kolumn macierzy
wi(A\) = det(J; — M)

co prowadzi do procedury rekurencyjnej

wo()\) = 1
w1 <)\) = 51 — A
wilA) = (0 = Mwi-1(A) — |77 lwi-2(X)
T = 2,3,...,n
W) = wa(N)
macierz jest hermitowska wiec 8, |vi|* € R

i wszystkie wartosci posrednie tez sg rzeczywiste
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Wyznaczanie wartosci wtasnej w metodzie biekcji.

Wybieramy dowolng liczbe A i obliczamy wartos¢ wielomianu charakterystycznego rekurencyjnie

zachowujgc informacje o ciggu

wo(A), wi(A), ... wn(AN)

a nastepnie korzystamy z ponizszych twierdzen:

Tw. Jezeli elementy y,, y,, ..., ¥y, (pozadiagonalne) sg niezerowe,
to wartosci wtasne macierzy ) sg pojedyncze.

Tw. Jezeli elementy y,, y,, ..., ¥, (pozadiagonalne) sg niezerowe, to cigg wartosci
wo(A) wi(A), -+ wn(A)

spetnia ponizsze warunki:

a) jezeli (V=0 dla pewnego i<n, to przyjmujemy
wi_1(>\> 'wi_|_1(>\) <0

b) jezeli o W=w) jest rézne od 0, to liczba zmian znakdéw sgsiednich liczb w ciggu
jest réwna liczbie wartosci wtasnych macierzy ] mniejszych od A.

c) jezeli o V=0, to A jest wartoscig wtasng macierzy J, a ponadto jest tyle wartosci
wtasnych mniejszych niz A, ile nastgpito zmian znakéw w ciggu
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zalety:

- metoda bisekcji jest bardzo doktadna

- umozliwia obliczenie wartosci wtasnej o okreslonym indeksie k
liczba iteracji potrzebna do wyznaczenia A, Wynosi

I'T = log-

Bo — o

a, P, — przedziat poszukiwan wartosci wtasnej,
p — doktadnos¢ wyznaczenia wartosci wiasnej

wady:

- uzyskiwanie duzych wartosci ciggu: o,(L), w,(),....0 (),
jesli A znacznie rézni sie od wartosci wtasnych |

Wektory wtasne w metodzie bisekcji

Znajgc k-tg wartos¢ wtasnag

macierzy ] wektor wtasny x, wyznaczamy wedtug wzorow:

I‘lzl
AL — 01
Tyg = ———
2
Ak = 0;)Ti — Vi%i— .
P O ek 10 e WP P SO

Yi+1
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Wyznaczanie wartosci i wektorow wtasnych przy uzyciu rozktadu QR

- rozktad QR dla macierzy gestych wymaga duzego naktadu obliczeniowego ~ O(n3).

- natomiast macierze: tréjdiagonalna oraz Hessenberga to macierze rzadkie
i rozktad QR uzyskamy wykonujgc O(n) operacji.

- rozktad QR wykonujemy maksymalnie n-1 krotnie (wyjasnienie na kolejnym slajdzie)
np. przy uzyciu metody Hauseholdera (operator rzutowy)

Przesledzmy proces iteracyjnego przeksztatacania macierzy (A=Tri=Hess)
Ag= A - macierz pierwotna

Ai=QiR;  Q7'-/
Q7 'Ai=R; /- -Q
Q:'AiQi =R Qi = Aij1=Qi1Ri
Q7 'AiQi = Qiv1Riy1 Qi -/
Qi Qi " AiQ; = R /- Qit1

Qi@ AQiQir1 = Rit1Qit1 = Aigo



Cofajgc sie wstecz do i=0 otrzymamy

Ap1 = Q. 'Q .. QT TAQ1 Q2. .. Qy

dla skrécenia zapisu wprowadzmy oznaczenia

P =P, =Q1Q2...Q

Pl=P ' '=Q.'Q. " ...Q7"

Jesli proces przeksztatcania macierzy doprowadzimy do kohca wéwczas otrzymamy

P l'AP=A,..=H

gdzie: macierz H jest macierzg gorna-tréjkatng z wartosciami wtasnymi na diagonali
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Wektor wtasny y, macierzy H odpowiadajacy wartosci wtasnej A, wyznaczamy stosujgc wzory

ZBg-i) = 0, g=n,n-—1 1+ 1
xz(.i) = 1
Z hykajk
(i) k=j+1 .
r: = — : =7—1,2—2 , 1
’ hjj — hii ’

Dysponujgc wektorami x, mozemy wyznaczy¢ wektory wtasne y, wyjsciowego problemu
(macierz tréjdiagonalna/Hessenberga - dla oryginalnego problemu postepujemy podobnie)

Hz = )\x
H =P AP
“lAPx = Hx = \x
A(Pxz) = APz
y= Px

Ay =y 41



Uogdiniony problem wtasny

* uogdlniony problem wtasny definiujemy nastepujgco

Ax = \Bx

najprosciej bytoby przeksztatci¢ powyzsze réwnanie tak, aby przeprowadzi¢
je do zwyktego problemu wtasnego

B 1Az =Cx = )z
« problemem pozostaje jednak jak znalez¢ B-1?

« w przypadku, gdy B oraz A sg macierzami symetrycznymi mozemy postuzy¢ sie
rozktadem LLT (w 0gdlnym przypadku mozna skorzysta¢ z rozktadu LU)

B=LL"
BB ' =1=L1" (L") 'L~}
B—l _ (LT)—lL—l

« woéwczas wykorzystujgc rozktad LLT mozna znalez¢ macierz podobng do B*A
LT(B—lA)(LT)—l _ LT(LT)—lL—lA(LT)—l

L=tArLY)t
- G
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Dzieki temu przeksztatceniu, macierz G jest symetryczna jak A i posiada identyczne widmo wartosci
wtasnych (ale inne wektory wtasne).

Gy =Ny

Jak znalez¢ G? Najpierw nalezy znalez¢ macierz F

F=ALNH1

rozwigzujgc uktad réwnanh
FIL' =A— LFf =AT =4
a nastepnie wyznaczamy G
G=L'F
rozwigzujgc uktad réwnan

LG =F

Rozktad LL™ wymaga wykonania n3/6 mnozen a wyznaczenie macierzy G (2/3)n3. Macierz G jest
symetryczna wiec w celu wyznaczenia jej wartosci i wektoréw wtasnych korzystamy z metod
przeznaczonych dla tej klasy macierzy.

Wektory wtasne macierzy A wyznaczamy przeksztatcajgc wektory macierzy G lub rozwigzujgc uktad

L'z =y
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* zaczynamy od zapisania rownania wtasnego (definiujemy problem)

WU = EU

« problem ma postac rézniczkowg okreslong przez operator energii

P+eA)? m*, o, /

2. 2
o T g Wt ey g

o

h =

A(x,y) = B|0,x,0]

~ h? 0? 0? eBh 0 e’ B2 m*
P : g 2 , M 9 92 929
2m* (83}2 i 8y2) i m* (x(?y) i om* T3 (Wi +wyy’)

* problem rézniczkowy musimy zamieni¢ w problem algebraiczny
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* rozwigzania mozemy poszukiwac¢ w bazie funkcji (szukamy wspétczynnikdw rozwiniecia)

N

\Ij(x?y) — Z Cmfm(x7y)

m=1

» w przyktadzie uzyto funkcji Gaussa

_ 2 _ 2 B
flv) = eap |~ E=EE LW e |2 k) )
funk’cj;,Gaussa czynnil;rfazowy
problem o macierzowy
rézniczkowy algebraizacja problemu problem
uogdlniony
hU = BV N N Hec = ESc
X ) = Y e [ s l
m=1 m T
v = Z_lcmfm N N Hi m = (fk|h|fm)
N S filbl fm) em = B> {ful fin) €m Skm = (il frm)
m=1 m
45

diagonalizacja dostarcza: E,,, e



Jesli to mozliwe catkowanie wykonujemy analitycznie przy uzyciu
programéw do obliczen symbolicznych typu:

Mathematica czy Maple

lub numerycznie - wtedy wyznaczanie elementéw macierzowych
moze zajgC wiecej czasu niz diagonalizacja

He = ESe

Hmzmmmsz/@ﬁmemmw>

&mﬂMMZ/M/@ﬁmWMw)
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Element H,__

tl = xk**2

t2 = yk**2

t3 = xm**2

t4 = ym**2

t5 = cmplx(0.D0,4.D0)
t8 = sig**2

tl4 = ym*wb

t17 = cmplx(0.D0,-4.D0)
t23 = xk*xm

t24 = 2*t23

t30 = g**2

t31 = wb**2

t32 = t31*%t30

t33 = t8**2

t35 = t4*t33*t32

t38 = yk*t33*ym*t32
t41 = t33*t2*t32

t42 = ym*yk

t43 = 2*t42

t45 = t3*t33*t32

t48 = xk*xm*t33*t32
t51 = t1*t33*t32

t52 = t1+t2+t3+t4+ym*xm*t8*wb*g*t5+t8*t14*q*xk*t5+t8*yk*wb*g*xm*t1l

#7-t24+yk*xk*t8*Wb*q*t17 +t35-2%t38+t41-t43+t45-2%t48+t51
t53 = 1/t8
t56 = exp(-t53*t52/4)

t58 = t33*sm
t63 = t30**2
t64 = t31**2
t65 = t64*t63
t66 = t33**2
t71 = sm*t5
t72 = t33*t8
t73 = ax*t72

t74 = t73*t71
t76 = t1l4*xk*q
t79 = t14*xm*q

t81 = bx*t72

t82 = t81*t71
t84 = sm*tl7
t85 = t81*t84
t86 = yk*q

t88 = wb*xm*t86

t90 = t73*t84

t93 = t66*sm

t94 = ax*t93

t99 = wb*xk*t86

t101 = bx*t93

t120 = 2*t4*t32*t94+t99*t82 +t3+t4+2*t1*t32*t101-4*t42*t32*t94 +2*t2
#*t32*%194-4*23*t32*t101-4*bx*yk*ym*t58-2*t35-2*t41

t159 = sm*t72

t165 = -2*t1*ax*t58-2*t3*ax*t58+t4*t66*t65+t2*t66*t65+4*t48+t99*t9
#0-4*t8-4*t31*t30*t72-4*bx*t159-4*ax*t159+t79*t85

t173 = -1/sm*t53*(-4*ax*xk*xm*t58+t1-2*yk*ym*t66*t65+t76*t74+t2+t7
#9KtT74+176*t82-t24+t88*t85+t88*t90+t120-2*t45-2*t51-2*xk*xm*t66*t65
#+4*t38-t43+2*t3*t32*t101-2*t2*¥bx*t58-2*t4*bx*t58 +t3*t66*t65+t1*t66
#*t65+t165)*0.3141592653589793D1*t56/8

Element S,

tl = xk**2

t2 = yk**2

t3 = xm**2

t4 = ym**2

t5 = cmplx(0.D0,4.D0)

t8 = sig**2

t17 = cmplx(0.D0,-4.D0)

t30 = g**2

t31 = wb**2

t32 = t31*t30

t33 = t8**2

t52 = t1+t2+t3+t4+ym*xm*t8*wb*q*t5
#+t8*ym*wb*g*xk*t5+t8*yk*wb*g*xm*
#117-2*xkAxm+yk*xk*t8*wb*q*t17 4 t4*t33*t32
#-2¥yk*t33*ym*t32+t33*t2*t3
#2-2*ym*yk+t3*t33*£32-2* xkFxm*t33*t32+ t1*t33*t32
t56 = exp(-1/t8*t52/4)

t58 = 0.3141592653589793D1*t8*t5

Korzystajgc z obu blokdw mozemy
wyznaczy¢ wszystkie elementy
macierzowe

- catkowanie wykonane analitycznie
w programie MAPLE
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Macierze sg rzadkie co mozna wykorzystac jesli sg duze, a my nie potrzebujemy
wszystkicj wartosci/wektoréw wtasnych.
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Macierz catek przekrywania

n=20 X 20, Sym/20000
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E [meV]

Widmo energii e = fiy, = 10meV

180

|
160 ’*IO’"*;*&*I:‘E’W
AR
50 DYVAAXRXY
140 NMAKK
)0'0’0'"
120 T % w |
100 = )“'
30 |
80 £
= Y
60 20 |
40 %
20 o 10 |
o
U Q 0 I
©
2 ! 2 S 4 5 0 0.5 1 15 >
B [T] B [T]

Przecinajgce sie linie na wykresach oznaczajg degeneracje stanéw
(identyczne wartosci wtasne macierzy H)
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@ (@,y)l*, B = Elhw, /) = 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5

brak symetrii

hwy = hw, = 10meV

stany o tej samej energii
mieszajg sie ze soba

degeneracje: (2,3) (4,5,6) (7,8,9,10)

symetria rozwigzan
wymuszona

hw, = 10meV
fuo,, = 10.01 meV

degeneracja wartosci wtasnych
zniesiona - mieszanie
standéw o tej samej
energii nie wystepuje




|U(z,9)]?, B,=0.1T

hw, = hw, = 10meV

Operator energii posiada symetrie obrotowa
- dlatego rozwigzania muszg jg odtwarzac

stany z zerowg gestoscig w srodku majg niezerowy moment pedu
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Rozktad SVD (Singular Value Decomposition)

Macierz, w ogélnym przypadku prostokatna
Rm™n chcemy zapisa¢ w postaci iloczynu

ai a2 e Q1M - a1in \
ao1 a9 c. c. ce aon,
A = ,

Am1 am?2 Amn )

( U11 U112 ... Uk \
U21  U22

= X

K Um1 oo Umk )
V11 V12 ... UVipn ... Uin
V21 V22 ... V2, ... V2n

Vi1 Uk2 ... ce oo UVkn

A=UsVT \:

———

- o O

o O o O
o O o O

N—



Jak wyznaczy¢ rozktad SVD?

[V vt/

U =AV

dla

mozemy zapisac

je{l,2,...,n}

A’Uj = O'j’LLj

AT

ATA?Jj

VE=UTA

T e . .
A" u; = 0,05

/

T
O'jA ’U,j

2

Najpierw rozwigzujemy problem wtasny (np. metoda Lanczosa)

ATA’Uj = 0'2-’Uj

J

a nastepnie szukamy macierzy U

A=UxXV"T

V./

VA=UY /-x2!

U=Y"1vA

(:>0j>0
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Zastosowania rozktadu SVD:

1. Rozwigzywanie uktadow réwnan

Axr = b,
UsViz = b, ut./
Utmevts = Uy, >/
VIie = 71UTy, V.
r = VITiuts,

2. Rozwigzanie uktadu nadokreslonego
(problem najmniejszych kwadratow)

Ax = b, At/
AT Az = ATy, (ATA)~1. )
r = A,

Al jest pseudoodwrotnoscig macierzy A.

AI _ (ATA)—lAT

Poniewaz m>n, SVD ma postac

)
A= g
U(O)V

Y =diag(o1,092,...,0p)
A' mozna wyrazi¢ poprzez SVD
Al=v (zTho) Ut

| znalez¢ rozwigzanie

=V (Z7'0)U"b

0'j>0
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3. Kompresja obrazu

SVD mozemy zapisac jako

A=UxXV"T

lub operujgc na wektorach

n
_— . . T
j=1

wowczas zaktadajgc k<n dostajemy przyblizenie macierzy A (k-rank)

k<n
(k) _ R
AV = OjUfV;
j=1

Przyktad na nastepnym slajdzie
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