Szybka transformacja Fouriera
(FFT - Fast Fourier Transform)

Plan wyktadu:
1. Transformacja Fouriera, iloczyn skalarny
2. DFT - dyskretna transformacja Fouriera
3. FFT - szybka transformacja Fouriera
a) algorytm Cooleya-Tukeya (radix-2)
b) algorytm PFA
c) wielowymiarowe FFT
4. Przyktady zastosowan:
- mnozenie wielomiandw,
- odszumianie sygnatu,

- rozwigzanie réwnania Poissona,
- catkowanie



FFT - szybka transformacja Fouriera

« jesli funkcja f(x) jest okresowa wéwczas zamiast wielomiandw
do jej interpolacji (aproksymaciji) lepiej uzy¢ wielomianéw
trygonometrycznych tj. rozwing¢ funkcje w szereg Fourieral

» dla funkcji okresowej o okresie Xmax=21:

f(x) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

k=1 Jak liczymy czynnik normalizacyjny?
1 1 [ . T f 2T
Ak = — f(x) cos(kx)dx b = p f(z) sin(kz)dx /sin2 xdr = /COS2 T dr = 5 =0

» funkcje mozemy tez zapisa¢ w postaci zespolonego szeregu Fouriera

Ey(x) = " = cos(kx) + I sin(kx) I=+v-1

Jak liczymy czynnik normalizacyjny?
[©.@)
f@)~ D fk)e'™ ;

k=—o0 /]elkx\zdxzflda::%T

— T

f = o | fla)e s



FFT - szybka transformacja Fouriera

 jesli funkcja f(x) jest rzeczywista wowczas ,, zwykty” szereg Fouriera jest
czescig rzeczywistg zespolonego szeregu Fouriera

Flk) = % / f(x) [cos(kx) — I sin(kx)] dx = %(ak — Iby), k>0

« dla ciggu wspotczynnikow
[ak]Zio [bk]zozl
definiujemy
bop =0 |
a_jp — ag Ck, — §(ak—1bk)
b_i = —bg

co prowadzi do zaleznosci pomiedzy szeregiem rzeczywistym i zespolonym

n

f(iU) - % + Z [ak COS(k‘QC) + bk; Sln(k'x)} = Z CkeIkx

k=1 k=—n

- dla sygnatu rzeczywistego wspoétczynniki a, lub b, mogg by¢ wszystkie rowne 0



FFT - szybka transformacja Fouriera

Funkcje

Ei(x) = elk’m,

k=0,+1,42 ...

generujg cigg ortonormalnych funkcji w zespolonej przestrzeni Hilberta.

lloczyn skalarny w tej przestrzeni:

(19) = 5 [ £ @g(a)ds

1 ™

1 s
2_ G—Ikazelnwdx

T J—x
2i " el(n—k)xdx

T J—n

1 el(n—kz)x T=m )
on I(n—k)| ___

Funkcje En stanowig baze ortogonalna.

— n#k



FFT - szybka transformacja Fouriera

« dysponujgc tablicg wartosci funkcji f i g w weztach siatki,
iloczyn wewnetrzny (skalarny) mozna zapisa¢ w postaci dyskretnej:

ACC — aijLCB

foo = fz,,., - ten sam punkt

o x1 T2 A3 LIN—-1 Tmax
I I I I I I | I |
0 1 2 3 N —-1N
N—1
(f9) = [ (zi)g(zj)Ax
§=0
N—1 .
= . f*(ijQIxj)%
7=0
| | N2 . .
= Tmax Nj0f< N) ( N)
- N-—1
| {(fr9) _
= Tmaz | fi 9 - S (f,9)n
L j:O




FFT - szybka transformacja Fouriera

« funkcje eksponencjalne majg by¢ periodyczne w dowolnie okreslonym przedziale [0,Xmax]

stosujemy podstawienie: k = kAkr x; = JAx

Ek(x) _ iR T ezﬁs(w-l-xmaw) — AT SiRTmax

eimxmam _ eikAmNAx _ 6ik27r
ANAx = 27
Ap — 27
A NAx - element odlegtosci w przestrzeni odwrotnej
e 27 k j - w wyktadniku brak zaleznosci
_ WRT; 1
Ep(z;) =" =" ¥ od dtugosci




FFT - szybka transformacja Fouriera

Wtasnosci iloczynu wewnetrznego/skalarnego:

<f7f>N'2iO
<04f‘|‘597h>N — C\f<f, h>N +6<gvh>N

oraz zwigzek z norma euklidesowg

[fll2 =V {f, P
Dla kazdego
1 Emcz
N >1 = N
> 1 mmmw> (B, Ep)N { 0 k]_vm ¢ 7
Dowaod N—1 . N—-1
R 27” (L [e—wuc m)/N]
N N N
7=0 7=0
Uwaga:
brak wezta j=N
e 2ml(k=m)/N _ 1 o k—m cZ bo jest on réwnowazny j=0
N E,(x) sq okresowe



FFT - szybka transformacja Fouriera

Dla pozostatych przypadkéw mozna sie postuzy¢ wyrazeniem na sume szeregu:

N-—-1
N=2"" N£1

7=0

oAV —1
A—1

co daje cos [2m(k —m)] =1
627rI(k:—m) 1

_ sin |27(k —m)| =0
o2rl(k—m)/N _ 1 0 27 )

ze wzgledu na posta¢ licznika.

Funkcje E, (x) tworzg cigg ortogonalnych (ortonormalnych) jednomianow eksponencjalnych,
z ktérych mozna utworzy¢ ,wielomian”:

N—-1 N—1
P(CC) _ CkeikAna: _ Z Ck(eiAmx)k
k=0 k=0
N—-1
= CkEk($)
k=0

Wielomian eksponencjalny moze postuzy¢ do interpolacji/aproksymacji funkcji f(x).



FFT - szybka transformacja Fouriera

Zatbézmy, ze jej wartosci sg okreslone na siatce zbudowanej z réwnoodlegtych weztow:

21y . 2 22w (N —1) 27
T = ——, =0,1,...,N—1 -
J N J A NN N
Wielomian interpolujgcy ma wéwczas postac
Uwaga:
— nie uwzgledniamy punktu
f(z) = P(z) = Z ek Eg(2) 21 bo jest on

powtdrzeniem wezta X,

Wspotczynniki znajdziemy liczac iloczyny skalarne (lewa i prawa strona)
z kolejnymi jednomianami E

N— N-1
g k{Ek, Em) = E CkOk,m = Cm

Ciag wspotczynnikéw c_ wyznaczanych zgodnie z powyzszym wzorem definiuje
dyskretna transformate Fouriera (DFT - to wynik przeksztatcenia).

N—-1

flay) = = > {f, Ex)Ex(x;)

k=0

W metodzie najmniejszych kwadratéw wielomian ten moze postuzy¢ do
aproksymacji funkcji f(x), gdy stopien wielomianu aproksymujgcego jest mniejszy od N-1.



FFT - szybka transformacja Fouriera

DFT mozna zapisac¢ wykorzystujgc posta¢ macierzowa

EFf=c
E()(LB()) Eo(xl) ce Eo(CUN_l) f(x()) Co
El(aio) E1<5131) ce El(mN—l) f(ﬂ?l) _ C1
En_1(x0) EN—.1($1) e EN—1<$N—1) f(x].\f—l) CN.—l

Transformate mozna znalez¢ wykonujac ,tylko” mnozenie wektora przez macierz. Ale
w ten sposéb nalezy wykonac¢ O(N?) operacji arytmetycznych.

Jednakze macierz E ma specyficzng postac - jej elementy sg ze sobg Scisle powigzane
co mozna wykorzysta¢ w celu zmniejszenia naktadu obliczen.

Dzieki FFT liczba wykonywanych operacji moze zmale¢ do wartosci O(Nlog,N).

N N? N -loga(N)
1024 1048576 10240
4096 16777216 49152

16384 268435456 229375
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FFT - szybka transformacja Fouriera

Algorytm radix-2

Najprostszy algorytm FFT to radix-2 (Cooley-Tukey) opracowany w latach 60
XX wieku w celu szybkiej analizy danych sejsmologicznych.

Naszym zadaniem jest obliczenie wspodtczynnikdéw transformaty Fouriera (DFT)
c,, ale wykonujac jak najmniej obliczen.

Zaktadamy ze catkowita liczba weztéw jest potegg 2:

21 .
. = —_
J N]
j = 0,1,2,...,N—1
N = 2" reN

C. — Ekf ZEk’ :L‘J )

2

= f z;)exp (—Ix;k)

7=0
N—-1
2T
= ; —I— 9k
7=0 f] o ( NJ )

11



FFT - szybka transformacja Fouriera

Osobno grupujemy sktadniki

parzyste nieparzyste

j=2m 17=2m+1

N _1
e 2T
Cr, = fomexp (—I—(Qm)k)
m=0 N
N_1
e 2T
+ Jom+1€xp (—IW(Qm + 1)k>

m=0

N_1

e 2T
Cr = Z fomexp (—IN—/2mk>

m=0
N_1

27 & 27
—|—€$p <_Iﬁk) Z f2m+1€l'p (—IN—/ka’>

m=0

12



FFT - szybka transformacja Fouriera

N
&_j

p= X fameap (<15 mh )

] 2T
Ck = Pk + Prqr dk = Z fomy1exp (_IN—/ka)

Korzystamy teraz z okresowosci wyrazoéw p, oraz q,:

(nie musimy wyznaczac wszystkich

Pk+N/2 = Pk drk+N/2 = 4k wspoétczynnikéw - tylko potowe)
B ]27T o N
Natomiast czynnik fazowy ma PetN/2 = ©XP N 2
nastepujgcag wiasnos¢: [27Tk I27T N
= eX — 1 — X — 1L — —/—
PATINY) P AT N 2
2T
= — —I—k | =—
o (1254) =
13




FFT - szybka transformacja Fouriera

Uwagi:

a) wspotczynniki p, oraz q, mozna wyliczy¢ dzieki DFT naktadem O(N/2)?=0(N?/4)

b) dodatkowo oszczedzamy czas wyznaczajac tylko wspotczynniki dla

N

k< —

2

poniewaz
Pk + ©xgk, k<&
C —

N
Pr—y —$PrQp-y, k=73

c) kolejnym krokiem w FFT jest podziat sum w p, oraz w g, na sumy zawierajgce
tylko elementy parzyste i nieparzyste

d) po podziale liczba elementéw w kazdej z dwdch powstatych sum jest dwukrotnie
mniejsza niz w elemencie macierzystym

e) proces rekurencyjnego podziatu konczymy, gdy liczba elementéw jest rowna 1

14



FFT - szybka transformacja Fouriera

FFT z rozktadem na czynniki pierwsze (PFA - Prime Factor Algorithm)

Liczbe naturalng mozemy zapisac jako N =1riry.. T

gdzie: r, s liczbami pierwszymi przyktad N=56=2-2-2-T7

Idea algorytmu PFA polega na zastgpieniu obliczen DFT w jednym wymiarze (skala N2),
na obliczeniu iloczynu p transformat DFT skalujgcych sie jak

2 2 2
Ty T2y s Tps

Algorytm PFA zmniejsza naktad obliczen z N2 do N(r,+r,+...41)
Zaktadamy, ze funkcja f(x) jest stablicowana w n weztach

_ -0 1
ajj_T’ J=uU, 1 ...,n—

Funcje rozwijamy w bazie wielomianéw eksponencjalnych

n—1

F(x) = Z cpet

k=0

15




FFT - szybka transformacja Fouriera

Wykorzystujgc wiasnosci wielomiandw, wspotczynniki rozwiniecia zapisujemy w postaci

1 n—1
Cp = — g flz)e " i k=0,1,...,n—1
n
J=0
Oznaczenia:
w = exp (—Z?f) n—1
Cr = g ajwkj
_ 1 27y ~_
aj; = nf( n ) §=
Rozktadamy liczbe weztéw na iloczyn liczb pierwszych:
n=mrirz...Tp
| wprowadzamy kolejne oznaczenia:
p
1=v+1

v=0,1,...,p—1

16



FFT - szybka transformacja Fouriera

Zmienng k zapisujemy w postaci:

- p ) p—1 [
k=oaing +agny + ...+ apny, > k= E : n; ]_u:Z i+1
1=v—+1 Ny =V o

0416{0,1,...,7“1—1}

az €{0,1,...,79 — 1} k, <n,, v=0,1,...,p

a, €4{0,1,...,r, — 1}

_ _ _ W wyktadniku funkcji exp mamy wyraz
| podobnie utamek j/n:

.j ll l2 lp 1
_:——I———|— ]‘C] p p l,/_|_1
n no ni Np—1 Y = oy
. - (Zamz> (Z =
1=1 v=0
p—ll , p
L €{0,1,...,r1 —1} = Z;* (Zaim)juM
lo €{0,1,...,79 — 1} v=0 Y \i=v+1
. p—1
g l,11k,
: _ Z +1 LM
l, €{0,1,...,r, — 1} — n
MeZ

podstawmy ten wynik do rozwiniecia 17



FFT - szybka transformacja Fouriera

Wykorzystujemy uzyskany wynik do obliczenia w¥

p—1 L1k uwaga:
= exp| —2m Z n, +M exp (i M2m) =1

n—1 .
Cp, = f(z;) exp (—z k27r‘7>

; n n
7=0
n—1
_ f(xj)wlcj
; n
7=0

18



FFT - szybka transformacja Fouriera

Wykorzystujemy teraz zaleznos¢ pomiedzy wskaznikiem j a I ,1,,...,1, w sumowaniu

j:ll-l—lng-|—...—|—lp7“17“2...7“p

Sume po j mozemy zapisac jako

n—1 ri—1rqe—1 rp—1
= D D D
= 1,=0 I5=0  1,=0

poniewaz kazdg wartosc¢ j realizuje odpowiednia kombinacja wskaznikéw 1,1,,...,1 .

To przejscie pozwala zapisa¢ wspotczynnik c, jako
iloczyn p transformat DFT jednowymiarowych

Cr, = C(ll,lz,... lp)
ri—1ro—1 Tp_l
E E E koli,, kil kp_1l
= l]_,l2,... l) 001 112...wp111 P
11=0 15=0  1,=0

19



FFT - szybka transformacja Fouriera

Startujemy od obliczenia jednowymiarowego DFT dla wartosci funkcji w weztach, ktérych

indeksy zaleza od aktualnych wartosci I,L,....|

Z; )
CO = f<n3)7 J 2211 %—l2T1-+-...#-lpTlTQ - Tp

Takich transformat bedzie n/r, a wyznaczenie kazdej z nich wigze sig
z naktadem obliczen rzedu (r)?

rp—1
kp_1l
C(l)(117 12, « ooy ap) pr— Z C(O)(l17 l2’ o« e 7lp)wpzill p
1, =0
nastepnie obliczamy
’I"p_l—l
kp_olp—
6(2)(l17 l27 ooy Qp—1, Oép) — Z C(l)(ll’ l2’ T 7lp—17 Oép)wpi; o
lp—1=0

Po wyznaczeniu w ten sposéb p transformat dostajemy zadany wspétczynnik ¢, (procedure
powtarzamy dla kazdej wartosci k)

7‘1—1
~1 kol
Cp = c(p)(al, Q... Qp_1,0p) = E P )(ll, Q..o Oy, O )W,
11=0
20




FFT - szybka transformacja Fouriera

Inne algorytmy FFT

* Split-radix - modyfikacja algorytmu Cooleya-Tukeya. W kazdym kroku DFT jest wyrazana
jako suma DFT dla N/2 oraz dwoch DFT dla N/4. Jest to najszybszy algorytm FFT.

* DST (discrete sine transform) oraz DCT (discrete cosine transform)
- transformaty sinusowa i kosinusowa, optaca sie je stosowac gdy transformacje
przeprowadzamy na funkcjach rzeczywistych. Unikamy w ten sposdb operacji na liczbach
zespolonych co jest kosztowne.

21



FFT - szybka transformacja Fouriera

Wielowymiarowa FFT

Transformacja Fouriera jest operacja liniowa, zatem w przypadku d-wymiarowym
mozemy dokonac d transformacji niezaleznych.

Wspotczynnki wyznacza sie stosujgc algorytm jednowymiarowego FFT
kolejno dla kazdego z wymiardw.

N = NiNy...Ng4

N1 Noa Ng

. Jik1 2k Jakad
Ck1,ka,....kq — Z Z Z Fiv o ja €XD (—z 2T ( + + ...+ —))

N N N
j1=0j2=0  j4=0 1 2 d

22



FFT - szybka transformacja Fouriera

Zastosowania FFT;
1) interpolacja, aproksymacja
2) szybkie mnozenie wielomiandw

3) cyfrowe przetwarzanie sygnatu
(np. odszumianie, analiza widma czestotliwosci)

4) kompresja danych
5) analiza sygnatéw czasowych (korelacja, splot)
6) rozwigzywanie réwnah rézniczkowych (row. Poissona)

7) catkowanie (splot)

23



FFT - szybka transformacja Fouriera

Szybkie mnozenie wielomiandow przy uzyciu FFT

Chcemy obliczy¢ iloczyn dwdoch wielomianéw

P(x) = Z a;x"

Jesli stopnie wielomiandw sg rézne to je wyréwnujemy dodajac do
wielomianu nizszego stopnia wspotczynniki réwne 0.

lloczyn wielomianéw

n—1 n—1
R(x) = P(x)Q(x)= Z a;x" Z bz’
i=0 =0
n—1

= E CL@bjCL’H_j

i,j=0
Dokonujemy reindeksacji wskaznikéw

iti=k — j=k—i

24



FFT - szybka transformacja Fouriera

Po reindeksacji dostajemy

= E Ck;afk

k=0

n—1
2n—2 on—1 Cr = E a;bg—;
R( E E azbk; i =0
k=0 2=0

M Can—1 =0

g

Jesli wspétczynniki wielomiandéw a, oraz b, potraktujemy jako wspotrzedne wektoréw

a = [CL(),Cbl, s 7an—1]

b= [b07b17 . '7bn—1]

to wektor ¢ jest ich splotem:

c=axb

Korzystajgc z definicji tranformacji Fouriera dla splotu funkcji mozemy zapisac

c=FFT~' |FFT(a)FFT(b) Wektory a i b powiekszamy

wiec dodatkowe elementy
zerujemy (bo ich nie ma):

— [aOaa’la"'7an—17an7°"7a’2n—1]

ol |

— [b07b17'"7bn—17bn7---962n_]_] az,bz:O@Z>’n—1

25



FFT - szybka transformacja Fouriera

Przyktad:
Filtracja sygnatu (aproksymacja) f(z) = cos(z) + cos(2x) + cos(3z)
5 ' f(x)+:szum T 500 ; | : -
4 f(x) — | F(w)
‘ | 400 | ]
300 | ]
_ FFT
> 200 | ]
100 | ]
o)}
_4 1 1 1 1 1 -100
0 200 400 600 800 1000 1200 0 20 40 60 80 100
3 T T T T T 250000 I ! I 2 T
% é (%) —!— IF(o)? ——
25 odszumiony pPe i
5 | [ | 200000 | -
15 | [ Krvminaci
Dyskryminacja 150000 | i
1f - szumu
[ -
0.5 | ' - FET1 100000 | .
ol ]
05 | . 50000 | .
1k ]
0 | .Y Lo A Jh'u A
1.5 0O 20 40 60 80 100 26

0 200 400 600 800 1000 1200



FFT - szybka transformacja Fouriera

Rozwigzywanie rownania Poissona (2D, 3D)

V2Vr = Pr
dokonujemy transformacji (FFT) catego rownania 5
(do przestrzeni odwrotnej) Vi = pi
skad juz tatwo wyznaczymy V, V., = Pk
L2
i gotowe rozwigzanie (w przestrzeni rzeczywistej) V. = FFT_l{Vk:}

Uwaga: musimy jeszcze uwzgledni¢ warunki brzegowe (WB)
1) jedli WB sa typu Dirichleta Vilbrzeg = Vi # 0
to wykonujemy DST-FFT dla wnetrza obszaru, a WB uwzgledniamy dokonujac transformat
potencjatu na brzegach - wyniki dodajemy
2) jesli WB sg typu Neumanna
aV,

r
% ‘bfr’zeg =0

to wowczas stosujemy DCT-FFT dla wnetrza obszaru. WB sg automatycznie spetnione. 27



FFT - szybka transformacja Fouriera

Catkowanie poprzez liczenie splotu

Chcemy obliczy¢ catke oddziatywania dwéch gestosci tadunku/materii

/ dr1/ dr, p1(71)p2(72)
|7“1 Tz\k

ktora zawiera osobliwosé.

Catke mozemy zapisac nieco inaczej
b b
C:/ drip1(m)V(ry) === V() :/ drapa(r2) f(r1 — 72)

Potencjat V(r,) jest splotem dwdch funkcji: gestosci i funkgji f.
Mozna wiec wykorzystac tu twierdzenie o splocie i jego transformacie:

FFT{V} = FFT{ps  f} = FFT{ps} - FFT{f}

Nastepnie wykonujemy transformacje odwrotng ostatniego iloczynu co daje
poszukiwany potencjat V(r).

28



FFT - szybka transformacja Fouriera

1

Generowanie pola predkosci w rownaniu adwekcji

0.8
0.6

Réwnanie adwekcji

0.4

0.2

du -

Zadajemy funkcje wirowosci

¢(z,y) = exp (_ (z — 20)” + (y — y0)2>

25
202 20
15
. . : : . . 10
Rozwigzujgc rownanie Poissona dla funkcji strumienia W(x,y) 5
0
VA0 = ¢ 5
oV
zWB (DCT - FFTW) — =0
on
mozemy otrzymacd pole predkosci
100 T 20 100 — T 20
% & 18 15 90 ‘B 5
ov | 27 M 10 oV | & r 1l P
V,=—7° 1 . Vy=——7—| ¢ .
Oy | e 7 0x | 6ot 10 °
50 1 0 50 11 ©
40 § 1H -5 40 1M 5
30 - 30 L i
20 + 7 00 |- {10
10 F 1 10 L Il BE
O . . . . - L . L . '20 0 Il | | | Ii 1 | | | _20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 29



FFT - szybka transformacja Fouriera

Rozwigzanie - plamka oleju poruszajgca sie po powierzchnii cieczy

du -

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100
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