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generatory liczb pseudolosowych

Plan wyktadu:
* liniowe generatory o rozktadzie réwnomiernym
« generatory o dowolnym rozktadzie prawdopodobienstwa
« metoda odwracania dystrybuanty
* metoda eliminacji
* rozktad dyskretny

* generatory o rozktadach wielowymiarowych

« rozktad rbwnomierny na sferze i kuli w R™
« dwuwymiarowy rozktad normalny

« testowanie generatoréw

« testy zgodnosci z rozktadem: y?
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Generatory o rozktadzie rownomiernym

generatory
liczb losowych

programowe
(komputerowe)

Najprostsze generatory liczb losowych to generatory fizyczne wykorzystujgce

« szumy uktadéw elektronicznych
* promieniotwdrczosé

« zalety: dostajemy ciagi liczb losowych (niezalezne, nieskorelowane)

* wady: wymagana ciggta kalibracja (testowanie parametrow),
ktopoty techniczne z obstuga,
brak powtarzalnosci serii

Wtasnosci generatoréw komputerowych

» tatwosc obstugi

* mozliwos$¢ generowania dowolnego rozktadu
» dowolna liczba wymiaréw

* powtarzalnos¢ ciggéw generowanych liczb
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Jak pracujg komputerowe generatory liczby?

1) Tworzony jest cigg liczb nieujemnych (naturalnych)

X07X17X27°"7Xn

o rozktadzie rownomiernym wedtug wybranego algorytmu.
Liczby ograniczone sg od gory przez reprezentacje,
np. dla k=32 bitowej reprezentacji liczby catkowitej bez znaku, kres gérny

m = 2°7

X07 00 '7XI/—1 XV7XI/—|—17 GO0 7X1/+P—17X1/—|—P7 GO

Taq To

T, - okres aperiodycznosci ciggu
T, - okres ciggu

2) Aby uzyskac liczby ,rzeczywiste” dokonujemy przeksztatcenia

X
U:—:>Ui€(0,1]

m

3) Dokonujemy kolejnej transformacji ciggu aby uzyskac cigg o zadanym rozktadzie
prawdopodobiehstwa (normalny, wielomianowy, etc.)
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Generatory liniowe

Generatory liniowe tworzg cigg liczb wedtug schematu:
Xni1 = (a1 Xp+a2 X1+ ...+ axXn_gsr1+c) mod m

gdzie: a,, a,,...,a,, ¢, m - parametry generatora (ustalone liczby)
Operacje

r=(a modn), a,n,réez
nazywamy dzieleniem modulo a jej wynikiem jest reszta z dzielenia liczb

catkowitych a i n.

Lub inaczej: r jest kongruentne do a modulo n jesli n jest dzielnikiem a-r.

a
azrmodnir:a—{—Jn
n

Generatory wykorzystujgce operacje dzielenia modulo to generatory
kongruentne lub kongruencyjne.

Przykiad
19 mod 6 =1 15 mod 6 =3
18 mod 6 =0 14 mod 6 =2
17 mod 6 =5 13 mod 6 =1
16 mod 6 =4 12 mod 6 =0
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Xni1 = (a1 X, +a2 X1+ ...+ axXn_gr1+c) mod m

Aby wygenerowac cigqg liczb pseudolosowych nalezy zdefiniowac jego parametry.

* liczby Xo, X1, Xo,..., Xk

nazywamy ziarnem generatora (seed)

Dla bardziej rozbudowanych generatoréw liczby te otrzymujemy
z innego generatora lub np. uzywajac zegara systemowego (X,).

* najprostszy generator liniowy ma dwie odmiany

« generator multiplikatywny | ¢ =20

 generator mieszany c#0

« maksymalny okres generatora liniowego to (m-1)
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* najprostszy generator multiplikatywny

Xit1 =aX;—1 mod m

Xl = CLX() — mk1
XQ = CL2X0 — mkg — mkla

X5 = a* Xy — mks — mkoa — mkia®

X, =a" Xy — m(kn + kp—1a+ ...+ klan_l)

ostatnie rownanie mozna zapisa¢ w postaci

X,, =a" Xy mod m

« wybdr X, determinuje wszystkie liczby w generowanym ciggu (a i m sg ustalone)
» dziata w sposdb catkowicie deterministyczny !!!

« catkowity brak losowosci

» taki generator jest NIEPRZYDATNY
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przyktad: Wptyw parametréw generatora na wyznaczane ciagi liczb

X'i — G,Xi_l mod ].1, Xo =1

i=0| 1

1 1

2

3

4

5

6 9 5 a 3
7 7 8 6 2
8 3 4 9 5
9 6 2 8 7
10 1 1 1 1

» okres generatora zalezy od jego parametréw
» Zle dobrane parametry ograniczajg okres generatora
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» okres generatora multiplikatywnego

T =min{i: X; = Xg,i > 0}
« maksymalny okres generatora multiplikatywnego uzyskujemy dla

™= D/P £ 1 mod m

Gdy m jest liczbg pierwszg a p jest czynnikiem pierwszym liczby (m-1).

przyktad: wykorzystujemy liczby Mersenne'a
(ktére dosc czesto sa liczbami pierwszymi)

m=2P —1 > p=3l=m=2-1, a="7°

« okres generatora

T =2 _9

* liczby
U={U;,1<i<T}

wystepujg doktadnie 1 raz w pojedynczym okresie generatora
» Srednia odlegtos¢ pomiedzy najblizszymi sgsiadami

1

_ —10
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Rozktad przestrzenny ciagu

» wadga generatoréw multiplikatywnych jest nieréwnomierne pokrycie d-wymiarowej kostki (19)

« generowane liczby lokalizujg sie na hiperptaszczyznach, ktérych potozenie uzaleznione
jest od parametrow generatora

* jak badamy pojawienie sie zaleznosci miedzy kolejnymi elementami ciggu?
tworzymy ciggi wektorow d-wymiarowych z wylosowanych liczb

« wektory utworzone z czesSciowo przekrywajgcych sie ciggow liczb

(Ul,UQ,. . .,Ud), (UQ,Ug, .. .,Ud_|_1), ce

« wektory utworzone z ciggdéw rozdzielnych

(U1, Us, ..., Uq), (Uas1, Ugsa, . .., Usa), . ..

10
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przyktad: generator multiplikatywny - korelacja elementdw ciggu - test graficzny

Xi == aXi_l mod 11

—
p—

1
10-/ 101
91 91
8- 8-
7- 7
Zisy Z Zis 2
4 4
31 3
21 21
1' // N
00 1334 567 8 5101 0
Z; Z;
(a) (b)
whioski:

« czesc przestrzeni nie jest pokryta punktami - zostaje wytgczona z obliczen
« ewidentny brak losowosci

* zmiana parametréw nie eliminuje wady

11
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Podstawowe parametry statystyczne generatora o rozktadzie rownomiernym U(0,1)

« zaktadamy, ze generator dostarcza liczb losowych o rozktadzie jednorodnym
w zakresie x=(0,1), rozktad definiuje funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x)

b f()

» jesli generowany cigg liczb jest niezalezny to
wartosc oczekiwana zmiennej losowej
powinna wynosic

1 211
x 1
,u:/ flx)zdr =—| ==
=1
jej estymatorem jest srednia arytmetyczna
1 N
= Zl T
1=

12
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« wariancja rozktadu zdefiniowana jest jako drugi moment centralny

1 N
o=~ > (i —p)’
=1

» jesli parametry statystyczne generatora (ciggu generowanych przez niego liczb)
odbiegajg od powyzszych wartosci to jest on nieprzydatny (lub warunkowo przydatny)

« ponadto wspotczynniki autokorelacji elementéw ciggu powinny wynosi¢ 0

13
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Funkcja autokorelacji

opisuje zaleznos¢ elementéw ciggu od wyrazdw poprzednich

definicja

El(Xy — p)(Xs — )]

0-2

R, =

oraz wzor dla ciggu skohczonego (r=s-t to przesuniecie elementéw)

* inaczej: opisuje zwigzek pomiedzy elementami dwéch szeregéw
- danego i przesunietego o r

» dla rozktadu jednorodnego R~0 oznacza brak korelacji pomiedzy elementami ciggu,
czyli rozktad liczb pseudolosowych jest stochastyczny (brak korelacji)

« w praktyce najsilniejsza jest korelacja miedzy kilkoma kolejnymi liczbami
pseudolooswymi, wyznacza sie funkcje autokorelacji dla

r=1,2,3,4,506
14
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przyktad: generatory multiplikatywne o dobrych wtasnosciach statystycznych

;= (1176 X, _1 + 1476 X; o + 1776 X;_3) mod (2*% — 5)

i = 2(X_1 + Xi_o + X;_3) mod (2°* = 5)

i = (1995X; 1 + 1998X; 5 + 2001X;_3) mod (2°° — 849)
2Y9(X;_1 + Xi_o + X;_3) mod (2°% — 1629)

* generatory te posiadajg maksymalny okres

T=m-—1

15
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Generatory (bitowe) na rejestrach przesuwnych

« tworzymy cigg bitéw b, otrzymywanych rekurencyjnie

bi:(albi_l—I—...—l—akbi_k)m0d2 r=k+1,k+2,...

ai,as,...,a; € {0,1} - parametry generatora sg bitami

bi,bo, ..., b € {0,1} - cigg inicjujacy

do tworzenia ciggu bitdw mozemy wykorzystac¢ operacje XOR

a | b laxorb > a xor b= (a+b) mod 2
0 0 0
0| 1 1 - jesli zatozymy, ze parametry generatora sg jedynkami
1 1
0 aﬂ:aﬂ:...:ajk:l
11 0

kolejny element ciggu tworzymy stosujgc operacje XOR sekwencyjnie

bi = b;_;, xor bj_;, xor ... xor b;_;,

» okres generatora w tej postaci to T=2F-1

« w praktyce uzywa sie tylko bitdw do generacji kolejnego (wieksza wydajnosc)

by = bi—p xor bi—q, p>q, p,qgeEN

16
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Generator bitowy Tauswortha

« wykorzystujemy cigg bitéw do obliczenia liczby pseudolosowej z przedziatu (0,1]
L
Ui=Y 27bisyj =0bser1. . bisrr, i=0,1,2,...
Jj=1

gdzie: s jest ustalong catkowitg liczbg nieujemna

- jeslis<L to do utworzenia U, oraz U, wykorzystywane sg elementy tego samego podciggu
. jeslis=L to U, oraz U_, sg tworzone z roztacznych fragmentéw ciggu globalnego

* cigg bitdw tatwo generuje sie przy uzyciu rejestrow przesuwnych
oraz bramek logicznych (XOR) - tatwa implementacja w jezyku C

 modyfikacja tego typu generatora to generator Mersenne Twister (1998)

« okres generatora jest ogromy T — 919937 _ 1

« generator potrafi wypetni¢ liczbami pseudolosowymi w sposdb jednorodny
623-wymiarowg kostke

U%0,1), d=623

17
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Generatory o dowolnym rozktadzie prawdopodobienstwa

* generator o rozktadzie jednorodnym U(0,1) to podstawowy typ generatora,
ktéry wykorzystywany jest do konstrukcji generatoréw o innych rozktadach

» do konstruowania generatoréw o dowolnym rozktadzie stosujemy

« metode odwracania dystrybuanty (najszybsza, ale nie zawsze stosowalna)
 metode tancuchow Markowa (szybka i skuteczna, ale wystepujag korelacje w ciggu)

* metode eliminacji von Neumanna (najwolniejsza, ale zawsze dziata)

18
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Metoda odwracania dystrybuanty

* rozktad prawdopodobienstwa w sposéb jednozanczny okreslajg dwie funkcje
dystybuanta rozktadu i funkcja gestosci prawdopodobienstwa

« dystrybuanta jest funkcjg niemalejgcg i prawostronnie ciggta

\ F(z)
lim F(x)=0
r—r— 00
F:R— R
lim F(x) =1
xr—r 00 :,C
T1 Hi)
 funkcja gestosci prawdopodobienstwa . dy§trybuanta [ fgp rozktadu sg ze .so,ba scisle
jest nieujemna i unormowana zwigzane (s miarg prawdopodobienstwa)
o0 T
f@zo, [ swde= )= [ fwiy
e a

« znajdzmy funkcje odwrtong dystrybuanty, co wéwczas uzyskamy?

U=F(z) = x=F 1), Ucl0,1, z¢& (—00,00)

« wstawiajac jako argument do funkcji odwrotnej liczbe losowg o rozktadzie jednorodnym U(0,1)
dokonujemy jej transformacji uzyskujac liczbe losowg o rozktadzie zdefiniowanym przez dystrybuante

19
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przyktad: metoda odwracania dystrybuanty - rozktad jednomianowy

« funkcja gestosci prawdopodobienhstwa to

f(@) = (n+1)a"

a pozostate parametry rozktadu przyjmijmy w postaci

xe [0, 1], n=1,223,...

« okreslamy funkcje opisujgcg dystrybuante

x xn—|—1
Flx)=(n+1 ' )'dx' = 1 =U
@) =) [ @) = )2
| uzalezniamy x od U
z = Ui, z € (0,1) - generator o rozktadzie
jednomianowym

20
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przyktad: metoda odwracania dystrybuanty - rozktad eksponencjalny

« funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu eksponencjalnego

f(x)=€e"7% x€][0,00)

» dystrybuanta

== - generator o rozktadzie
eksponencjalnym

21
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przyktad: metoda odwracania dystrybuanty - rozktad normailny N(O0,1)

« fgp to funkcja Gaussa

[ erf(x) - funkcja btedu ]

flx) =€
» dystrybuanta jest funkcjg btedu

x

F(x) = / e~ dx’ = erf(z)

— 0

» szukanie funkcji odwrotnej erf(x) jest kosztowne,
dlatego stosuje sie metode Boxa-Mullera.

u=0, s=1
u=0, s=2
u=0, s=3

22
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Metoda Boxa-Mullera dla rozktadu normailnego

» definiujemy fgp w 2D jako ztozenie dwdch funkcji gaussowskich

x2-|—y2

flx,y) = f(z) - fly)=e 2, 2,y € (—00,00)

« docelowo chcemy policzy¢ prawdopodobiehstwo

p(z,y) = f(z,y)dzdy

(czyli ze wylosowana liczba znajdzie sie w obszarze dxdy)
« dokonujemy transformacji: wspétrzedne kartezjanskie - wspéirzedne biegunowe

x = 1 cos(0) r & |0,00)

D P =zl+y
y = rsin(0) 0 € [0, 27]

« prawdopodobienstwo okresimy przy uzyciu nowych zmienych
- stosujemy prawo przenoszenia prawdopodobienstwa

p= f(x,y)dxdy = f(r,0)rdrdf

p(r,0) =r- e 2drdf - dokonaliSmy separacji zmiennych (r,8)

23



generatory liczb pseudolosowych

« wprowadzamy jeszcze raz nowg zmienng (utatwi nam to catkowanie)

2

z:%%dz:rdr, z € [0, 00)

p(z,0) = e *dzdf = f(2)dz-1-db

» dostalismy rozktad wyktadniczy, ktéry wiemy jak wygenerowac

f(z)=e7?* — z=—-In(1-U;), U;€(0,1)

nastepnie podstawiamy: r=1v2z=+/-2In(l —U)

* kat © ma rozktad jednorodny, wiec uzywamy generatora o rozktadzie jednorodnym

0="U,-2m, UQE(O,I)

- dla pary (U,,U,) dostajemy pare liczb losowych (x,y) z rozktadu N(0,1)

X =rcos(f) = +/—2In(1 — U;) cos(2nUs)
Y = rsin(f) = /—21n(1 — Uy) sin(27U3)

» jesli chcemy zmieni¢ parametry rozktadu normalnego, to dokonujemy transformacji liniowej

X=x-0+pu r e N(0,1) > X € N(u,0)
24
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Metoda eliminacji von Neumann’a

* chcemy wygenerowac cigg zmiennych losowych o gestosci prawdopodobienstwa f w przedziale [a,b]

« wartos¢ f jest w przedziale [a,b] ograniczona od géry przez statg d

Sposdb otrzymania ciggu zmiennych losowych o rozktadzie f(x) jest nastepujacy:

* losujemy dwie zmienne o rozktadzie réwnomiernym

U A
Ul S [Cl,b] U2 S [O,d] d """" Immmmmmmemmmmmes i
= cg(x):
« sprawdzamy warunek
Uy < f(Uh) = X =U,
« gdy powyzszy warunek nie jest spetniony wéwczas a b ):(

odrzucamy pare U, U,, jesli warunek jest spetniony
to zachowujemy nowy element Xi=U;

* losowanie wg tego schematu wykonujemy, az do uzyskania
odpowiednio licznego ciggu tj. zaakceptowanych liczb Xi=U;

* wygenerowany cigg liczb {Xi, X3, Xs,...} ma rozktad zdefiniowany
przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa f

25
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Generowanie ciagu liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie algorytmem Metropolisa

* modyfikujemy metode eliminacji: w standardowej postaci jest ona mato wydajna,
bo nierzadko odrzucamy wiekszos¢ wynikéw, dzieki algorytmowi Metropolisa
nie odrzucamy zadnego wyniku

+ akceptacje nowego potozenia (nowej liczby w ciggu) dokonujemy zgodnie z formutg

(i1, ;) = min (1’ %)

. jesli f(x) > f(x_,) to nowe potozenie akceptujemy zawsze
« w przeciwnym wypadku akceptacja nastepuje z prawdopodobienstwem f(x,)/f(x. )

» jesli nie akceptujemy nowego punktu to zatwierdzamy stary
(kazdy krok generuje nowy element ciggu)

* nowe, proponowane potozenie losujemy w taki sposdb, aby zachowana byta symetria
prawdopodobiehstwa przejscia miedzy dwoma stanami losowymi
(tzw. warunek detailed balance)

p(x; = xiy1) = p(Tig1 — T5)

26
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przyktad: zastosowanie algorytmu Metropolisa do generowania liczb pseudolosowych

* szukamy ciggu liczb pseudolosowych dla fgp

flz) = %x%‘x

* nowego proponowanego stanu losowego (liczby) szukamy w symetrycznym
wzgledem punktu x; przedziale o szerokosci 2

Tnew = T; + (2-U(0,1) — 1)

histogram generatora (Metropolis)

* nastepnie sprawdzamy warunki akceptacji nowego stanu dla f(x)=x2*exp(-x)/2
0-3 I I I I I I I I
teoretyczny ——
, A numeryczny
) T
h(x;—1,x;) = min (1, M) 0.25 | / \ .
f(xi-1) \
0.2 + \ .
X 015 | -
'I.’L <:> xnew < O O.I B .
Tit1 = X; —  Tpew >0 /\uEU(O,l)>h -
Tnew < Tpew >0 AueU(0,1)<h as | |
0 } 1 1

2 0 2 4 6 8 10 12 14 1¢
X 27
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Metoda odwracania dystrybuanty dla rozktadu dyskretnego

« w rozkfadzie dyskretnym mamy okreslone prawdopodobienstwo wylosowania danej liczby
(rozktad moze nie by¢ réwnomierny)

P{K=k}=p,, k=0,1,2,....M Zpk:1

* algorytm generowania ciggu zmiennych o rozktadzie dyskretnym:

1) przyjmujemy wartosci poczatkowe zmiennych:  K=0, S=p,

2) losujemy zmienng U o rozktadzie réwnomiernym z przedziatu [0,1]

3) sprawdzamy warunek: U<S
« jesli jest prawdziwy to zachowujemy X=k i dokonujemy kolejnego losowania (pkt. 1)
« jesli nie jest spetniony to iteracyjnie obliczamy (zwiekszamy S)

K=K+1, SZS—Fpk;

dopdki warunek jest spetniony, gdy przestanie by¢ prawdziwy
zachowujemy ostatnig wartos¢ K dotgczajgc jg do ciggu liczb

4) Kroki 1-3 wykonujemy az do uzyskania odpowiednio licznego ciggu

(K, K, K.}
28
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przyktad: odwracanie dystrybuanty dla rozktadu dyskretnego

k=0,1,2,3,4 — po=p1 =p2 =p3 =ps = 0.2

1.0
k=4 —
o
k=3 { E.-
A— ¢ 2 2
©o A 1l [{,
k=2 o ) &
U=0.73 o | &l 2
< Qo o 5
k=1 S| &4 Kl =
ol o Q.
o g_' 5 c+3
k=0 | L|&| T 7
0 Y 2y e Y Y
U = 0.73 K=0, S=py, U>S(?) TAK
K=1

=1, S=po+p, U>S(?) TAK

K=2  S=py+pi+p2, U>S(?) TAK

K:3, S:po + p1 + p2 + ps3, U > S(?) NIE (O73<08)

29
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Generatory o rozktadach wielowymiarowych

« zadanie mozna sformutowac nastepujgco:
nalezy wygenerowac cigg wielowymiarowych zmiennych (wektoréw) losowych
X = (X1, Xo,..., Xx)
ktérych rozktad prawdopodobienstwa ma gestosé
f(x1,x2,... k)
« do generacji takiego ciggu mozna stosowa¢ metode eliminacji,

ale w jej najprostszej postaci pojawiajg sie problemy z wydajnoscia
(duza liczba odrzuconych wynikéw)

Przyktad: Okresli¢ prawdopodobienstwo akceptacji wielowymiarowej zmiennej losowej
o rozktadzie rownomiernym na kuli jednostkowej (K, (0,1)).

« zastosujmy prosty algorytm eliminacji

* losujemy m zmiennych niezaleznych o rozktadzie rwnomiernym w (-1,1)
i konstruujemy zmienng wielowymiarowa

U= (Uy,Us,... U

* zmienng akceptujemy jesli

U2 <1

w przeciwnym wypadku, odrzucamy jg bo lezy poza kula. 30
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* gdzie lezy problem w wydajnosci metody eliminacji?

« prawdopodobienstwo akceptacji zmiennej jest réwne ilorazowi objetosci kuli

| opisanej na niej kostki [-1,1]%

m
2

T
(2 +1)

m

Vk:ula (T) — r

Vk‘ostk:a (T) — "

- srednia liczba wylosowanych punktow N_ potrzebnych do realizacji jednej zmiennej wynosi

N L
Pm

m Px Nk«
2 7.854 x 10* 1.27
5 1.645 x 10 6.08
10 2.490 x 107 | 4.015 x 10°
20 2.461 x 10®  4.063 x 10’
50 |1.537 x10?** 6.507 x 10*’

« 1 akceptacja na 400 préb !!!

 modyfikacjg usprawniajgcg powyzszy algorytm jest podziat kostki na roztgczne
podobszary i przeprowadzenia losowania w kazdym z nich z osobna

» generalnie dla wiekszej liczby wymiaréw, metoda eliminacji jest nieprzydatna
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generatory liczb pseudolosowych

Jednorodny rozktad gestosci prawdopodobienstwa w kole K?(0,1)

« w pewnych (nielicznych) przypadkach do generowania ciggu liczb o zadanym
rozktadzie wielowymiarowym mozemy uzy¢ metode odwracania dystrybuanty

» zastosujmy jg do znalezienia rozktadu jednorodnego w kole o promieniu R=1

* 0gdéIny wzér na powierzchnie * element powierzchnii we wsp. radialnych
S:/dS dS = rdy - dr
S

* potraktujmy funkcje podcatkowgq jako fgp

27 1 2 1 fso(@) — %
S — /d(p/?“d?“ = S : /f%o(gp)dso | /fr(,r)d’r I::> f (7’) = 2r
0 0 0 0 T

ogolnie dla k-wymiarow:

f(r) = k-t

* losujgc dwie liczby losowe z rozktadéw f, i fr mamy gwarancje,
ze znajdujg sie one wewnatrz kota o promieniu 1
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generatory liczb pseudolosowych

Rozktad rownomierny na k-wymiarowej sferze S%(0,1) i w kuli K<(0,1)

* jezeli k-wymiarowa zmienna losowa
X = (X1, Xo,..., Xx)

potozona jest na sferze o promieniu R=1 to spetniony jest warunek

k
Sy = {(:cl,...,cck) : fo = 1}
i=1

* k-wymiarowa zmienna X ma rozktad sferycznie konturowany
jezeli jej funkcja gestosci prawdopodobienstwa od dtugosci wektora
bedacego jej argumentem

k
f(xhx%"'vxk) - f(f) — f(”fH) = f (sz2>

« dysponujac zmienng o rozktadzie sferycznie konturowanym wygenerujemy
zmienng o rozktadzie réwnomiernym:

* na sferze poprzez znormalizowanie dtugosci wektora x do promienia R
« wewnatrz kuli poprzez przeskalowanie dtogosci wektora wg rozktadu f;
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generatory liczb pseudolosowych

Rozktad sferycznie konturowany - rozktad normalny (Gaussa)

* k-wymiarowy rozktad normalny opisuje gestos¢

1 1, .
fX(l’la . wfl?kz) — Wexp (‘5”33”2)

» algorytm generowania rozktadu réwnomiernego na sferze w k-wymiarach:

* generujemy m-wymiarowg zmienng losowg X o rozktadzie normalnym
(generator Boxa-Mullera)

« dokonujemy skalowania, umieszczajgc punkty (k-wymiardw) na sferze

—

X — TS
(|

* rozktad jednorodny w kuli k-wymiarowej

* losujemy dtugosc¢ wektora lezgcego wewnatrz kuli z rozktadu
R <+ fr(fr):k-rk_l, 0<r<1
« dokonujemy ponownego skalowania dtugosci wektora

7=(RX1, RXo, ..., RX})
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generatory liczb pseudolosowych

Testowanie generatoréw liczb pseudolosowych

» wszystkie generatory o dowolnym rozktadzie bazujg na wykorzystaniu ciggéw
liczb pseudolosowych o rozktadzie rownomiernym wiec istotne jest badanie
generatordéw liczb o takim wtasnie rozktadzie

* badanie generatoréw o dowolnym rozktadzie mozna ograniczy¢ do
sprawdzenia czy generowany rozktad jest zgodny z rozktadem docelowym

» testowanie generatora jest procesem ztozonym:

» dla ustalonej liczby n, generujemy n kolejnych liczb startujgc
od losowo wybranej liczby poczatkowe]

» obliczamy wartos¢ statystyki testowej (T) (np. test x?)

* obliczamy F(T) czyli dystrybuante statystyki T,
gdy weryfikowana hipoteza jest prawdziwa

kroki 1-3 powtarzamy N-krotnie obliczajgc statystyki: T ,T,,...,T,.

 jesli weryfikowana hipoteza jest prawdziwa to
F(Ty),F(T), F(Ts),...,F(Tn)

jest ciggiem zmiennych niezaleznych o rozktadzie rownomiernym,
testowanie generatora konczy sie sprawdzeniem tej hipotezy
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generatory liczb pseudolosowych

Testy zgodnosci z zadanym rozktadem - test chi-kwadrat

* badamy w nim hipoteze ze generowana zmienna losowa X
ma rozktad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F

jezeli
to mozemy dokonac nastepujgcego podziatu zbioru wartosci zmiennej X
a<ar<as <...<arp=2> :>pi=P{a@-_1<X§ai}, 1=1,2,...

Generujemy cigg n liczb
X1,X0,..., X,

Sprawdzamy ile z nich spetnia warunek

ai—1 < X <a;

ich liczbe oznaczamy n.. Statystyka testu jest

k

2
1y — NP;
X%—IZE:( Zn )

i=1 pi

dla duzego n statystyka ta ma rozktad x? o (k-1) stopniach swobody.

* uzyskang wartos¢ poréwnujemy z wartoscig graniczng dla rozktadu chi-kwadrat (np. korzystajgc
z tabel statystycznych), jesli jest mniejsza od wartosci granicznej to hipotezy nie odrzucamy 36



generatory liczb pseudolosowych

przyktad: test generatora o trojkatnym rozktadzie fgp

Af(x)

\az M‘ 1 mamy 2 parametry
. _ v - wiec 2 stopnie swobody
(k-1-2) oA un
@ —L(—x—Q+,ux>+£ r <
F@)=Pa<a)= [ fl:pd)ds AN
p—A —F<%—um+u)+%, x>

generowanie zmiennej o rozktadzie tréjkatnym

$:M+(€1+€2_1)A7 517526(](071)

Test - procedura:

1. Generujemy serie N liczb z rozktadu

pi, fi

2. Grupujmey liczby w k przedziatach
3. Liczymy wartosc¢ statystyki testowej x?
4. Dla zadanego poziomu istotnosci a sprawdzamy

czy
X?> < wartosci granicznej

0.22

02 r
0.18 -
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08 r

0.06
0.04
0.02

0

nistogram 1or trangie par

T

| ‘expec‘ted —
observed 1

i

1 2

3

4

5

6 7

Xs_ o 1 = 4.52 < 14.06 (a = 0.05)- nie odrzucamy HO



