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Interpolacja
« W przedziale [a,b] danych jest n+1 réznych punktow X ,X,,X,,...,X_
(wezty interpolacji) oraz wartosci funkcji y=f(x) w tych punktach:

f(xo)zy(), f(£U1)=yl, ,f(ilfn)zyn

interpolacja polega na wyznaczeniu przyblizonych wartosci funkgji
w punktach nie bedgcych weztami oraz na oszacowaniu btedu przyblizonych wartosci.

* problem interpolacji sprowadza sie do znalezienia funkcji interpolujacej F(x),
ktéra w weztach przyjmuje wartosci takie jak funkcja y=f(x)
czyli funkcja interpolowana (ktérej postac funkcyjna moze nie by¢ nawet znana)



Interpolacja
Do czego stuzy interpolacja?

« dla stablicowanych wartosci funkcji i okreslonych potozen weztéw szukamy
przyblizenia funkcji pomiedzy weztami
a) zageszczanie tablic
b) efektywniejsze (szybsze) rozwigzywanie réwnan nieliniowych

* interpolacja wielomianowa pozwala lokalnie przyblizy¢ dowolng funkcje
(np. wyrazajaca sie skomplikowang formutg) wielomianem
- utatwia to analize rozwigzah w modelach fizycznych,
np. utatwia catkowanie, numeryczne obliczanie wartosci wyrazen etc.

« wykorzystuje sie w catkowaniu numerycznym

* w dwodch i trzech wymiarach do modelowania powierzchnii

Interpolacje najczesciej przeprowadza sie przy pomocy:

« wielomianéw algebraicznych (nieortogonalne lub ortogonalne)
* wielomianéw trygonometrycznych
« funkcji sklejanych

* powyzsze funkcje stanowig bazy funkcyjne
- funkcja interpolujaca jest kombinacjg elementéw bazowych.



Interpolacja

Idea interpolacji wielomianowej

Tw.
Istnieje doktadnie jeden wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej n
(n =0 ), ktéry w punktach x,x,,X,,...,X przyjmuje wartosci y,,y,,Y,,...,Y,.
Dowad

* n+1 weztéw rozmieszczonych jest w dowolny sposéb w [a,b],
szukamy wielomianu interpolacyjnego w postaci:

W, (x) = ag + a17 + asx® + ... + apx”

« podstawiajgc do W _(x) kolejno x,,x,X,,...,x_dostajemy uktad
n+1 réwnan na wspoétczynniki a:

2
ap +a1xTo +azxy+ -+ anTy = Yo

2
ap + a1y + asxy + -+ axt = 1

---------------



Interpolacja
* macierz wspotczynnikéw uktadu to macierz Vandermode’a:

B 2 3 n
1 =z x5 x5 -+
1 oz 22 a3 - 2l
A —
2 3 n
I 2 4 Ty
* wyznacznik jest wyznacznikiem Vandermode’a

2 3 n

1 zo x5 x5 7o

1 =z x 13 x7

D — ) ) — H (s —x;) #0
0<j<i<n

2 3 n

1z, =z, x, X,

 whniosek: uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie
n " ) "
o 1 D D, - wyznaczniki macierzy
a; — —< E yj ij . .
D dopetnien algebraicznych
J=0

| opisuje ono wielomian interpolacyjny (Lagrange’a)



Interpolacja
Interpolacja Lagrange'a

* korzystamy z poprzedniego wyniku, podstawiamy

1 n
ai = 7 ZijZ-j - W, (7) = ap + a17 + asx® + ... + apa”
7=0

« grupujemy sktadniki przy y.

Wi(z) = yoPo(x) + y1P1(z) + - + ynPpn(2)

« funkcje ®(x) sq wielomianami co najwyzej stopnia n,
zauwazmy, ze dla dowolnego x, zachodzi zaleznos¢

Wh(xi) = yoPo(xs) + y1P1(zi) + ... + yn®n(zi) = ui

skad wynika warunek

[0 edyjAi
‘I’J(‘”@)‘{ 1 gdyj=i



Interpolacja

« whniosek: aby okresli¢ funkcje CDJ.(x) nalezy znalez¢ taki wielomian,
ktory zeruje sie w weztach x. # X; oraz przyjmuje wartos¢ 1 w wezle X,

» szukang funkcjg mogtby by¢ ponizszy wielomian:

Qi(z) =Nz —z0)(z—21)...... (x—xj—1)(x—xjt1) ... (x —xp)

ktory w x, przyjmuje wartosc 1

1= Xaj —wo)(x; — @) (25 — 1) (@5 — 2jp1) - (25 — 2n)

« otrzymaliSmy wielomian weztowy Lagrange’a




Interpolacja

« szukany wielomian przyjmuje postac

(x —x1)(x —x2) -+ (. — )

Wale) = to (xo — 21) -+ (0 — Tp)
(x —xp)(x —x2) -+ (T — Tp)
© N s @ —a2) (21— )
( —zo)(@—x2) - (T — Tp—1)
U G a0 (@n — )~ (n — #n 1)
o, (mm)(r—m) (@ —ai)(@ - xia) - (2 - )
— jz::()yj (CC] — 5130)( — 5131) (a:j — :Ijj_l)(ajj — q;j+1) . . (CUj _ xn)

lub krécej, oznaczajac

wn(2) = (# = x0) (¥ —21) -+ (T — )

« wielomian interpolacyjny Lagrange'a ma postac




Interpolacja

Przyktad:

Dla weztéw
x=-2,1,2,4

w ktorych funkcja przyjmuje wartosci
y=3,1,-3,8

nalezy znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange'a.

, @—Da-2@-4)  (@+2)@-2)-4)
(2-1)(2-2)(2-4)  (1+2)(1-2)(1—4
J@ e D@—4) (et 1) -2
2+2)2-D2-4) (@Gr2@d-1)E-2

— —xr° — —x+5H

2 5 3., 25
372 6

10



Interpolacja

Oszacowanie btedu wzoru interpolacyjnego

* interesuje nas roznica pomiedzy wartosciami funkcji interpolowanej i
interpolujgcej w pewnym punkcie xe [x,,x ] nie bedacym weztem

» zaktadamy, ze funkcja f(x) jest n+2 krotnie rézniczkowalna
(n+1 krotnie rézniczkowalng funkcjg jest wielomian W)

« wprowadzamy funkcje pomocniczag
- jesli znajdziemy wartos¢ K i zazagdamy znikania ¢
to dodatkowy wyraz bedzie opisywat btad interpolacji

gp(x) — f(:lj) - Wn(x) - K(:U - :CO)(ZU - 371) T (:U - xn)

(K -stata), ktéra spetnia warunek interpolacji

11



Interpolacja

» wartos¢ wspétczynnika K dobieramy tak aby pierwiastkiem funkcji ¢(u) byt punkt x ,
wéwczas mozemy zapisa¢ warunek na statg K

K — f(Z) — W, (Z) _ f(@) - Wi (@)

(Z —x0) (T —x1) ... (T — xp) Wi (T)

* mianownik jest rozny od 0 wiec funkcja ¢(x) jest n+2 krotnie rézniczkowalna

* pochodna funkcji ma co najmniej jedno miejsce zerowe w przedziale
ograniczonym jej miejscami zerowymi (tw. Rolle'a) wiec ma ich conajmniej n+1

* kazda kolejna pochodna ma o jedno miejsce zerowe mniegj

* istnieje zatem taki punkt, ze
+1 _
Pt (€) =0

podobnie dla wielomianu interpolujgcego

Wit (@) =0 W () = (n+ 1)

* n+1 pochodna funkcji pomocniczej ma postad

" (z) = f ) (2) — K(n + 1)

12



Interpolacja
podstawiamy

FrH(E)

T=e — K= (n+1)!

wdwczas oszacowanie btedu wzoru interpolacyjnego ma postac

Fr ()
- (n+1)!

Wn ()

Oznaczmy kres gérny modutu n+1 pochodnej

M, 11 = sup |f"TY(z)
x€la,b]

n+1 wzor okresla gorng granice
\f(a:) ( )‘ — (n+ 1) ’w ($)| - btedu interpolacji Lagrange’a

» wz6r postuzy¢ do oszacowania btedu bezwglednego wzoru
interpolacyjnego pod warunkiem, ze znamy maksymalng wartos¢ n+1
pochodnej f(x) w zadanym przedziale

13



Interpolacja
Przyktad. Oszacowac btad wzoru interpolacyjnego przy obliczaniu wartosci

In(100.5)="7
Dane sg wartosci:

In(100), In(101), In(102), In(103)

f(x) =In(x), n =3,
a =100, b= 103,

6

fP ) = ——
My= sup |fH(z)| = 64
2€[100,103] 100

1n100.5 — W (100.5)| < 2.344 - 107



Interpolacja

Dobdr weztéw interpolacji
* 0szacowanie btedu interpolacji Lagrange'a zalezy od
» postaci funkcji (n+1 pochodna)
* ilosci weztéw (mianownik)

« potozenia weztow (w (X))

» wartosc¢ oszcowania mozna ograniczyc¢ jedynie zmieniajgc potozenia weztow

 chcemy zatem, aby

sup |wy ()|
x€[a,b]

byto jak najmniejsze - bo tylko na ten wyraz mozemy miec¢ wptyw

15



Interpolacja

optymalne potozenia weztéw stanowig zera wielomianéw Czebyszewa

T,(x) = cos|n-arc cos(x)]
r € [—1,1]

postac wielomiandw mozemy okresli¢ korzystajgc z relacji rekurencyjnych

To(Q?) = 1
Ti(x) = coslarc cos(x)] ==
To(z) = 22T, 1(x)—T,_2(x), n>2

zera wielomiandéw okresla formuta

2m + 1 n - stopien wielomianu
Ty =COS| ——n )], m=0,1,2,....n
2n + 2

szukamy funkcji o _(x), ktora musi by¢ wielomianem Czebyszewa
(znormalizowanym do 1 - relacja rekurencyjna dla T_(x))

wn, =T () — T (x) =

m - numer zera wielomianu

16



Interpolacja
skalowanie przedziatu [-1,1] na [a,b]

1
xr = 5[(b—a)z+(b—|—a)], x € |a,b]
skalowanie z [a,b] na [-1,1]
1
z = b_a(2$—b—a), z e [—1,1]

optymalne potozenie weztéw mozna wyznaczy¢ wg wzoru:

1 2m + 1

Tm = =|(b—a)cos ——
2n + 2

5 T+ (b+ a)

wezty nie sg rozmieszczone rownomiernie, ale sg zageszczone
na krancach przedziatu, przy takim wyborze weztéw
oszacowanie btedu jest nastepujgce

My (b—a)"™!
(n+1)! 22n+l

wielomian wyznaczony przy takim utozeniu weztéw na ogét nie

daje najmniejszego btedu tylko jego najmniejsze oszacowanie

- by¢ moze istnieje jeszcze lepszy rozktad weziow

=

m=20,1,....n

20

15 |

10

Czebyszew nodes

17



Interpolacja

Zbieznosc¢ procesow interpolacyjnych

« Zwiekszanie liczby weztéw interpolacji (przy statych odlegtosciach) nie zawsze
prowadzi do mniejszego oszacowania btedu. Wptyw na to majg oscylacje
wielomianéw wyzszych rzeddéw. Jest to efekt Rungego - zadanie jest Zle
uwarunkowane.

» Interpolacja funkcji, ktérej przebieg znacznie rézni sie od przebiegu wielomianu
interpolacyjnego, moze nie dawac dobrych wynikdw przy duzej liczbie weztéw.
Wptyw na to majg pojawiajgce sie ekstrema w funkcji interpolujacej,
np.: f(x)=1/x.

18



Interpolacja

 interpolacja z weztami rownoodlegtymi

Int. Lagrange’a, y=(1+x2)"

Int. Lagrange’a, y=(1+x2)"

, =4 , N=6

* interpolacja z weztami Czebyszewa

6 nodes, f(x)=1/(1+x°) 11 nodes, f(x)=1/(1+x%)

1 Tt
0.8 | 0.8 1
0.6 |
0.6 |
0.4 |
0.4 |
0.2 |
0.2 | ol
0 — 0.2 N
6 4 2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6

2,-1

Int. Lagrange’a, y=(1+x") ', n=20

2

1.5

16 nodes, f(x)=1/(1+x%)

0.8 |

0.6

04

0.2t

19



Interpolacja
llorazy roznicowe

» funkcja f(x) przyjmuje w punktach x;,, 1=0,1,...,n, x; 7é X j

wartosci
f(xO)v f(ajl)v sy f($n>

» zaktadamy ze odlegtosci miedzyweztowe mogg nie byc state
Ar; = Xip1 — X4

llorazy réznicowe definiujemy nastepujgco:

a) 1-go rzedu
e Fn) = flans)

Lp — Tp-—1

f(xn—l; xn) —

b) 2-go rzedu
f(xn—l; xn) - f(xn—Q; xn—l)

f(xn—2; Ln—1; xn) —

Lp — Tn—2
C) n-tego rzedu
F(@i: Tig1s o Tin) = f(@i15Tiva; -5 Tivn) — [T Tig1s - Tign—1)
1y Le41y -y br4n Tirn — T

20



Interpolacja

Przy zatozeniu i=0, iloraz réznicowy n-tego rzedu mozna zapisac:

mn
S ()
f@o;x1;...52n) =
= (@ —xo)(@y —a1) . (25 — i) (@5 — 1) - (25— 2n)
T
T
lub w zwieztej postaci f(zo;21;... ;%) = Z f,( 7)
powed preez indukaie ooy <T@ = f@)  f@) @)
dla n=1 o Tit1 — X Ti— Tip1l  Tipl — Xy
x) llorazy réznicowe
Xi Xi
1 rzedu| 2 rzedu 3 rzedu 4 rzedu 5 rzedu
Zazwyczaj tworzy sie tablice Xo | f(Xo)
z ilorazami réznicowymi f(Xo;x1)
(tatwe do zaprogramowania X1 | f(x1) f(Xo:x1:X2)
na komputerze) o ) f(x1;X2) i) f(Xo01X1;X2;X3) e a)
2 2 12, A3 Or=ve N4
f(X2;X3) f(X1;X2:X3;X4) f(Xo;...1Xs)
X3 | f(x3) f(X2:X3;Xa4) f(X1;...:Xs)
f(X3;Xa4) f(X2;X3:X4;Xs)
Xa | f(Xa) f(X3;X4;Xs)
f(X4;Xs)
Xs | f(Xs)

21



Interpolacja

Interpolacja Newtona dla nieréwnoodlegtych weztéw
« zaktadamy ze odlegtosci miedzy weztami mogg by¢ rézne
ACEZ' = Tj+1 — Ly, ’i:O,l,Z,...

* szukamy wielomianu interpolacyjnego w postaci:

J;—xo W —21) - (x — 1) (2

—Xiq)

(x — )

Zyj

i —xo)(wj — 1) (25— xj-1) (25

musi on spetnia¢ warunek interpolacji w weztach

Wh(z;i) = f(zi),

» szukany wieloman zapiszemy w réwnowaznej postaci

Wi(z) = Wo(z) + [Wi(z) = Wo(z)] + [Wa(z) — Wi(z)] +
gdzie réznice Wi(z) — Wi ()
sg wielomianami zdefiniowanymi nastepujaco
Wi(x) = Wi_1(x) = Ag(x —zo)(x —21) - - (T — f—1),

—Tit1)

i=0,1,2,---.n

(z; — xn)

A [Wa(2) = Wi ()]

A = const

22



Interpolacja

« statg A wyznaczamy dokonujgc podstawienia x=x,

Wi(zr) — Wi—1(zg) = Ak(zr — zo)(2p — 1) - -+ (T — Tp—1)

« korzystamy z warunku Wk(mk) = f(wk)

Flay) Zf:_ol f(x;) r=1(2s)

(zr—z)w), ()

(zk —wo)(wp — 1) - (T —xp—1) (T — @) (Th — 1) -+ (Th — Th—1)

wyrazenie w nawiasie jest ilorazem réznicowym k-tego rzedu



Interpolacja

Wielomian interpolacyjny mozna zapisac przy uzyciu formuty opisujgce;j
n-ty iloraz réznicowy:

Win(z) = f(zo) + f(xo;x1)wo(x) + f(0; 713 T2)wi(T)
+ o f(mos a1 Xn)wWn—1(T)

powyzsza formuta nazywana jest wzorem interpolacyjnym Newtona dla
nieréwnych odstepéw argumentdéw.

24



Przyktad.

Interpolacja

Znalez¢ wielomian interpolujacy funkcje f(x) dla stablicowanej funkgji:

f(0)=1, f(2)=3, f(3)=2, f(4)=5, f(6)=7
Xi | f(xi) | f(Xi;Xiv1) | F(Xi5..5Xi42) f(Xi;.. 1 Xi+3) f(Xi;... 1 Xi+4)
0 1
2 | 3 11 -2/3 .
304 2 g -2/9
4 5 1 -2/3
6 7
2 2
Wyilx) = 14+1(x—-0)— §($ —0)(x —2) + g(:v —0)(x —2)(x — 3)
2
- 202 -3 1)
2>, 8., 8 , 35
N ST g g BT U
A R R

25



Interpolacja

Whnioski:

interpolacja wielomianami algebraicznymi jest prosta ale ma istotng wade.

Proste zwiekszenie liczby weztéw nie prowadzi do polepszenia interpolacji,
a zastosowanie wielomianéw Czebyszewa daje poprawe tylko w szczegdlnych

przypadkach (jak interpolowa¢ funkcje silnie oscylujgcg w srodku przedziatu?).

trzeba zmieni¢ podejscie do problemu i zrezygnowac

z uzycia rozciggtych na catym przedziale interpolacji
wielomianow wysokiego stopnia

na rzecz wielomiandw niskiego stopnia (brak efektu Rungego),
ale zdefiniowanych w rozdzielnych obszarach miedzyweztowych.

wielomiany te powinnismy tak do siebie dopasowac (,sklei¢”),
aby globalnie odtwarzaty przebieg funkcji ciggtej i gtadkiej
(ucigglenie pochodnych) - stad nazwa: funkcje sklejane, sklejki

26



Interpolacja

Interpolacja funkcjami sklejanymi - sklejki

w przedziale [a,b] mamy n+1 punktéw takich ze:

a=Tg <11 < < Tp1<xy,=02=0

punkty te okreslajg podziat przedziatu [a,b] na n podprzedziatow tj. [x,X,,,].

funkcje s(x) okreslong na przedziale [a,b] nazywamy funkcjg sklejang
stopnia m (m>1) jezeli:

 s(x) jest wielomianem stopnia conajwyzej m na kazdym podprzedziale (x; x.,,), i=0,1,...,n-1
punkty x, nazywamy weztami funkcji sklejanej, w kazdym przedziale (x;x,,)
funkcja s(x) jest wielomianem stopnia conajwyzej m:
—1
Sal8) — G 1 Copen@5 " 000 b @ - Gapy AN (T Rr A )
funkcja interpolujgca jest kombinacjg liniowg elementéw bazy {s(x)}
s mamy dwie mozliwosci:
s(x) = cis;(x), x € |a, b]
i=0 1) szukamy postaci s, woéwczas c=1

2) zaktadamy postac s, i szukamy c.

27



Interpolacja
w kazdym z n podprzedziatéw aby okresli¢ s(x) nalezatoby wyznaczy¢ m+1 statych

zgdamy ciggtosci pochodnych rzedu 0,1,2,..,m-1 w kazdym z weztéw
(sklejamy rozwigzania) co daje nam m(n-1) warunkdéw

ostatecznie funkcja s(x) zalezy ,jedynie” od:
n(m+1)-m(n-1)=n+m

parametréw ktére nalezy wyznaczy¢.

S

0

< S, ; « funkcje nie ,sklejajg sie”
m=0 : > x

« funkcja ciggta, ale
pochodne nie sg ciggte

« funkcja ciggta,
pierwsza pochodna
tez ciggta

m=2

28



Interpolacja

Funkcje sklejane trzeciego stopnia (m=3)

* funkcje s(x) nazywamy interpolacyjng funkcjg sklejang stopnia trzeciego dla funkcji f(x), jezeli

s(x;) = flx)) =9y;, 1=0,1,...,n; n>2

si(z) = Cz‘,35133 + Cz‘,2£U2 + o+ Ci1T T G0, T € (Ti; Tit1)

» do okreslenia funkcji s(x) stopnia trzeciego konieczne jest wyznaczenie (n+3) parametrow,
poniewaz ilos¢ weztdw jest réwna n+1 pozostajg 2 stopnie swobody
— musimy natozy¢ dwa dodatkowe warunki

* rodzaj tych warunkéw zalezy od funkcji f(x) lub od znajomosci jej zachowania
w poblizu koncéw przedziatu [a,b]:

1 rodzaj warunkow 2 rodzaj warunkéw
(1 pochodna) (2 pochodna)

sW(a+0) = o s (a4 0) = ay

sD(b—-0) =B s@(b—0) = By

gdzie: «q, ago, [1, B2 sa ustalonymi liczbami

3 rodzaj warunkow stosuje sie dla funkcji okresowych:

sD(a+0)=sDb-0),i=1,2



Interpolacja

Interpolacja funkcjami sklejanymi poprzez wyznaczenie
wartosci drugich pochodnych w weztach

Oznaczmy drugg pochodna (2) ]
M; = s (x;), j=0,1,...,n

Zgodnie z zatozeniem druga pochodna funkcji s(x) jest ciagta i liniowa w kazdym z
podprzedziatow [x, ,,x].

Mozemy wiec zapisac:

s$P (@) = M,

T € |®i—1,m4

hi = z;,—x;—1

Catkujemy powyzsze wyrazenie

2 2
(1) — M (xi — ) M. ( — 2i—1) A.
SZ_1<:E) 1—1 2hz =+ (2 hz + Ay
| jeszcze raz: w réwnaniu brakuje nam
(7; — z)° (z — 2i-1)” 4 wielkosci:
Z_ — M. M, wielkosci:
S 1(:8) 1 6h; + 6hj

M

i-17

M, A, B,

30



Interpolacja
State A i B, wyznaczamy korzystajgc z warunku interpolacji:

h? h2
si—1(wi—1) = ]\4@’—16z + Bi = Yi—1 B =yi—1 — Mi—lé
(S
h? Yi —Yi—1  hy
g5 (s) = Mz# + A;h; + B = A; = o E(Mz — M; 1)

W punkcie x. pochodna musi by¢ ciggta:

D (g —0) = Mg 4 Mgy Vi Y
82_1(:13@ ) 6 i—1 T 3 i T hz‘
h; h; i+1 — Yi
sV (@ +0) = == My — ZH My + Yl Z Y
3 6 Tt

Poréwnujgc prawe strony dwoch powyzszych rdwnan dla kazdego z weztéw
uzyskamy (n-1) rownan, ktére mozna zapisa¢ w postaci:

NzMz—1+2Mz+)\zMz—|—1:du 7::1,2,...,77,—1

h;
— pi =1—=2A;

)\i — )
hi + hiiq 31




Interpolacja

7

6 Yirl — Yi  Yi — yi—l)
= - = 6f(@i—1;2i; 2
hi + hii1 ( Pt h; f(@izy +1)

« do ukfadu réwnan nalezy dotgczyc¢ jeszcze 2 réwnania wynikajgce
z dodatkowych warunkow

« dla warunkéw z 1 pochodna:

6 _
2Mo + My = dy do = 00 a1
hq hq
6 Yn — Yn—1
M, _ 2M,, = d,, d, = — —
1+ d h1 (51 h

« dla warunkéw z 2 pochodng

My = as M, = B2
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Interpolacja

Otrzymujemy uktad réwnan ktéry mozna przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

9 1 0 ... 0 My do
pr o 2 A 0 M d1
0 1y 2 0 -
0 20 At || M, dp 1
0 12 ]| L v

* macierz wspotczynnikow uktadu, jest macierza silnie diagonalnie dominujaca,
moduty elementdw na diagonali sg wieksze od sumy modutéw pozostatych
elementéw lezagcych w tym samym wierszu

» uktady te majg wiec jednoznaczne rozwigzanie - istnieje doktadnie jedna
interpolacyjna funkcja sklejana stopnia trzeciego spetniajgca przyjete warunki dodatkowe

« po rozwigzaniu uktadu réwnan - znalezieniu wspoétczynnikow M,
- wyznaczamy funkcje sklejang wg wzoru

(x; — x)° M (x —xi1)°

si—1(z) = M;—1 + Ai(x —z;—1) + B
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« zaktadamy, ze wezty sg réwnoodlegte

* baze stanowig funkcje

(

\

(z — z4-2)°
h3 + 3h2(3} — 33@'_1) + Bh(SB — $i_1)2 — 3(513‘ — ZL’i_l)B
h3 -+ 3h2($i+1 — CB) -+ 3h(£€i+1 — 513)2 — 3(CIJZ'_|_1 — LC)?)
(Tipe — )°

0

Ty = T —I—’Lh,

; (x),

1

Interpolacja
Interpolacja funkcjami sklejanymi w bazie

h = ,

b—a

1,0,1,....,n,n+ 1

» funkcje s(x) mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej:

n+1
s(x) = Z c;® (), a<x<b
i=—1
Xj-2 Xj1 X Xj+1 Xj+2
F(x) 0 1 4 1 0
[@(x)]' |0 3/h 0 -3/h 0
[&P(x)]" 0 6/h’ -12/h* | 6/h? 0

:xz’—Za 331'—1)
:CBz‘—b CUz)
:33@', 337;+1)
:wi—l—la 517z'+2)

:$—3, 517n+3]




Interpolacja

Korzystajgc z warunku interpolacji mozna zapisac:

Ci—1+4ci+ci—|—1:yi7 1=0,1,...,n

Jesli rozwazamy dodatkowo warunek z pierwsza pochodng to do powstatego uktadu
rownan nalezy dotgczyc¢ kolejne 2 rdwnania:

—C_1 -+ C1 = §O{1 —Cnp—1 + Cn+1 = §51

Po wyeliminowaniu wspoétczynnikow c | i c_,, otrzymujemy uktad réwnan:

4 2 1 [ e | [ Yo+ Rag
1 4 1 0 C1 Y1
1 4 . .
0 1 ;l i Cn—1 Yn—-1
— - | Cn ] L Yn — %ﬁl _




0.8 |
0.6 |
04t}
0.2}

-0.2

Interpolacja

* interpolacja funkcjami sklejanymi - drugie pochodne

fo) —— 1

0.6 |

04

0.2

4 2 0 2 4 6

N
08
0.6 }
04 |
0.2

0

0.8 |

f(x) _
n=10 ——

* interpolacja funkcjami sklejanymi w bazie

5-4-3-2-1012 345

1t

0.5}

f(x
Tr n=(15) —_
0.8 |
0.6 |
04
0.2 +
O ! !
6 -4 2 4
fo(x)
n=6
n=7
n=14

5-4-3-2-10 1

2 3 45
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