Catkowanie metoda Monte Carlo



catkowanie Monte Carlo

Plan wyktadu:
« podstawowa metoda Monte Carlo
« metody MC o zwiekszonej efektywnosci
» losowania wazonego

* zmiennej kontrolnej

« przyktady szacowania wartosci catek
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Przypomnienie wiadomosci ze statystyki

« funkcja gestosci prawodpodobienstwa (fgp)
« wartosc¢ oczekiwana
« wariancja (odchylenie standardowe)

« funkcja gestosci prawdopodobienstwa (fgp) ta ma nastepujgce wtasnosci

A\ f@) =0 /f(x)d:czl

z€a,b]
a

przy jej pomocy mozna okresli¢ prawdopodobiehstwo zdarzenia,
ze zmienna losowa x przyjmie wartos¢ pomiedzy x a x+dx:

Plz<z;<z+dz} = f(x)dr

« dla danej funkcji gestosci prawdopodobienstwa mozna okresli¢ dystrybuante rozktadu

F(z) = i Flz)dz'

ktora jest funkcjg prawostronnie ciggta i niemalejgcyg

P{ri <z <z} = /f(:v)da: = F(x9) — F(z1)
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« wartosc¢ oczekiwana zmiennej losowej x (pierwszy moment rozktadu)

b

(5) = Bla) = p(a) = [ f(a)do

a

* wariancja zmiennej losowej x (drugi moment centralny)

b b
— [ @ r)de-20a) [f@de @ [ f@ds = @) - (2
N - \CL Vv d -
(x2) (x) 1

* odchylenie standardowe (miara rozrzutu wokét warosci oczekiwanej)

0*(z) = (2%) — (x)?  mm——— o(z) = V/(2?) — (2)?
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« zazwyczaj chcemy okresli¢ wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej z bedgcej
funkcja np. innej zmiennej losowej x, czyli z=z(x):

ale ... zazwyczaj g(z) jest nieznana.

* mozna jendak skorzystac¢ z prawa przenoszenia prawdopodobiehstwa

analogicznie drugi moment

(2) = p(z) = / N zg(z)dz = /b z(z) f(z)dx =) | (%) = /b 22(2) f(x)da

e wariancja

» odchylenie standardowe
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 jesli ciag liczb

{z;} ={x;jn=1,2,...,N}

stanowig zmienne losowe o funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(x)
(LOSUJEMY JE GENERATOREM O ROZKLADZIE (X))

to estymatorem wartosci oczekiwanej m-tego momentu

zmiennej losowej z(x,) jest srednia z proby

b
N
(z™) = p"(z) = /Z () f(2)de | =2 M= sz(xi), x; ~ Dist{f(x)}
a 1=1 m=1,2,3,...
m=1,2,3,... @
z wariancjg (drugi moment centralny)
0%(z) = (%) — (2)° — 0% =22 — 7

* powyzsze wzory stanowig podstawowy sposdb catkowania MC,
tj. okreslania przyblizonej wartosci catki oraz oszacowania jakosci tego przyblizenia
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« miarg ,rozrzutu” zmiennych losowych z wokét wartosci sredniej
jest odchylenie standardowe

o=+02(z)

ale z tez jest zmienng losowa, poniewaz konstruujemy jg ze zmiennych z.
(kazda z nich ma identycznag wariancje)

» jakie jest odchylenie standardowe sSredniej?

o*(2) = o (% Z) - = (% Za%zz—)) = v0%E) o) =o(2)

do jego estymacji mozemy uzy¢ o(z)

- w Monte Carlo jest to miara btedu/niepewnosci,
tatwo wiec oszacowac ile losowah musimy wykonad,
aby zmniejszy¢ btad
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Podstawowa metoda catkowania Monte Carlo

Interesuje nas wyznaczenie (a raczej estymacja) wartosci oczekiwanej zmiennej losowe;j

z = z(x)
ktéra jest funkcjg wektora zmiennych (losowych):

r — [1'1,232,...,213m]

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej z opisuje (nieznana) fgp g(z)

a rozktad prawdopodobienstwa wektora x opisuje znana fgp f(x)

/f(m)dm =1
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Przy takich zatozeniach, zgodnie z CTG dystrybuanta wartosci oczekiwanej ma rozktad normalny
(niezaleznie od rozktadu zmiennej losowej z)

A
: 1z — (2)] 1
lim P Ay = — e
50 o(z) — \/
N— \/N 27‘(‘_)\

metode Monte Carlo szacowania wartosci catek w wersji podstawowej definiujg wzory:
a) wartos¢ catki
1 N
1= / “@fe)ex Y se) @i~ f@
V :
Uwaga: x - jest wektorem, ktérego sktadowe sg niezaleznymi zmiennymi losowymi

o okreslonych funkcjach gestosci prawdopodobienstwa

b) btgd oszacowania

{

2

= W(z — (2))2f(x)da ~ 72
J
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» gdy obszarem catkowania jest okreslony nieregularny podzbiér przestrzeni R,
woéwczas obliczang catke trzeba zapisa¢ w zmienionej postaci

VeqQ e = /z(m)f(m)dm _ /lv(m)z(m)f(w)da:

\% Q

gdzie: 1y (z) jest funkcja przynaleznosci do zbioru

1 <<= =zecV
W@ =10 — z¢v

 ,kwadratura” Monte Carlo (metoda orzet-reszka)

= /z(:z:)d:l: - /1V(m)z(m)dx warunek unormowania f(x)
1% Q
1
:/Q 3 1y (z)z(x)dz /f dm—/ de =1
O N~~~
f(x)
Q N
=1
Uwagi:
* w powyzszym przypadku zaktadamy, ze fgp jest stata w obszarze Q 10

» ,kwadratura” - wzér podobny jak w catkowaniu numerycznym,
ale tu potozenia weztdw s losowane
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przyktad: Wyznaczy¢ pole powierzchni obiektu o nieregularnym ksztatcie

Uwagi:

- brzeg obszaru V (tu powierzchnia S) moze by¢ opisywany
zestawem skomplikowanych réwnan

- Obszar Q powienien miec regularny ksztatt
(np. n-wymiarowy prostopadtoscian lub kula)
aby w tatwy sposdb wygenerowac punkty
rownomiernie go pokrywajgce

- metoda mato efektywna w d=3 i wiecej wymiarach
(jest to odpowiednik metody eliminacji von Neumanna)

S:/1d2r:/1V(r)d2r:/Q%lv(r)er
1%
Q

Q Q
= fr)1y (r)d*r - funkcjg podcatkowa jest funkcja przynaleznosci 1,
Q @
0 & n 11
SZNZh/(T‘i):QN, TNf(”'):U(CUlaCUQ)XU(yla&Q)
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Przyktad 1 1 1 1 1

Nalezy obliczy¢ numerycznie I —

wartos$¢ catki dzy [ dzo [ dzs [ dzs [ dzs g(x1, 22,23, 74, T5)
0 0 0 0 0

9($179€2,9€3,9€4,9€5) = \/$1 + X2 + T3+ Ty + 5

 metoda trapezow

1 n—1
=1
It"r‘ap — h5 S‘wz ij Y’wk Zwl Z Wm " g xzaxmxkaxhzm)

Yo =20

Yn =1

1=0
1 . _
h = L Wijkim =13 2 . . 63, Kyl =0,
n 1 473,klm=12...,.n—1
 ,kwadratura” Monte Carlo
0 Q=A° - objetosc¢ obszaru regularnego
obliczeniowego
Ine = N ZQ(X) A =1 (kostka 5-wymiarowa)
gdzie: X = [Xl,XQ,Xg,X4,X5] 12

jest wektorem, ktérego sktadowe sg zmiennymi losowymi
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‘05 T T T T

MC
1t .. trapezy ——— -

log|C-l|

log(N)

Rys. Wykres btedu oszacowania wartosci catki w zaleznosci od liczby
weztdw (trapezy)/losowah (MC).

C - wartos¢ doktadna catki

| - wartosc¢ catki wyznaczona numerycznie

13
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Metody zwiekszania efektywnosci/wydajnosci metody Monte Carlo

I = /z(m)f(m)d:z:

Q

« doktadnos¢ wyznaczenia catki metodg MC zalezy od:
* bezposrednio od liczby prébek N (wzdr na wariancje sredniegj)

» sposobu liczenia wariancji zmiennej losowej

* CO0 oznacza wydajnosc? - to doktadniejszy wynik (mniejszy btad) uzyskany
dla tej samej liczby losowah zmiennej niezaleznej

« wydajnos¢ metody mozna zwiekszy¢ ustalajgc N i dokonujac takiej transformacji
funkcji podcatkowej, aby nowa zmienna losowa (funkcja) miata mniejszg wariancje

14
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Metoda losowania wazonego

Pierwotna postac catki

Pod catke wprowadzamy nowg fgp f*(x)

y

f(a;)) [ (x)dz

I=E(z) = /z(:l:)f*<

| wprowadzamy nowg zmienng losowg vy

Jfz) = 2() L

wowczas catke | mozemy obliczy¢ losujgc wektor x z rozktadem g (x)
i sumujgc uzyskane wartosciy

I=3Y u@),  m~ @

Zmienna losowa y ma takg samg wartos¢ oczekiwang jak zmienna losowa G 15
oraz wariancje zalezng od nowej fgp g (x).

Wariancje etsymatora catki mozna zmniejszy¢ odpowiednio dobierajgc nowga fgp.
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przyktad losowania wazonego

1 2
02 = (%) — (2)? = = — (—) = 0.0947152
2 T
<7T:U) . w2 x? N mhat
COS| — ) = — — ...
8 384 1.4-
1.2'_
: L . L : 1.0-
Na podstawie rozwiniecia proponujemy funkcje nieujemna i 0.8
znormalizowang -
Fa)=50-ad, [ Fad= 0.4
0 0.21
07
2(x) _ 2cos (%) 0 .
y(z) = ) 30 —12) 0O 02 04 06 08 1
X
CoS series — f* — cos/f*

o2 = (y*) — (y)? = 0.00099083

wskaznik redukcji wariancji
16

- taka redukcje wariancji uzyskalibysmy w MC
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Metoda zmiennej kontrolnej

* metoda polega na dekompozycji catki

)

_ / Glz) + C@) — Cla)| fla)ds = /

\ . 4

Ve

|4 =0 |4

@@+ [ [6@) -G flz)do
V

gdzie: G(m) jest aproksymacja funkcji G(x) umozliwiajaca tatwe obliczenie
pierwszego wyrazu po prawej stronie (analitycznie lub numerycznie)

* wariancja zmiennej losowej

y = G(z) — G(z)

ma mniejszg wartos¢ niz pierwotna zmienna (funkcja) G(x)

17
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Przykitad zastosowania metody zmiennej kontrolnej

* nalezy oszacowacd wartosc¢ cafki

2
(g) = / In(z)dr = 21n(2) — 1 = 0.386294 (g°) =0.1883 o, = (g°) — (g9)? = 0.03909
1

 wybieramy funkcje h(x)=x

(z) = /12[1n(:c) — z)dr = —1.1137 (z%) = 1.24906 o, = (z°) — (2)? = 0.00872

g
« krotnoé¢ redukcji wariancji  —2 = 4.48

z

* wybierzmy inng funkcje h(x)=x-1 21
2 :
(z) = / In(x) — (x — 1)]de = —0.1137 1.5
1 E
1
(z%) = 0.02165 5
* wynik nie ulegt zmianie 0.5
Og _
o, = (22) — ()% = 0.00872 o AR A
© 1 1.2 14 16 18 2
« stopien redukcji wariancji zalezy od lokalnych zmian wartosci X
|g(x)-h(x)| a doktadniej: jak dobrze h(x) aproksymuje g(x) — Inx) —x—x-1

« wartosc |g(x)-h(x)| jest mniej istotna (patrz rysunek)
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Metoda MC wymaga zastosowania generatora liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie gestosci
prawdopodobienstwa. Generatory (a raczej ciggi generowanych liczb) muszg spetniac okreslone
warunki (korelacja, okres, fgp itp.).

Zastosowania metody Monte Carlo
Ogdlnie: w problemach nauki/techniki, w ktérych zawodzg metody deterministyczne

a) sumulacja komputerowa probabilistycznego modelu matematycznego/fizycznego
(np. model Isinga, rozpraszanie neutronéw w reaktorze,
symulacja zmian wartosci akcji w czasie).

b) obliczanie wartosci catek wielokrotnych
(obliczanie objetosci, momentéw bezwtadnosci itp. obiektdw o nieregularnym ksztatcie,
catki oddziatywania w chemii/fizyce kwantowej)

C) optymalizacja
(np. minimalizacja czasu oczekiwania pacjenta w kolejce do lekarza,
problem komiwojazera,
poszukiwanie minimum energii uktadu - stan stacjonarny)

d) rozwigzywanie rownan rozniczkowych zaleznych i niezaleznych od czasu

(np. réwnanie Poissona metoda btgdzenia przypadkowego,
dyfuzja w obszarze o skomplikowanej geometrii)

19
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przyktad - obliczanie momentu bezwtadnosci kuli : 92 oy H'HUT'¥M
. B t ——
1.9 |
obszar kuli: (x —20)* + (y —v0)* + (2 — 20)* < R? 185
1.8 |
— 175+ .
def. momentu I = / p2 dm 17 r 1 M\MM
bezwtadnosci: M 165 | v 1
1.6 |
1.55
— -\ 2
I = — dV 15 1
/Y/V (P — Po) e 10° 10t 108
N
y - ciezar wtasciwy materiatu kuli 0.85 =
|
0.3 F\
N \
Vs L L2 025 F \
I= ;Z(Pi—f?o) 0; \
i—1 02t
5 \
L[ 0.15 f :
L S 2
Wariancja: 0% = N Z (sty(pz- — po)zﬁi) 01 | \
i=1 e
5 0.05 | e .
1 N T
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