Optymalizacja (minimalizacja) wartosci funkcji

Plan wyktadu:
1. Sformutowanie problemu, funkcja celu

metody bezgradientowe
metoda ztotego podziatu
metoda sympleks

metoda interpolacji Powell'a

2. Metody gradientowe
* metoda najwiekszego spadku
* metoda gradientéw sprzezonych
* metoda Newtona
3. Minimalizacja z ograniczeniami:
 metoda funkcji kary zewnetrznej i wewnetrznej

4. Metody stochastyczne

* metoda symulowanego wyzarzania



Optymalizacja (minimalizacja) wartosci funkcji



Sformutowanie problemu - definicje pomocnicze
Zadaniem optymalizacji jest poszukiwanie minimum lub maksimum funkcji
(wielu zmiennych).

W praktyce problem sprowadza sie do poszukiwania minimum czyli takiego punktu
dla ktérego zachodzi

f:R"— R

min f(z) = f(&*) & [\ f(=*) < f(@)

xcR™

Z warunkami

Funkcje: f(x),g(x), h(x) sa funkcjami skalarnymi.
f(x) - funkcja celu, celem jest znalezienie jej minimum (optymalizacja)

g(x) i h(x) - funkcje okreslajgce warunki jakie musi spetniac rozwigzanie (wiezy) -
ograniczajg przestrzen dopuszczalnych rozwigzan



Przyktad: 1D, 2D

Problem jednowymiarowy

Problem dwuwymiarowy

flx))

| 72




f =20 g(x) =0

minimum
Rys. Przyktad poszukiwania minimum z natozonymi warunkami na rozwigzanie
Trzy przypadki:
1) Problem bez wiezdéw oraz dla g(x)>0

minimum znajdujemy dla f(x)=0

2) Jesli warunkiem jest g(x)=0 to minimum
znajduje sie w punkcie takim ze f(x)=12

3) Jesli warunkiem jest g(x)<O0 to rozwigzanie znajdziemy
w poblizu punktu w ktérym f(x)=12



Gradient funkcji - wektor gradientu

Dla funkcji celu f(z) e 2

definiujemy funkcje wektorowg bedgca gradientem funkcji

Q
—
\J

Uwaga:
gradient skierowany jest zawsze
w strone narastajgcych wartosci




Macierz drugich pochodnych - hesjan (macierz Hessego)

Dla funkcji celu

f(=) € C*

definiujemy macierz (hesjan) ktérej elementami sg jej drugie pochodne czgstkowe

H(z) = {%}:vv%(m)

’f(z)  0'f(x)

Ox? 0x10xo

— 0° f (x)
81‘281‘1

0% f () 0% f (2)
Oxn0x1 T T ox?

Macierz H(x) jest symetryczna - implikacje numeryczne.



Minimum lokalne, minimum globalne oraz punkt siodtowy funkcji celu

a) punkt x* stanowi minimum globalne funkgji jesli

N\ f(@) > f(a*)

xER™

b) punkt x* stanowi minimum lokalne funkcji jesli

Je:e>0ceR N fl@)> f(a*)

z:||lz—x*||<e

c) punkt . ( 20 >
r = 0
Yy

jest punktem siodtowym funkgcji jesli

de:e>0,eeR /\ f(m,yo)éf(-’ﬁo,yo)ﬁf(moay)

m:||a:—m0||<€
villy-yCl<e



A
f(z)
A
-
x* T
Rys. Minima lokalne i minimum globalne Rys. Punkt siodtowy funkcji (kontur 2d)

100

Rys. Punkt siodtowy w 3D

=0

fz,y) =y° — 2 =

=108




Metoda ztotego podziatu
(metoda jednowymiarowa, niegradientowa)

1) Wstepnie wyznaczamy przedziat [a,b] w ktérym
spodziewamy sie minimum wartosci funkcji

2) W przedziale [a,b] wyznaczamy dwa punkty A, i A,

3) Jesli
F()\Q) > F()\l)

to zmieniamy granice przedziatu na [a,A,]

4) Jesli
F()\2) < F()\l)

to zmieniamy granice przedziatu na [A,,B]

5) Proces podziatu prowadzimy iteracyjnie az do spetnienia
warunku

o' — b < e

a jako przyblizenie minimum ., at+ b
mozemy przyjgc AT = 9

t
]
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i
i
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M AT A2

Rys. Wyznaczanie kolejnych przyblizeh

w metodzie ztotego podziatu

|
b

Pozostaje tylko kwestia jak wyznaczy¢ punkty tak aby wybér
byt optymalny tzn. chcemy wykonac jak najmniejszg ilos¢ podziatow.
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Punktem wyjscia jest zaleznos¢
(ztota proporcja/podziat)

(Al—a)+(b—)\1) o b—)\l
b—)\l _)\1—CL

=¥

Uzalezniamy b od a

b—a=L = b=L+a

po wstawieniu do réwnania otrzymujemy

L _L—|—CL—>\1
L—l—a—)\l_ )\1—a

LA —a)=(L— (A —a))’

(Al—a):L(1—M>2:L«r2

\ . 7
Ve

:7’2

2L rL

— ———— T ——

b

1

M\ =a+713L Ao =a+7rL

= \/"’—‘WJ

rL rel,

Na podstawie rysunku mozemy zapisac
druga relacje

b—A=L—(\ —a)
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Otrzymalismy dwie zaleznosci

()\1 —CL) :LT2 (b—)\l) = Lr

po wstawieniu ich do réwnania wyjsciowego dostajemy rdwnanie kwadratowe na ,r”

Lr+Lr Lr 1 5
Lr Lr? r T
I znajdujemy jego pierwiastki
5—1 —vo —1
m:f = 0.618034 > 0 rg = ——— <0
2 2
(dodatni - zachowujemy) (ujemny - odrzucamy)

Po wyborze r=r, mozemy okresli¢ wartosci A, i A, zaktadajgc ponadto,

ze oba punkty powinny by¢ symetryczne wzgledem krancdéw przedziatu

M =a-+7r’L Ao =a-+rL

12



Metoda interpolacji kwadratowej Powell'a

Przez trzy punkty: A ,A,,A, prowadzimy
wielomian 2 stopnia

p2(A) = F(Xg) + F[ho, M](X — Xo)
+ FP‘Ov)‘la)\Q]()\_)\O)()\—)\l) L :
Ao A1 A2 Ay AF
gdzie:  F(k,) - wartosc funkgji Rys. Wyznaczanie przyblizonego rozwiazania

F[n,2,] - iloraz réznicowy 1 rzedu, w metodzie Powell'a.

F[r, A\, ] - iloraz réznicowy 2 rzedu

Narzucamy warunek zerowania sie pochodnej (spodziewamy sie minimum)

d
% = F[Xo, M| + 2AF[Ao, A1, A2] — F[Ao, A1, A2 (Ao + A1) =0

rozwigzujac to rownanie ze wzgledu na A otrzymamy

Aby znaleziony punkt byt rzeczywistym

_ minimum, iloraz (F[A,,A;,A,]) musi
Flho, A, dof(do + A1) = Flo, M ~ N\ spetnia¢ warunek
ZF[)\Oa )\17 )\2]

F[)\(), A1, )\2] >0

Am =

Lo



Algorytm interpolacji Powell’a

1) Wybierz A i oblicz

FIn,+hl<F[A], F[A+2h]<F[ +h]

(ewentualnie zmien znak: -h, jesli nierbwnosci nie sg spetnione)

2) Wyznacz A_ i sprawdz czy jest minimum

3 Sl
) Jesl Ao — An| > R

odrzu¢ najdalej potozony od A _ punkt i ponownie wykonaj obliczenia z pkt. 2.
A, - najblizej potozony punkt wzgledem A

Punkt A akceptujemy jako minimum jesli

Am — | < e
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Metoda sympleks (Neldera-Meada)

Rozwigzania poszukujemy iteracyjnie dgzac do znalezienia minimum fukcji poprzez obliczanie
jej wartosci w scisle okreslonych punktach. Do wyznaczenia kierunkéw poszukiwan oraz
punktdw, w ktérych oblicza sie wartosci funkcji wykorzystuje sie obiekt zwany sympleksem.

Sympleks jest to n-wymiarowy obiekt, stanowigcy najmniejszy zbiér wypukty zawierajacy
punkty

Do, P1,---5, Pn

bedgce jego wierzchotkami. Wierzchotki sympleksu tworza tylko takie punkty, dla ktérych zbiér
wektoréw

{pi —po}

jest liniowo niezalezny (punkty nie sg wspétliniowe).

Przyktad. Sympleksy w 2 i w 3 wymiarach

1) D3
A
> —
Po p1 Do D1

15



Sposbéb postepowania w jednej iteracji
1. wybieramy zestaw N+1 punktéw startowych (N - liczba wymiaréw), np. w postaci

Pi=po+ANd;, i=12....n

wektory d; mozemy przyjac jako wersory uktadu kartezjanskiego
di:ei, i:1,2,...,n
Potozenie p, wybieramy arbitralnie, wartosci A, zalezg od rozpatrywanego problemu.

2. Dla wszystkich wierzchotkédw obliczamy cigg

f(o), f(p1),..., f(pN)

i szukamy dwéch punktow odpowiednio dla najwiekszej i najmniejszej wartosci funkgji

pmin:pj < f(p7)§f(p2)a i:()vla"'?N
Pmaz =P; <= f(p;) > f(pi), i=0,1,....N

3. Wyznaczamy $rodek ciezkosci D2
wierzchotkdw z wytgczeniem punktu p

max

Do = Pmax P1 = Pmin 16



4. Odbicie

Wyznaczamy punkt p_, lezacy na linii faczacej srodek ciezkosci i wierzchotek p

maXx

D2

Dodb :ﬁ + O‘(ﬁ _pmax>7 S [07 1)

i jesli zachodzi warunek

f(pmzn) S f(podb) < f( maa:)

to odbicie akceptujemy. W nowym sympleksie wierzchotek p
zostaje zastgpiony przez p

maX

odb*

5. Ekspansja

Po odbiciu sprawdzamy tez czy zachodzi warunek

f(podb) < f(pmzn)

Jesli tak to kierunek poszukiwan jest dobry i wtedy zamiast p_, wyznaczamy

e =p+vPoar —P), v>1

17



Jesli

f(pe) < f(podb)

to wierzchotki nowego sympleksu tworzg poprzednie za wyjatkiem wierzchotka p
ktory zastepujemy p_. W przeciwnym wypadku

f(pe) Z f(podb)

max

wierzchotek p__  zastepujemy p_,,

f(pc) < .f(podb)

maXx

’
’
b [
2 7
#
<
L3 1

Pmax Prmin Pmax Pmin

6. Zawezenie

Jesli f(podb) > f( max)

to nalezy wykonac tzw. zawezenie sympleksu. Wyznaczamy nowe przyblizenie

Podb :ﬁ+6( max —13)7 B € (071)



Jesli zachodzi warunek

f(2) < f(Pmaz)

Przyktad zawezenia.

to wierzchotek p,_ . zastepujemy p,.

DPmax DPmin
7. Redukcja
L Przyktad redukgji
edli rzykKrad redukdcjli
: f®2) > f(Pmaz) sympleksu.
q2
dokonujemy redukcji sympleksu
qz:pz+5(pmzn_pz)a 7::0,1,...,71,
1 £ min .
= (O, 1) Do qdo qd1 = P1 = Pmin

Przy sprawdzaniu warunkéw akceptacji nowego wierzchotka sympleksu sprawdzamy tez
warunek stopu jako kryterium stopu przyjmujac

- max = [|Pmin — Pill2 <€
1=0,1,...,n

Metoda sympleks jest mato efektywna, nierzadko potrzeba duzej liczby iteracji w
celu znalezienia minimum funcji - nie wyamaga jednak liczenia pochodnych. 19



Kierunkowe metody poszukiwania minimum funkcji
Pochodna kierunkowa funkcji celu

Rézniczke zupetng funkcji celu (skalar) mozemy zdefiniowac jako
iloczyn skalarny wektoréw

afd$1+...‘|— af

=50 D

dx, =V f(x)dz

Jesli wektor u wyznacza kierunek prostej tgczacej punkty x i x'
to sg one ze sobg powigzane

x(A) = T + \u

Natomiast dla bardzo matych zmian wartosci A mozemy zapisac

dr = ud)\

Na prostej tgczacej (ustalone punkty) x i x' wartos¢ funkcji celu zalezna bedzie
od nowej zmiennej (A)

F(\) = f(z +u) = f(z)

Liczmy rézniczke zupetng dla funkcji celu zaleznej od A

dF = df = V7 f(z)ud\

20



Mozemy teraz wyrazi¢ pochodng kierunkowga funkcji celu w punkcie x dla kierunku u nastepujaco

dF(\)  df(x)

_ . = — T
d\ AL
Skorzystajmy z rozwiniecia w szereg Taylora ,
FA) =flx + M) = f(z)
dF d*F \° / /
F — F - —a . .. = . =
N =FO) + 757+ Fag T F(0)=f(x +0-u) = f(z)
zaniedgujemy
i zatézmy
dF / /
A >0, a:VTf(w)u:—‘VTf(a:)u}<O

woéwczas otrzymamy

F(\) = f(@) = [(&) = A |V f(z )| < f(z)

Whniosek: poniewaz gradient funkcji jest okreslony w dowolnym punkcie,
nalezy tak dobra¢ wektor u aby spetni¢ warunek

VTf(m/)u <0

, , taki warunek
Przyktad: u=-Vflx)= —||Vf(x )| <0 odpowiada metodzie
najwiekszego spadku
(Steepest Descent)

21




Jak wykorzystac¢ pochodna kierunkowa do znalezienia minimum funkcji?

Startujac z okreslonego punktu x, poszukujemy kolejnego przyblizenia tj. x,
w kierunku spadku wartosci funkcji. W ten sposdb wyznaczamy cigg kolejnych przyblizen

ro,Try1,T2,...
poszukiwanego minimum.

Procedure iteracyjng przerywamy, gdy spetniony jest jeden z warunkéw (warunek STOPU):

a) '™t —z'|| <& (najczeéciej stosowany)

o) Vi)=0

(problematyczny w zastosowaniu - jak rozumiec ,,0"?77?)

c) lub w kolejnych iteracjach rosnie wartos¢ normy
lz** — 2]

Cco oznacza brak zbieznosci - algorytm trzeba zrestartowac i/lub zmieni¢ parametry iteracji

22



Metoda najwiekszego spadku

Korzystamy z pochodnej kierunkowej funkcji
w punkcie x'

df(x)|
d)\ o d\

Wektor kierunkowy u ma diugosé réowna 1

lull = 1

Korzystamy z nieréwnosci Schwartza

Vi

Rys. Gradient funkcji i kierunek poszukiwanh
w metodzie najwiekszego spadku.

VIf(a yu > — VT )] lull = VT f)] -1

Jesli wektor kierunkowy wybierzemy w postaci

_ V&)
IV £

u

to bedzie on wskazywat kierunek najwiekszego spadku.

Pochodna kierunkowa osigga wtedy dF' ()

najmniejszg wartosc: 7 _




Algorytm metody najwiekszego spadku:

1) Wybierz x°

2) lteracyjnie obliczaj p

~Vf(~1) np.: metoda ztotego podziatu dla

YT Ve

| / A€ (0, Mnaz)

F(\) = f@ '+ \u') = m}%n fl' '+ )

3) Warunki zakohczenia obliczen

&+ — ] < e,

IVf(z")] < ez

[f(@") = f(@' )] <es

Metoda najwiekszego spadku moze by¢ mato
wydajna, jesli kontur wartosci funkcji celu jest
wydtuzony (elipsa).

Pojawiaja sie wowczas czeste zmiany
kierunkow poszukiwan - zigzag.

24



Przyktad - znalezé¢ minimum wartosci funkcji

x%
i
S
Yas
i
f// x

/i
- o \:\\ \ / /W
*~ R{H\\ :&\_ j//%f&f

I L
¥

0.5 1 0.5 1



Metoda najwiekszego spadku z optymalizacjg parametru A

(% —y)? + (1 — 2)? X = e u;

= (Vf(z; + ;)" u; =0

f(x,y) —

DO | O

met. SD+GOLD h=ZMIENNY, e=10"%, iteracie =41

Vf(ili@ + )\’U,@) = Vf(mz—l—l) = —U;+1

ar —

Kierunki poszukiwan w dwéch kolejnych
iteracjach sg ortogonalne. Jest to duzy
problem w przypadku, gdy funkcja ma
wydtuzony ksztatt w jednym z kierunkéw
(poziomice funkcji sg réwnolegte w szerokim
zakresie).

»1ylko” 41 iteracji - ale mamy zygzak.



Metoda sprzezonego gradientu (CG)

Metoda jest wydajna i dostarcza rozwigzania w skohczonej liczbie krokéw

dla problemu w postaci

flx) = %.’BTA.’E +z'b+c

Dwa wektory sg wzajemnie sprzezone jesli

ul Av = (u, Av) =0

gdzie: A jest macierzg dodatniookreslong

Jesli ciag wektoréw u, € R", i=1,2,...,n

tworzg wektory wzajemnie sprzezone, to stanowig one baze w przestrzeni R" i

woéwczas kazdy wektor
T, © R™

mozna rozwing¢ w tej bazie

mn n
Tr = E apur = To + E AW
k=1 i=1

a, - istnieje, ale nie znamy x-a

ktéry pozwolitby je wyznaczy¢

(u;, Az)
(’U,@', A’U,Z)

o; =

27




Algorytm CG Fletchera-Reevesa

1) Wybieramy punkt startowy x° i obliczamy iteracyjnie
=2+ Ny

przy czym kierunek poszukiwanh wybieramy jako:

a) i=0 u' = -V (")

. =Vt

T v
b) i=1,2,3..,n . ~

u'tl = —Vf(x") + B’

2) Wartos¢ », wyznaczamy identycznie jak w metodzie najwiekszego
spadku. Generowane wektory u' wyznaczajg baze A-ortogonalna.

Natomiast parametr §.

5 Vi@
T ViR

silnie ogranicza zmiany kierunku poszukiwania rozwigzania w kolejnej iteracji
(eliminuje ,,zygzak”).

28






Metoda Newtona poszukiwania minimum funkcji kwadratowej w R"

Funkcje kwadratowa definiujemy nastepujaco

1
f(x) = §$TA£L‘ +z'b+c

gdzie: A jest pewng macierzag kwadratowg oraz

x.be R"” ceR

Jesli macierz A jest symetryczna to wéwczas zachodzi
Vf(x)=Az+b

Oraz

Vif(x) = A <) H(x)=A4 (hesjan)

Jesli A jest dodatniookreslona to rozwigzanie mozna tatwo znalez¢, poniewaz

Vfilx)=Az+b=0

* — _1 . . 7 .
" =—A""b (macierz dodatniookreslona jest
niesobliwa i mozna jg odwrécic)

30



W metodzie Newtona zaktadamy (x* to rozwigzanie doktadne)
*=z'4+46
gdzie: xi - przyblizone rozwigzanie w i-tej iteracji

Korzystajgc z rozwiniecia funkcji w szereg Taylora mozemy zapisac

0 = Vfx*)=Vf(z'+6)
— V(') + H(z")é + O(|6]?)

Jesli pominiemy wyrazy rzedu [|8||? to

VF(z') + H(z)é = 0

W i-tej iteracji poprawiamy rozwigzanie, tj.
't =2"+4

i ostatecznie

't =2 — H ' (z")Vf(x")

Oczekujemy, ze metoda Newtona bedzie pracowac réwniez dla innych funkcji niz
kwadratowe tj. gdy badang funkcje celu mozna lokalnie przyblizy¢ funkcjg kwadratowg.

Wada metody jest koniecznos¢ wyznaczania hesjanu w kazdym punkcie. Gdy ta staje sie
osobliwa wéwczas metoda przestaje dziata¢ - co moze by¢ spowodowane np.
wystepowaniem btedéw numerycznych.



o

Przykitad: metoda Newtona

met. NEWTONA h=ZMIENNY, e=1 0_3, iteracje=8

2 | | | | | | | 5
fly) = @ =y + (1 - )
1.5
]
3022 — 10y +2 —10x
0.5 H(z,y) = ( —10x 5
0
0.5
Hesjan (pochodne) liczony analitycznie
» - zaleta.
Czy jest dodatniookresiony?
-1.5
To zalezy od wektora (x,y)
" & | | , bo wspdtczynniki nie sg state.
5 1 15 2

-2 -15 -1 -0.5 0 0
X

Rys. Metoda Newtona w potaczeniu z metodg ztotego
podziatu uzytg w kazdej iteracji.

Tylko 8 iteracji - jak dotagd najmniej.
32



Metoda funkcji kary

Jesli ograniczamy przestrzeh dopuszczalnych rozwigzah czyli naktadamy warunki np.

lub
hjx) =0, j=12,...,r

to mamy do czynienia z problemem z ograniczeniami (wiezami).

Ograniczenia te chcemy wbudowad¢ w nasz algorytm w taki sposéb
aby znow problem stat sie problemem bez ograniczen
- bez koniecznosci sprawdzania warunkoéw.

Metoda funkcji kary zewnetrznej

Stosujemy zmodyfikowang funkcje celu
Fi(z) = f(x) +¢;S(x)

gdzie: S(x) jest funkcjg kary, a ¢; wspotczynnikiem rosngcym w kolejnych iteracjach

lim ¢; = o0 przyktad : c;11 = 2¢;
1— 00
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Prosty przyktad funkcji kary zewnetrznej

=Y~ (max(0,9;(@))* + 3 (@) < »

m T
7:

Jesli spetniony jest pierwszy warunek to pierwsza suma sie zeruje.
Podobnie jest dla drugiego przypadku. Wtedy

S(x) =0

czyli brak kary w przestrzeni rozwigzah dopuszczalnych. W pozostatym obszarze
(na zewnatrz), wartosc funkcji celu rosnie w kolejnych iteracjach
- a wiec nie znajdziemy tam minimum.

Zmodyfikowana funkcja celu moze nie by¢ rézniczkowalna ze wzgledu
na funkcje max() w definicji funkcji kary co eliminuje metody gradientowe
przy poszukiwaniu minimum.

Sposob postepowania przy uzyciu kary zewnetrzne;j:

1) wybieramy punkt startowy xg
2) okreslamy c; oraz modyfikujemy funkcje celu
3) znajdujemy rozwigzanie X" przy uzyciu wybranej metody

4) sprawdzamy przyjety warunek stopu jak w metodzie bez ograniczenh

5) jesli warunek stopu nie jest spetniony to wykonujemy kolejng iteracje przyjmujac

sk
r, =2 , Ciy1 = 0" C




Metoda funkcji kary wewnetrznej

Zaktadamy ze warunki ograniczajgce majg postac

Funkcja kary wewnetrznej
przyjmuje wartosci dodatnie
wewnatrz obszaru rozwigzah
dopuszczalnych, a jej wartos¢
gwattownie rosnie przy zblizaniu
sie do brzegu (bariera).

W kazdej iteracji modyfikujemy funkcje celu wprowadzajgc funkcje kary S(x)

Fi(z) = f(x) + c;S(x)

z warunkiem dla wspoétczynnika c;

lim ¢; =0 (Ci+1 =a-cCc;, ac (O, 1))

71— 00

Wtasnosci funkcji kary wewnetrznej:

a) gi(x) <0, 5=1,....m = S(x) >0

b) jesli dla ciggu przyblizen L1, T2,...,T; spetniony jest warunek

gj(iL‘i) <O, j:].,...,m, 1

oraz dla okreslonego j lim g, () =0

17— 00

to
lim S(x;) — o

71— 00
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Przyktady funkcji barierowych w metodzie kary wewnetrznej:

S@) =~ g%@ 5(@) == 3 in(=5:(=))

j=1"7

Sposob postepowania:

1) wybieramy punkt startowy xg
2) okreslamy c; oraz modyfikujemy funkcje celu
3) znajdujemy rozwigzanie X" przy uzyciu wybranej metody

4) sprawdzamy przyjety warunek stopu oraz dodatkowo sprawdzamy
zgodnos$¢ z warunkami ograniczajgcymi

Cl’S(mz)’ < e

5) jesli warunki stopu nie sg spetnione to wykonujemy kolejng iteracje przyjmujgc

k
=2 , Ciy1 = 0"
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Metoda symulowanego wyzarzania

2) akceptujemy tylko kroki z P=1 Prawdopodobiehs’_cwo a_kceptacji
1) start co si4 stanie? ,gorszego” rozwigzania
f(x-AX) >f(x) szukane

niekorzystna sytuacja
ale akceptujemyz P <1

it p = o Lzt A f2)

kolejne kroki

T

S

f(x4HAX)<f(X)

_ zalezy silnie od parametru T
(akceptujemy P =1) znaleziono

inirum bokalne (w fizyce jest to temperatura).

T duze: wartos¢ wyktadnika bliska
zeru (P-1)

3) akceptujemy krokiz P=1 oraz P<l

T mate: wyktadnik jest duzg ujemna
i zmieniamy (obniVamy) temperatur4

liczbg (P — 0)

pocz+ek symulagji
wysoka temperatura
(duVe przemieszczenia)

P (x)=exp(-x)
w kolejnych iteracjach
obniVamy temperatur4

P (x)=exp(-x/0.5)
(ma e przemieszczenia)

f(x.HAX)<f(x)

maj+c szz4Kcie za N-tym
WYWo aniem algorytmu ->P=1
znajdziemy minimum globalne
(ale nie zawsze tak jest)




Najprostszy algorytm symulowanego wyzarzania - iteracyjny

Start: wybieramy punkt startowy x, i okreslamy wartos¢ funkcji celu f(x,) dla naszego wedrowca

oraz ustalamy temperature T i ilo$¢ krokéw M jakg ma wykona¢

1) losujemy przemieszczenie Ax generatorem liczb pseudolosowych i okreslamy f(x.+Ax)

2) akceptujemy nowe potozenie z prawdopodobienstwem P=1 jesli
fle; + Ax) < f(z;) = w1 =2+ Ax
w przeciwnym wypadku f(ﬂfz + Ax) > f(xz)

okreslamy prawodopodobiehstwo

fatba) = )

P =exp (— T

i losujemy liczbe

X eU(0,1)

nowe potozenie akceptujemy (z prawdopodobienstwem P) jesli spetniona jest relacja
X <P

3) co M iteracji obnizamy temperature np.
Tnew =C- Tolda C <1
co efektywnie zmniejsza pradowpodobienstwo akceptacji potozenia o wyzszej funkcji kosztu
Kroki 1-3 powtarzamy M razy dla kazdego wedrowca.

Symulacje mozemy wykonac dla N wedrowcéw réwnolegle - sa niezalezni.
Po jej zakonczeniu wyszukujemy wedrowca o najnizszej funkcji celu.
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Przyktad: szukamy minimum globalnego funkcji celu
f(z,y) = sin(x) sin(y) — exp (—(z + 7/2)* = (y — 7/2)?)

x,y € [—3m, 3]

Wynik dla pojedynczego wywotania algorytmu (jeden wedrowiec) - kropki to kolejne potozenia.
Dla kazdego przypadku - start z tego samego punku.

start=(5,5), T=10, 500 krokow

Temperatura za duza
- zbyt duzy krok,
(wedrowiec odwiedza
maksima)

] 1 1 1 oz
o @ H~r P O N B OO O O

x
, ©

start=(5,5), T=1, 500 krokow

Temperatura srednia
(wedrowiec omija maksima
przemieszcza sie dolinami)

] | 1 1 oren)
o O ~ M O N B~ OO 0 O

L
, ©

start=(5,5), T=0.1, 500 krokow

Temperatura niska
(wedrowiec bardzo szybko
lokalizuje sie w minimum)
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Wyniki dla M=200 wedrowcow i temperatury obnizanej co 100 iteracji (T _ =T,/2)
Metode tatwo zréwnoleglié.

N=200, dx,dy<1, T=T0/2° N=200, dx,dy<1, T=T0/22 N=200, dx,dy<1, T=To/2*
1 10 1 10 1
8 8
: 0.5
05 6 0.5 6
0 g 0 i 0
2 g
0.5 0 0.5 0 0.5
) -2
) ; <
1 -4 1 -4
15 6 15 -6 1.5
-8 -8
2 -10 -2 -10 2
10 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 10 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
N=200, dx,dy<1, T=T0/28 N=200, dx,dy<1, T=T0/21
1 10 T T T T T T T T T 1 10 I \ T T \ \ \ T I 1
f il sl 1oL B s OROROe
®
05 4L 05 5 % 0.5
. (2GR, . s0s0s0 .
sieb <l l°L ) i~ AL 20}
0.5 G 8 -0.5 0 e ol 0.5
e 15 i@l e e bl i°) B3
-1 -1 -1
4 - 4 L -
MR 2k i 0 i<k 28 Bs)
L 1.5 Cr 1l 15
o J<) Jof Jel 3 Jol 258 ok
2 -10 | ] | ] | ! | 1 1 -2 -10 ] | ] ] | L ! 1 | -2
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 -10-8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

Jedno ze znalezionych miniméw
to minimum globalne. 40



