MN - rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych

Rozwigzywanie
uktadow réwnan liniowych
metodami bezposrednimi

Plan wyktadu:

. Definicje macierzy, norm etc.

. Metoda eliminacji Gaussa, Jordana

. Rozktad LU metodg Gaussa

. Uktady rownan z macierzg symetryczng. Rozktady: LDLT, LLT
Uktady réwnan z macierzg tréjdiagonalng

Ilteracyjne poprawianie rozwigzan

. Uktady liniowe nadokreslone, uktad normalny réwnan,
metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta
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MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Pojecia podstawowe

Macierz jest uporzgdkowanym uktadem mxn liczb rzeczywistych lub zespolonych

A=(ay) (i=1,.m; j=1,...n)

ai ai2 ... Ain
a1 ao9o e Aoy,
Aan —
| am1 am?2 Amn |

Jesli m=n to A jest kwadratowa stopnia n.

Macierz diagonalna D=(6ij dij)

di O 0
D_ 0 do 0

00 dy |

Macierz jednostkowa I=(5;) 1 0 ... 0 ]
[ 0 1 0
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Transpozycja - A=(aij) to AT=(aJ.i)

(AN =4
(@A)l = aA”
(A+B)' = A"+ B"
(AB)" = BT AT
(Az)? = 2T AT

Slad macierzy A=Anxn

tr(AT) = tr(A)
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Macierz trojkatna lewa (dolna)

(i 0 ... 0 ]
I — l21 l22 ce 0
i lnl ln2 o lnn _

Macierz trojkatna prawa (gorna)

1 12 Tin
R: O 292 Ton
0 0 Tnn

Sumy, iloczyny i odwrotnosci macierzy tréjkatnych
tego samego rodzaju sg macierzami trojkgtnymi.

Wyznacznik macierzy trojkatnej
det(L) = l11l22 ce lnn

det(R) = 111722 .. . Ty
det(A) = det(A")

det(AB) = det(A)det(B)
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Jesli

det(A) # 0

to macierz jest nieosobliwa i dla takiej macierzy istnieje macierz odwrotna Al
AA Y =A"TA=1T

(AB)"t=B71tA™!

Macierz symetryczna

AT = A

Macierz ortogonalna Q=men (wzajemnie ortogonalne kolumny lub wiersze)

Q'Q=1
Q Q=1
QT — Q—l
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Macierza hermitowska nazywamy macierz, ktéra po transpozycji i sprzezeniu zespolonemu jej
elementdw jest rowna macierzy pierwotnej

AR = (ATY"

Elementy diagonalne macierzy hermitowskiej sg rzeczywiste
(pozostate mogg by¢ zespolone lub rzeczywiste).

Macierza dodatniookreslona nazywamy macierz rzeczywistg lub hermitowskg o wtasnosci:

Zr'AZ >0, Ze€R", Z#0

- macierz dodatnio okreslona jest zawsze odwracalna
- macierz odwrotna jest rdwniez dodatnio okreslona

Przestrzenia liniowa (wektorowa) nad ciatem liczb rzeczywistych (zespolonych) nazywamy
zbior obiektow (wektoréw) z okreslonym dziataniem dodawania elementdéw przestrzeni oraz

mnozenia ich przez liczbe i oznaczamy RN (CV).

Aksjomaty: tgcznos¢, przemiennosé, element neutralny, element odwrotny,....
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Uporzadkowany zbiér liczb rzeczywistych (zespolonych) tworzy wektor _ -

L1
$—($1,$2,$3,...,$n) T =
Przestrzen wektorowa bedgca zbiorem takich obiektéw ma wymiar n. T

Dowolny zbidr n wektordéw liniowo niezaleznych w RN tworzy baze przestrzeni

— — — — > N\ =

oo 75 = s U3) = ) T =D _ Yailips
{y17y27'°-7yn} - i=1

Yo Y3 = Ya,¥3) = Ya) ¥s

Kazdy element przestrzeni mozna zapisac jako kombinacje liniowg elementdéw bazy

f:a1?71+a2?j2+~--+an?7n

Podprzestrzen linowg R* w RN tworzy zbiér wszystkich wektoréow

%,%,---,ﬁm kgn

Macierz mozemy traktowac jako obiekt zbudowany z wektoréw
(wektory wierszowe lub kolumnowe).

Rzedem macierzy A=A r =rank(A)

nazywamy najwiekszg liczbe niezaleznych liniowo wektorow wierszowych lub 7
kolumnowych. Jesli r=m=n to macierz jest nieosobliwa.
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Normy wektorow i macierzy
Normy wprowadza sie w celu iloSciowego okreslania wtasnosci wektoréw i macierzy.

Norma wektora nazywamy funkcje, ktéra kazdemu elementowi w RN przyporzadkowuje
liczbe rzeczywistg. Dla dowolnych

r,ye€R" «a€R
norma wektora musi spetnia¢ nastepujgce aksjomaty:
1Z]| >0, [I7]|=0 <= #=0
laz]] = |af - ||7]]
17+ 1l < {121 + |9l

Dla n-wymiarowego wektora najczesciej stosowane s normy z rodziny L,:

f: [%1,%2,...,.%”],‘?

D=

17l = (2] 4 |z2” + .. fzn?)

- norma pierwsza

p=1, |7l = |zl + [wa| + ... + |2
- norma druga (euklidesowa)

p=2, ||&@2=(22+x2+...+22)Y/?
- norma maksymalna

p=00, |[T]lec =max{|zy], |2l ..., |znl}
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Dla dowolnego wektora x w przestrzeni R" prawdziwe sg ponizsze relacje pomiedzy normami:

lzlloo < llzll2 < llzlly < Vnllzll2 < nllz)lo

Normy macierzy

Wtasnosci norm macierzy

1Al =0, JlA]|=0 < A=0
ladl = laf-[|A]
1A+ Bl < [lA]l+|B]]
1AB|[ < |[A]l-]|Bl]
1AZ]] < [lA][ - ||Z]|(normy zgodne)

Normy zgodne - norma macierzy indukowana przez norme wektora
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Macierz o m wierszach i n kolumnach mozna traktowac jako operator liniowy
przeksztatcajgcy przestrzen R™ w R,

Norme takiej macierzy mozna okresli¢ przy uzyciu wektordw:

| AZ]]
1Allpg = sup ===
cern |||

#£0

X

gdzie: p i g oznaczajg normy wektorow w przestrzeniach R"i w R™.
Mowimy, ze norma [|A]l,, jest norma indukowang przez normy |[.|| oraz ||.||,.
Dla p=q oznaczajgc

1Al = [1A]lpq

mozemy okresli¢ nastepujgce normy macierzy

- maksymalna suma modutéw w kolumnie

IAlL = _max Zlaw\

_1727

- norma spektralna

1/2
A4l = ( max x(447) ) 10

——Lgeesy



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

- maksymalna suma modutéw w wierszu

i=1,2,...,

n
[Alloo = max nz [
j=1
- maksymalny modut elementu

[ All 1o = max fag

)

W przestrzeniach z norma ||-||, czesto uzywa sie euklidesowej (Frobeniusa) normy macierzy:

2
az;
1

m n
1Allz =
i=1 j=

ktéra nie jest indukowana zadng norma, ale spetnia ona z norma ||-||, warunek zgodnosci:

1Al < [ AllellZll2, 7€ R

Normy macierzy majqg istotne znaczenie w analizie bteddéw
(np. btedéw rozwigzania uktadéw rownan liniowych).
11
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Rozwiazywanie uktadow algebraicznych rownan iniowych
metodami bezposrednimi

Szukamy rozwigzania uktadu rownan liniowych w postaci:

ai11T1 + a2®2 + ...+ a1, = b1
a211 —|— a22T2 —|— .. —|— aA2nLn — b2
An1T1 + An2T2 + ...+ AnpnIn — bn

Powyzszy uktad réwnah mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

AZ =b
- macierz wspétczynnikéw uktadu
ail a2 ce a1n
a a ce a
A — 21 (22 2n
i an1 an2 coo Qpn )
- szukany wektor rozwigzanh - wektor wyrazéw wolnych
I b1
L2 - bo
T = b=

12
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Warunek rozwigzywalnosci uktadu niejednorodnego:

b e R(A)
R(A) - podprzestrzen liniowa rozpieta na wektorach kolumnowych macierzy A

Dla
warunek rozwigzywalnosci uktadu jest spetniony dla kazdego b i rozwigzanie ma postacd
7=A""b

Uwaga: powyzszy zapis jest poprawny matematycznie,
ale numerycznie rozwigzujemy w inny sposéb

« ze wzgledu na btedy numeryczne

* brak mozliwosci odwrdcenia macierzy (macierze o duzej liczbie wierszy/kolumn)

13
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Uktad réwnan z macierza trdojkatna

a11T1 + a19x9 + ...+ a1y, = by
29X 92 + ...+ A2nLn = b2
Upndn — bn

Zaktadamy, ze elementy lezgce na diagonali sg niezerowe.

Rozwigzanie uktadu mozna znalezc iteracyjnie, zaczynajgc od elementu x :

bn
T, = —
ann
. bi — Qi 1Ti41 — ... — QinTnp
.=

A4

W celu wyznaczenia wszystkich sktadowych wektora rozwigzania x nalezy wykonac:

- M operacji mnozenia i dzielenia

1 1
M= -n*+ -n
2 2
- D operacji dodawania i odejmowania
1 5 1 14
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Uwarunkowanie rozwiazania uktadu réwnan

Wptyw bteddw zaokragleh na wynik mozna oszacowac analizujgc zaburzenia danych
- macierzy A i wektora b

1) zaburzamy wektor b:
A(ZT+0T) = b+6b
5% = A'6b
162 < [|A7Y] - 1|5b]]

2) zaburzamy elementy macierzy A:
(A+0A)Z+6Z)=0b
AST + 6A(Z+67) =0
07 = —A 1 SA(T + 67)
16| < [[ATH] - [|6A]] - || + 62|

ostatnig nierdwnosc¢ zapisujemy w postaci

102
1%+ 67| ~

[0A]]

|
<A AN
1Al

15
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152 154
== J K(A) T
T +oa = "I

gdzie
r(A) = [|A]l-[]A7Y]

jest wskaznikiem uwarunkowania macierzy

Korzystajgc z wyniku (1) oraz nierdwnosci

|16l = [|AZ]| < [[A]] - [|]]
dostajemy oszacowanie na btad wzgledny rozwigzania

10|

7]

100]
0]

< K(A)

Whniosek - duzy wskaznik uwarunkowania macierzy moze powodowac
duze wzgledne zaburzenia rozwigzania nawet dla matych zaburzen
wektora danych. Zadanie jest wéwczas zle uwarunkowane.

16
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Metoda eliminacji Gaussa rozwiazania uktadu réwnan liniowych

Metoda jest dwuetapowa: (1) przeksztatcamy macierz do postaci tréjkatnej,
(2) rozwigzujemy uktad z macierzg tréjkatna

Etap 1: eliminacja zmiennych

Uktad pierwotny ~
Az — p1)

a(ll)azl —I—a( )x2+...—|—a( ) = bgl)

agl)azl—l—a() +...—|—a;n):13n = bgl)

()x —I—a( )x +...+a%172xn = b?(ll)

Odejmujemy od i-tego wiersza (i=2,3,...,n) wiersz pierwszy pomnozony przez wspétczynnik

(1)

—
agl)

l'él

Z rownan i=2,3,..,n wyeliminowana zostata zmienna x,

A2z — p2) 17
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aﬁ)xl + a§22):132 +...+ a%)xn = b§2)
ag22):v2 +...+ a%)xn = b§2)
afo)xg +... +az, = b?

Powtarzamy operacje, ale odejmujemy od i-tego wiersza (i=3,4,...,n)
wiersz drugi pomnozony przez wspotczynnik

@
i2 = —(5
ag2)

Postepujac dalej w ten sposéb eliminujemy z kazdego nastepnego rownania jedng zmienna.
Eliminacje konhczymy po (n-1) krokach, gdy uzyskamy tréjkatny uktad réwnan w postaci:

agq)xl + agg)azQ +...+ agz)xn = bgn)
N
aMg, = b

18
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Etap drugi - postepowanie odwrotne

Rozwigzanie (kolejne sktadowe wektora x) znajdujemy stosujgc wzdr iteracyjny
dla macierzy tréjkatne;.

Wyznaczenie rozwigzania metodg Gaussa (przeksztatcenie macierzy do postaci trojkatnej)
wymaga wykonania:
- M operacji mnozenia i dzielenia

1 1

M= -n’>+n*—-n
3 3
- D operacji dodawania i odejmowania
1 1 5)
D= _-n*>+-n*—_-n
3 2 6

Problem niestabilnosci metody

Metoda eliminacji w tej postaci jest niestabilna numerycznie
- problem dzielenia przez 0 lub liczbe bliskg zeru.

Rozwigzanie problemu niestabilnosci:
« czesciowy wybodr elementéw gtéwnych

« petny wybdr elementéw gtéwnych

19
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4 3\
Czesciowy wybor elementéw gtéwnych
W k-tym kroku szukamy elementu
L0 B B R B - /’ -Em s m e LB BN BRI
(k) k k
a = max |a, N - Sy = I P
‘rk| k’S’LS’I’L|Zk’ %
r
| przestawiamy wiersze r oraz k. \ y,

Peitny wybor elementow gtéwnych

W k-tym kroku szukamy elementu

(k)| — k
‘ars | kgr?,?%{n, ’alj cam

| przestawiamy wiersze: ki r oraz kolumny: ki s

20
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» stosujac wybdr elementu gtéwnego rozwigzanie otrzymujemy zawsze
« w trakcie wyboru elementu gtéwnego nalezy zmienic takze kolejnos¢ w x i b
* modyfikacji tej mozna nie stosowac dla:

* macierzy z dominujgcg przekatng

n
‘aii‘ > Z |a’i,j’ (7’:177”’)

J=1,j7#1

* macierzy symetrycznej i jednoczesnie dodatniookreslonej

21
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Metoda eliminacji Jordana (eliminacji zupetnej)

W uktadzie rownan

a’gll)flfl + CL%).I'Q + ...+ a&)ajn — bgl)
A(l)f = g(l) I:> a/éll)xl ‘|‘ aélQ).TQ —|— ... —|— aé}ﬂb)xn — b;l)
Wy +aYas+ ..+ oW, = oD

rownanie pierwsze dzielimy obustronnie przez wspotczynnik

(1)

Nastepnie odejmujemy od i-tego wiersza (i=2,3,...,n) wiersz pierwszy przemnozony przez

Wi = Q4
I otrzymujemy
r1 + a%)xg + ...+ agi)xn = bgz)
APz = p2?) ag)xg +...+ agi)a:n = bg)
a%)xg +...+ aq(f?,zg:n = bgf)

22
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Podobnie postepujemy z rGwnaniem drugim, dzielimy

_ (2

je przez

Nastepnie od i-tego wiersza (i=1,3,4,...,n) odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez

wspotczynnik

W2i = Qg9

Otrzymujemy zmodyfikowany

uktad réwnan 1 +0- 2o+ a%)xg, NI agi)xn _ bgg))
A® 7 —pB) D T2 + ag‘?:vg, + ...+ agi)xn _ bg‘s)

r =
aDzs+.. . +aPz, = b

Po przeprowadzeniu (n-1) eliminacji zmiennych otrzymujemy rozwigzanie

I =

Io —

Liczba operacji B 1 4 1, 1

p{"
b

b

23
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Rozktad LU metoda Gaussa

Metode Gaussa mozna uzy¢ do znalezienia takich macierzy L i U,
ktére z macierzg A zwigzane sg relacja:

A=L-U

Procedura wyznaczania elementéw tych macierzy nosi nazwe rozktadu LU.
Sposdb postepowania (wykorzystujemy metode eliminacji Gaussa)

1) mnozenie wiersza pierwszego przez czynnik

(1)

[ — i1
21 — 1
ajy

| odjecie go od i-tego wiersza (i=2...n), zastepujemy mnozeniem przez macierz:

[ 1 0 ... 0 |
Iy 1 0 ... 0
IW=1 -3 0 1 0 0
e ... ... 10
1, 0 0 ... 1
L Jd nXn

Cco mozna zapisa¢ macierzowo:

1A _ 4@
24
T _ 5@
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Eliminacja zmiennej z réwnan (i=3,4,...,n) wyglada podobnie. Mnozymy wiersze
zmodyfikowanego uktadu rownan o indeksach i=3,4,...,n przez czynnik

2
%(2)
li2 — D)

as

i odejmujemy od nich wiersz drugi.

Operacje tg mozna przeprowadzi¢ mnozgc uktad rownan obustronnie przez macierz L?:

1 0 ... O
0 1 0 0
L(2) —_— 0 —l39 1 0 0
e 1 O
0 —lp2 0O O I
Zapis macierzowy operacji 12 A2 4B
L2p2  — 53

Po wykonaniu (n-1) takich operacji dostajemy
(=D @n=2) ()1 _—  ygn)

[ (-2 TWFL) _ po) 25



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Macierze L") sa nieosobliwe - mozna znalez¢ dla kazdej macierz odwrotng.

Przemnazajgc obie strony powyzszych réwnan przez (L)1, (L?~2)1...., otrzymamy

A0 (Lu))‘l (L<2>)_1...(L<n—1>)_1A<n>

F) <L<1>) - <L<2>) - (L<n—1>> i)

wprowadzamy oznaczenia

L = (LM)y={@®)y~t. . (LrD)~!
U — A (L<n—1> rn-2) L(l)) e
A = L.U

. =1
Jak znalez¢ macierze (L1)1? LW <L(Z)) =17

1 0 0 1 0 0

(1) _ —l91 1 ... 0 < (1))_1 _ [o1 1 ... 0

L= .. 1 0 L e ... 10
| _lnl 0 1 i i lnl 0 1 i

26



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

macierz L jest macierzg dolng z jedynkami na diagonali

L=(LW)={(L@)=1  (L=D)~!

1 0 ... 0

lo1 1 0O ... O

L= l31 l32 1 0 0
1 0

L by Dz .. 1

macierz U jest macierzg gérng z niezerowymi elementami na diagonali

uip U2 U113 ... Uln

0 U292 U233 ... Ugp

U = 0 0 Uss Unn,
0 0 0 Unn

27



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Dysponujgc macierzami L i U mozna rozwigza¢ uktad réwnan

81
I
o]

A

LUZ

b L{UZ)=b
——
g
poprzez rozwigzanie 2 uktaddw réwnan

Li="b

-
S
I

<y

* rozwigzanie kazdego z rdwnan wigze sie z naktadem obliczen
jak dla uktadu z macierzg tréjkatng (~1n?)

* rozktad LU (eliminacja Gaussa) to naktad rzedu ~n3/2

28



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Zalety stosowania rozktadu LU:

* Duza wydajnosc dla duzej liczby rownan. Rozktad LU optaca sie stosowac w przypadku rozwigzywania
wielu uktaddéw rownan z tg sama macierzg wspétczynnikéw uktadu A. Kazdy uktad réwnanh rézni sie
wtedy tylko wektorem wyrazéw wolnych. Rozktad LU wykonuje sie w takim przypadku tylko raz (ilos¢

operacji ~n3).
* Oszczednos¢ zajmowanej pamieci. Elementy macierzy L i U mogg zosta¢ zapisane w macierzy A.

* Jesli macierz A jest symetryczna i dodatniookreslona to nie trzeba dokonywac¢ wyboru elementéw
podstawowych.

29



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Inne zastosowania rozktadu LU

Obliczanie wyznacznika

Aby obliczy¢ wyznacznik macierzy A mozemy postuzy¢ sie rozktadem
A=LU

det(A)=det(LU) =det(L) det(U) = det(U) = [] i
N’ 1=1

Wyznacznik macierzy U jest iloczynem elementéw stojgcych
na diagonali tej macierzy (n-1 operacji mnozenia).

Odwracanie macierzy

Aby znalez¢ przy pomocy macierzy L i U macierz odwrotng A
nalezy rozwigzac¢ n uktaddéw réwnan

wersor w przestrzeni wektorowej R"

(1) — o(%) - ;
LUz® =e®, i=1,2,....n e® =10,0,...,1,...,0]T

LU [:z:(l),m@),...,m(n)} = [6(1),6(2),...,6(n)] > X = — X = A1

\ . 4 A 7
Ve

x 7 30
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Przyktad Znalez¢ macierz A dla macierzy

1 0 1
A=13 3 0
0 2 2
1 0 0 3 30
L=|0 1 0 U=1|0 2 2
5 —3 1 0 0 2
1/6 —1/4 1/2 2
M =1 1/6 =1 1/4 B =1 —1/2 P,=13
~1/6 1/4 1/2 1
11 1
AL — 1 ? i
S B
2 6 4

31



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Szacowanie doktadnosci rozwigzania

Definiujemy wektor reszt

dla doktadnego rozwigzania mielibysmy

=l
Il
@]

ale rozwigzanie numeryczne zawsze rézni sie od doktadnego (z powodu btedéow numerycznych)

F=b— AT =5~ A(7+07) = (b A7) A6 #0

———
=0

Miarg jakosSci rozwigzania jest norma wektora reszt

7] >0

Dostajemy niezerowy wektor reszt - co mozemy z tym zrobic¢?
32



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Iteracyjne poprawianie rozwigzania uktadu réwnan

Btad rozwigzania mozna sprawdzi¢ obliczajgc wektor reszt:

r=>b— Az Z - numeryczne

Zazwyczaj wspbirzedne wektora r sg rézne od zera.
Oznacza to, ze nie uzyskalismy doktadnego rozwigzania, ale przyblizone.

Rozwigzanie to chcemy poprawic

r=2x— 0x x - dokladne

gdzie: o6x jest poprawka, ktérag mozna tatwo wyznaczy¢ rozwigzujac uktad:

Adx =r

Nalezy jednak pamietad, ze wyznaczona poprawka do rozwigzania rowniez jest przyblizeniem.

Kolejne poprawione rozwiazanie, ktére uzyskamy bedzie miato postac
=2+ dx + 0(éx)

Zazwyczaj procedure tg stosuje sie 2-3 krotnie, wieksza liczba iteracji nie poprawia rozwigzania
ze wzgledu na duzy wktad bteddéw numerycznych wnoszony do kolejnych poprawek.
33



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Uktady rownan z macierza symetryczna

Rozktad LDLT (macierz moze nie by¢ dodatniookreslona)
Oznaczmy rozktad LU dla odréznienia jako A=LU

Szukamy rozktadu macierzy A w postaci
A=LDU

gdzie: L - macierz trojkgtna dolna z jedynkami na diagonali, D - macierz diagonalna z
elementami diagonalnymi macierzy [/, U - macierz tréjkatna gérna z jedynkami na
diagonali

Wykorzystujemy symetrie macierzy
U'DLY = AT =A=U=1"
co prowadzi do rozktadu dla macierzy symetrycznych

A=ILDLT

Rozwigzanie uktadu Ax = b
Rozwigzujemy kolejno 3 uktady

. L7=10
IDLY?=L Dy =LZ=10
\:./ \:_y, < — Dy—’: 7 34
© LTg=1q



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Elementy rozktadu wyznaczamy rekurencyjnie

dy = a1
a dlai=2,3,...,n oblicza sie na przemian

71—1
aij — ) Cikljk
k=1

l.. =
() dj
Cij:djlij7 j:1,2,...,’i—1
i—1
d; = @i — Z Ciklik
k=1
Naktad obliczen
| 5 [ I 5 1 : .
M==-n>+n“——-n D=—-n’>——n - dwukrotnie mniej niz dla rozktadu LU,
§ 6 6 6 dzeki symetrii macierzy

Zalety:
* naktad obliczeh dwukrotnie mniejszy niz dla rozktadu LU
» dzieki symetrii macierzy wystarczy zapamieta¢ ~potowe elementéw macierzy

n(n+1) 35
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MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Rozkiad LL™ (Banachiewicza-Cholesky'ego)

Jesli macierz A jest macierza symetryczna dodatniookreslona wéwczas mozna
znalez¢ nastepujgcy rozktad

A=LL"
Macierz L jest macierza trojkatng dolng z elementami na diagonali moggcymi sie rézni¢ od 1.
Macierz
L=-L
spetnia warunek
A=LLT

wiec rozktad ten nie jest jednoznaczny.

Jesli jednak liczby na diagonali macierzy L sg dodatnie wéwczas rozktad jest jednoznaczny,
a elementy macierzy wyznaczamy ze wzoréw

1—1
liis = | aj; — 2. i=1.2 n
17 17 ik gy My meey
k=1

—1

1
Qg5 — E—1 ljk:lz'k . )
I ,J=1+1,1+2,...,n 26




MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Naktad obliczen dla rozktadu LLT

n—y
1 1 2
M= -n*4+-n*—n
6 2 3
- dwukrotnie mniej niz dla rozktadu LU
1 1 1
D 6”3 + 5712 + §7’L
Przyktad
4 2 2 i=1: 11 =2, lazr=1, Iz =1
A=12 5 3 i=2: lp=2, lIl3p=1
2 3 6 i — 3 oy —
4 2 2 2 0 0 2 1 1
2 3 6 1 1 2 0O 0 2

37



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Uktady rownan z macierza trojdiagonalna

Szukamy rozwigzania uktadu réwnan
Tx =b

Zdarza sie, ze macierz uktadu réwnan ma postac (np. rownania z ilorazami réznicowymi)

dl C1
az dz C2
as ds c3

1 " o i,
l2 1 0 U9 Co 0
I3 1 U3 C3
L= U =
0 0 Cn—1
] L, 1 . U, 38




MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Elementy macierzowe rozktadu obliczamy iteracyjnie

U1 = dl
Qa;
I =
Uj—1
ui:di—lici_l, z:2,3,...,n

Ogdlne rozwigzanie ukfadu jest dwuetapowe jak dla LU

L - - Y1 ="b
TZ=0 = Ly=b :
yi:bi_liyi—h z:2,...,n
z, =
Uf: ?7 " Un,
* — C.x.
gy = LGN 2,1
Uwagi: e
* naktad obliczen: M=2n-2, D=n-1

* liczba zajetych komoérek: P=3n-2
» jesli macierz jest dominujaca kolumnowo to rozktad T=LU jest rwnowazny rozktadowi z
czesciowym wyborem elementu podstawowego (niezawodnos¢ metody). 39



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Rozwiazywanie uktadow liniowych nadokreslonych
(minimalizacja formy kwadratowej)

Jak rozwigzac ponizszy problem?

ail e a1n bl A c Rmxn m > n
as1 “. aon, B . b2
1 x e R"
=1 - be R™
] z. | ce
i aAdmi1 .. Qmn i i bm i

« brak doktadnego rozwigzania w wiekszosci przypadkdéw
* mozna poszukiwac conajwyzej ,najlepszego przyblizenia”

rozwigzania w sensie sSredniokwadratowym

Dla
r=b— Ax

rozwigzaniem sredniokwadratowym problemu nadokreslonego
(least square problem) jest taki wektor x, ktéry minimalizuje norme

[rllz = (rTr)!/?2 40



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Szukamy minimum funkcjonatu F:

Ty — F = min - pozbywamy sie pierwiastka,

bedzie tatwie]

(rT'r)l/2 = min —r

F = (b— Axz)T (b — Ax)
= (bf —xT AT)(b — Ax)
— bTb—bTAx — 2T ATH + 2T AT Ax

Minimum znajdziemy jesli narzucimy warunek (rézniczkujemy po kolejnych elementach wektora)

OF - T
o =0 (b A)j:Zbiai,j
OF =2 ajib
— = -blA-ATb+ AT Az + 2T ATA=0 i
ox T
— (A b)j
Dwa pierwsze wyrazy sg identyczne, (podobnie 3 i 4)

wiec otrzymujemy warunek

Al Ax — ATb =0

ATAz = ATb  (ATA)L.)

x=(ATA)"1ATb - rozwigzanie istnieje 41



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Jesli macierz A jest macierzg o rozmiarach mxn i elementach rzeczywistych,
b jest wektorem m-elementowym, a x wektorem n elementowym spetniajagcym réwnanie,
to uktad nadokreslony mozemy przeksztatci¢ do uktadu normalnego

AT Az = ATh - uktad normalny

2l AT(b— Az)=0 - wektor z dowolny

(A2)T (b— Ax) =0 (= liczba)

N— e ——
yT r
yTr =0

whnioski:

» wektor reszt jest ortogonalny do dowolnego wektora bedgcego kobminacja liniowg
wektorow kolumnowych A (bo te nie tworzg bazy zupetnej)

* nie mozna zredukowad¢ elementéw wektora reszt do zera

« zawsze dostaniemy rozwigzanie przyblizone i nie jest to wynik btedéw numerycznych,
ale samej konstrukcji uktadu rownan i wtasnosci macierzy

42



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Przyktad - wptyw uwarunkowania macierzy na rozwigzanie uktadu normalnego

1 1 1 1
e 0 O 0
A= 0 = 0 , b= 0 , el <1
i 0 0 ¢ | i 0 |
Przeksztatcamy do uktadu normalnego
[ 14 &2 1 1
ATA = 1 1+ 1
1 1 14¢&?
!
ATy = 1
i 1
Dla precyzji obliczeh rzedu ¢
2~ 0

I macierz ATA staje sie osobliwa - uktad nie posiada rozwigzania.

43



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Dane sg 2 wektory liniowo niezalezne
Interpretacja geometryczna i nieortogonalne: u,, u,

72 Nalezy je przeksztatci¢ tak, aby byty ortogonalne

i unormowane

{ui, u2} = {q1, q2}

qi T T
upu; 70 q;q; =04
Jako q, przyjmujemy kierunek u, a wektor normujemy q1 = || 1”
u;

Dla u, z rysunku odczytujemy

u2:u§+ug N UQZUQL—H“(]l (11T/

T T 1 T
q, U2 = q; Uy +rq;q1 r=qlu
[ qi U

“2L = U2 —q1 (Qip%)
Jako drugi wektor (unormowany) przyjmujemy

us 44




MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Uogdlnienie dla k-elementowej bazy w n-wymiarowej przestrzeni

{ui,us,...,ux}, u; €R"

Szukamy bazy wektoréw ortonormalnych (ortogonalnych i unormowanych)

Jako pierwszy wektor wybieramy jak poprzednio
u;

e |

q1 =
kolejne wektory ortogonalizujemy do elementéw juz znalezionych

7j—1
=1

i normalizujemy i
J
q; = 7=
’ H‘IJH

Wektory q, mozemy uzyc jako np. kolumn macierzy Q
Q — ank: — [q17q27 R 7Qk]

QTQ o D = dia/g{dl,dQ, .. 7dk} = I
45



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Metody wykorzystujace rozktad QR

Dla macierzy A o rozmiarach mxn, w ktdrej kolumny sg niezalezne liniowo
istnieje jednoznaczny rozktad w postaci

A=QR
ail a9 oo Qrp d11 d12 c+ | qin
a1 ao2 c e a2n 421 q22 Tt 42n i ™M1 Ti12 ... Tin ]
asy as2 S a3n g31 q32 s 43n 0 o2 ... Top
0 0o .
0 0 0 T
i aAml1 QAm2 oo Amn i | dm1 dm?2 co - | mn _

* Q jest macierzg ortogonalna
Q'Q=D
D jest macierza diagonalng o elementach nieujemnych

D :diag(dl,dg,...,dn)
di. >0, k=1,...,n 46



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

R jest macierzg tréjkatng gérng z elementami

Tk;k:L k:1,...,n

Warunek minimalizacji normy wektora reszt w sensie Sredniokwadratowym przyjmuje postac

Az =b= AT Ax = A"

RTQTQR.'E _ RTQT$

RT'DRx = RT'Q"b

DRx =Q'b

Rx=D"1QTb=1y - wiemy jak rozwigzac¢ uktad
z macierzg tréjkatna

Jak wyznaczy¢ macierze Q i R? - uzyjemy ortogonalizacji Gama-Schmidta

47



MN - rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych

Wyznaczanie rozkitadu QR metoda Grama-Schmidta

Wyznaczamy cigg macierzy (macierz A przeksztatcamy iteracyjnie)

B . [ (k)
A=A 5 AW 5 5 A = q1,i @y
q; = az(- ) —
k . k
AR — (ql,...,qk_l,a,g),...,ag“)) | Om,i | I agn,)i |
kolumny ortogonalne: qi;...,qk-1
: . k k
kolumny nieprzeksztatcone: a,(c )7 o 7a?(1 )
W k-tej iteracji ortogonalizujemy k-tg kolumne jak w metodzie G-S
k—1
qx = ar — Z(h Tik
i=1
q,;;rak : Uwaga:
Tik = a4 1=1,2,... k=1 wektoréw g, nie normujemy

2

(oznaczatoby to strate informacji o dtugosci
pierwotnych wektorow bazowych a,)

k
@ =a", di=qlan, ree=1
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