Rozwiazywanie algebraicznych uktadow rownan liniowych
metodami iteracyjnymi

Plan wyktadu:
1. Przyktady macierzy rzadkich i formaty ich zapisu
2. Metody: Jacobiego, Gaussa-Seidla, nadrelaksacji
3. Zbieznos¢ metod iteracyjnych

4. Metody: najwiekszego spadku, sprzezonego gradientu.

Literatura: Yousef Saad ,/terative methods for sparse linear systems”



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi
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Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Wybrane formaty zapisu macierzy rzadkich

- CSR (compressed sparse row) - trzy wektory: wartosci, numery kolumn, poczatki wierszy (pierwsze
nie-zero w wierszu)

- CSC (compressed sparse column) - trzy wektory: wartosci, numery wierszy, poczatki kolumn
(pierwsze nie-zero w kolumnie)

- CF (coordinate format) - trzy wektory dla: wartosci, oraz numery kolumn i wierszy dla nie-zer

CSR dla macierzy symetrycznej - zapamietujemy tylko macierz U

1 -1 0 -3 0 ] )
1 5 0 0 0 wartosci = (1 -1 -3 5 4 §) 4 7 -5)
kolumna = (1 2 4 2 3 4 5 4 5)
A=1 0046 41 i, = (1 4 5 8 9 10
-3 0 6 7 0
0 0 4 0 —5 |

CSR dla macierzy niesymetryczne]

1 -1 0 -3 0
—2 5 0 0 0
B = 0 0 4 6 4
—4 0 2 7 0
0 g8 0 0 —5 |
wartosci = (1 -1 -3 -2 5 4 6 4 -4 2 7 8 -5)
kolumna = (1 2 4 1 2 3 4 5 1 3 4 2 5) 3
wiersz = (1 4 6 9 12 14)



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Mnozenie Ax=y w formacie CSR dla macierzy niesymetrycznej

n

Z Aig 5 = Yi
J=1
al ] - elementy macierzowe, T 1 —1 0
k[] - numery kolumn, _9 5 0
w[]-indeksy z poczatkami wierszy B_ 0 0 4
—4 0 2
0 8 0
y=0;
for(i=1; i<=n; i++){
L=w[i]; // poczatek indeksow dla i-tego wiersza
L=w[i+1]-1; // koniec indeksow dla i-tego wiersza
for(l=1,; l<=1,; 1++){
j=k[1]; //numer kolumny

ylil=y[il+a[l]*x[]];

o 1o O W

Lo = O O




Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi
Mnozenie Ax=y w formacie CSR dla macierzy symetrycznej

A=U+D+L oraz L=UT
(U+D+L)x =y =(D+U)x + (xTU)T

n n
czyli Z Qx5 = Yi = Z Ajjxj + Z Tjag;
J=1 j>i J<t
- jesli zamienimy wskazniki w drugiej sumie to element a *x, bedzie dawac wktad do y, ,
ktdére zostanie wyznaczone pdzniej (j>i) - w ten sposdéb dochodzac do wiersza j-tego
wartosc drugiej sumy bedzie znana.

al[ 1 - wektor elementéw macierzowych, k[] - numery kolumn, w[]-indeksy z poczatkami wierszy

y=0;
for(i=1; i<=n; i++){

L=wl[i]; // poczatek indeksow dla i-tego wiersza

L=w[i+1]-1; // koniec indeksow dla i-tego wiersza

1 -1 0 =3 0

for(l=1,; l<=1,; 1++){ 1 5 0 0 0
. A= 0 0 4 6 4
j=k[1]; //numer kolumny _3 0 6 7 0
y[il=y[il+all]1*x[j]; | 0 04 0 =5 ]

if( i'=j ) yljl=yl[jl+all]l*x[i]; // sumowanie tyko po elementach pozadiagonalnych
// modyfikacja pochodzi od drugiej sumy
} 5



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Cel - szukamy rozwigzania uktadu n réwnan liniowych

Az =b, AceR™"™, xbc R"

ale uzywajac metod iteracyjnych.
Dlaczego uzywamy metod iteracyjnych?

Przyktad

N=50 000 - liczba réwnah w ukfadzie
fl, = 8 bajtéw/liczbe - podwdjna precyzja

a) Ograniczenia pamieci
P, < N2*fl,= 20 GB (10GB) - zaalokowana pamie¢ w komputerze

Ale jesli uktad jest np. piecioprzekatniowy to do zapisu macierzy A
(w postaci wektorowej) potrzebujemy tylko

P.< 5N*fl, = 2 MB pamieci
b) wieksza wydajnos¢ dla macierzy rzadkich
(liczba elementéw macierzy réznych od 0 jest rzedu N)
w stosunku do metod bezposrednich

Macierze takie czesto pojawiajg sie w obliczeniach naukowych i inzynierskich (FEM, PDE)

Uwaga: alternatywnie mozemy zastosowac rozktad LU dla macierzy rzadkich



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Oznaczmy A jako sume 3 macierzy

A=L+D+U

Metoda Jacobiego

r = [51,52,---7€n]
b: [617627"'75”]

Dla dowolnie wybranego przyblizenia rozwigzania x, chcemy tak przeksztatacac

iteracyjnie wektor x*¥) aby doprowadzi¢ do znikania sktadowych wektora reszt
w k iteracjach

CO mozna zapisac

Bi — Zaz‘jfj(-k) =0
J



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

ait™ = B; - Zaij§§k)a 1=1,2,...,n

.j .
JjF#i

Sktadowe wektora reszt znikajg w kolejnych iteracjach, wiec mozemy zapisac

17

1 - X
ff“ = 0 5i—zaij§§ )

i
oraz dla catego wektora

5 = _pD~Y(L+U)2z™ + Db

W metodzie Jacobiego obliczamy kolejno wszystkie sktadowe nowego
przyblizenia wektora rozwigzanh.



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Metoda Gaussa-Seidla

R&zni sie od metody Jacobiego tym, ze obliczone juz sktadniki

& i=1,2,...,j

)

wykorzystywane sg w obliczeniach sktadnikéw j+1,j+2,...,n.

1—1 n
Bi — Zaz‘jﬁj('kﬂ) - aii£§k+1) - Z az'jfj(-k) =0
j=1 j=i+1
( ) 1 1—1 n
k41 k41 k
= e - Y a4
v j=1 j=i+1

b— LzFtY) — D+l _ gk —

gt — _p-lpakt+l) _ p-17,(k) L p-1p



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Metody Jacobiego i GS mozna zapisac ogdlnie w postaci

M = D (Jacobi)
M = D + L Gauss-Seidel

Uwaga:

* aby uzy¢ wzoru nalezy ,odwréci¢” macierz M - tj. musimy mied
mozliwos¢ tatwego rozwigzania uktadu rowan

* macierz diagonalna lub tréjkatna daje takg mozliwos¢

10



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Metoda relaksacji

b— Lzt _ pp+l) k) —

Wprowadzamy dodatkowy parametr zbieznosci: w

A = L+D+U
wA = wD+wlL+wU
wA = (D+wl)+ (wU —(1—-w)D)

Metoda nadrelaksacji (Successive Over Relaxation - SOR)

ggk"'l) — w§§k+1)GS + <1 o w)é-?(k)

(D 4 wL)z®* Y = [—wU + (1 — w) D]z}, + wb,

w € [1,2]
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Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Macierze iteracji i ich przeksztatcenia (preconditioning)

Ogdlny schemat iteracyjny

xFH) = Gz(F) + f G - macierz iteracji

przy podziale macierzy A
A=M—-N

definiujemy iteracje do ustalonego punktu w jako
zFHD) = M—INg®) 4+ 1p
Z poréwnania obu zapiséw dostajemy

G=M'N=M'M-A)=I-M"1A
f=M""'b

macierze iterujgce: GJ(A) — J_D 14
Ggs(A) = I—(D+L)*A

12



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Proces iteracyjny

mozemy potraktowac takze jako problem rozwigzania uktadu

I-Gzx=f <ummm

co daje uktad réwnan

M 1Az = M"'b

G=1-M1A

lim z ~ 2t ~ (k)
k— oo

f=M"1b

Uktad ten ma identyczne rozwiazanie jak uktad pierwotny.

Co nam to daje? Z przepisu iteracyjnego
zFHD) = M INg®) 4+ 1p
wynika, ze musimy w kazdej iteracji obliczy¢

Poniewaz M1 nie znamy, wiec chcemy niewielkim kosztem rozwigzac¢ uktad rownan

Mz® = y®)

Dla metod Jacobiego, Gaussa-Seidla i SOR
macierz ta ma postac diagonalna lub tréjkatna
(postepowanie odwrotne jest szybkie):

M; = D
Mas = D+ L
1
Msor = —(D+wlL)

13



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Zbieznos¢ metod iteracyjnych

Dla macierzy A ¢ R™*"™ definiujemy liczbe

p(A) = max |\

i=1,2,...,n
ktérg nazywamy promieniem spektralnym macierzy.

Dla dowolnej macierzy kwadratowej zgodnej z normg wektoréw prawdziwa jest nieréwnosc

N <AL A€z

L t
AV Al < p(A) + e
e>0 || Allp
Tw. Dla kazdego wektora x € R" elementy ciggu
Az, A%z,..., Az, ...

daza do zera wtedy i tylko wtedy gdy p(4) < 1

Dowaéd - — 1—p(A)
2
1+ p(A)
[Allp, < ——= <1

A x|, < [[All; - llzll, — 0
Az — 0

14



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Tw. Cigg wektoréw

ktérego elementy wyznaczamy wedtug wzoru

70t = Gz 4 f, 1=0,1,...

jest zbiezny do jedynego punktu granicznego wtedy i tylko wtedy, gdy

p(G) <1

Dowéd . . .
) =Gz 4+ f=GQ(Gz" "V + f+f=...

=GV (G f+GT 4+ 4 )

lim G*tz(@

1—>00

HfJFG1f+_._+Gf+...HpSZHprHGHp:%
2=0) !




Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Zbieznos$¢ w metodzie SOR

Gsor = (D +wL) ~wU + (1 —w)D]

det(Gsor) = det ((D +wL)™ ) det (—wU + (1 — w)D)

1 1
~ det(D +wL)  det(D)

det (D +wL)™")

det (—wU + (1 —w)D) =det((1 —w)D) = (1 — w)" det(D)
det(GSOR) = (1 — w)”
det(GSOR) = )\1)\2 cen >\n

‘1 — w[ < z‘:nllaxn)\i = p(GSOR) <1

» jesli macierz uktadu jest symetryczna, dodatniookreslona
| nieosobliwa to procedura iteracyjna jest zawsze zbiezna dla

D<w<?2
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Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Minimalizacja formy kwadratowej

Jesli  Ax=b i r=b-Ax to mozemy utworzy¢ forme kwadratowg postaci

R=r"r=(b— Az)" (b - Ax)
ktora jest dodatniookreslona i przyjmuje wartos¢ minimalng dla doktadnego rozwigzania x.

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze macierz A jest symetryczna i dodatniookreslona,
woéwczas mozemy uzyc¢ formy kwadratowej postaci

1
Q = §azTA:L' —x'b

ktéra ma minimum w x, poniewaz

dQ = Q(x + Az) — Q(z) = %AmTAAx > 0

Proces poszukiwania rozwigzania doktadnego przebiega iteracyjnie, tj. szukamy ciggu przyblizeh

ro — T -y — ... > T,
gdzie:

Tip1 =T + Qv

Od sposobu wyznaczania o; i v; zalezy zbieznos¢ i szybkos¢ metody.

17



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Metoda najwiekszego spadku

Przyblizone rozwigzanie w i+1 iteracji ma postac
Tip1 = T + Q0

Jako v; wybieramy kierunek gradientu Q

VQ:Ami—b:—'ri — vV, = —T;

W celu znalezienia wspoétczynnika a; obliczamy Q(X;4 1)

1 1 1
Qlx; —aur;) = —5:1:?1' — imin + 504?7';;141'@- + oziriTri

i rézniczkujemy je po parametrze wariacyjnym w celu znalezienia minimum

0Q _

T
8&' i Tr; -+ O{i’l"i ATi
7

0 'Tr,

0 C i
Do, [ o =

g
r; Ar;
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Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Kolejne przyblizenie w metodzie najwiekszego spadku opisuje wyrazenie

rir;
Tiy1 =; + ﬁ”"i

dla ktérego zachodzi warunek (teoretycznie)

Q(xiv1) < Q(x;)

« zwigzek gradientu Q z kierunkiem
poszukiwania przyblizonego rozwigzania

» prosta interpretacja geometryczna w 2D
- powierzchnie o statej wartosci Q majg ksztatt
elipsy (hiperelipsy dla wiekszej liczby wymiaréw)

« metoda moze by¢ wolnozbiezna w przypadku,
gdy hiperelipsoida ma wydtuzony ksztatt,
co odpowiada ztemu uwarunkowaniu uktadu




Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Metoda sprzezonego gradientu

Zatozenia:

- X4 jest rozwigzaniem doktadnym
- Cigg wektorow

stanowi baze w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej

{y1,92,93,. .-, Yn}

warunek ortogonalnosci bazy

=0 <<= 1#]
T,  _
Yi ¥ {750 = =

yly; =6 yly;

Réznice rozwigzania doktadnego i przyblizonego mozemy zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej

elementéw bazy

Axr =2, —x; =

n
E :&jyy‘
j=1

Jesli elementy bazy sg ortogonalne to mozna tatwo wyznaczy¢ wspétczynniki kombinacji liniowej

ym g — x’é Z &Jymyj

g=1

D Om Y Yi = Ol Ym

20




Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

DostaliSmy wynik (poprzedni slajd)

Yy (g —xy)
Oy, = 7
ymym

Y

i=1,2,... yly; =6, yly

Ale powyzszy wzor wymaga modyfikacji, poniewaz nie znamy wektora xg,

wiemy jednak, ze

A:Ed:b

policzmy ponownie wspétczynnik a, ale uzyjmy nowej bazy A-ortogonalne;

{017027037'“7’07%} <:>

Alxg —x;) = Z a; Av;
j=1

warunek A-ortogonalnosci bazy

T — 5 vl Avy.
v; Av; = 0; jv; Av;

n n
T T T T
v, Alxg —x;) = E a;v,, Av; = E ;0 U, AV = apv,, Av,
J=1

j=1

vi A(zg —xi) v (b— Ax;)

'vari

aj = =
J T Agy T Av
v; Av; v; Av;

— o7 21
v; Av;



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

Zadamy wiec, aby wektory bazy spetniaty warunek A-ortogonalnoéci (wektory A-sprzezone)
viAv, =0 i#j
i 7 ]
Dla macierzy dodatniookreslonej zachodzi warunek

v] Av; # 0

Jak skonstruowac¢ baze A-ortogonalng?
Jesli dysponujemy zwyktg bazg wektorow

Uy,usz,us, . ..

to mozemy jg poddac procesowi ortogonalizacji Grama-Schmidta

vT, = w
i
Vip1 = ’Un;+1—E Bit1 KV
k=1
T
3 vy, At
itk = T
v, Avy,

Jak utworzy¢ cigg wektorow u;? W metodzie CG baze stanowig wektory reszt
(kierunki gradientéw), ktére dzieki A-ortogonalizacji sg sprzezone.

22



Kolejne przyblizenia w podstawowej metodzie CG
wyznaczamy zgodnie z ponizszym schematem:

Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

U1

Tit+1

ri+1
B;

Vi1

W podstawowej metodzie CG w kazdej iteracji
nalezy wykona¢ dwa mnozenia macierz-wektor

Aw, Ariq

i to te dwie operacje determinujg naktad obliczen.
Algorytm metody CG mozna przedstawi¢ w
alternatywnej postaci, gdzie wymagamy tylko
jednego mnozenia macierz-wektor:

Dzieki A-ortogonalnosci w kazdej iteracji
wystarczy wyznaczy¢ tylko jeden wspotczynnik B

(reszta wspotczynnikéw znika).

V1T = 1= b — A.’L‘l
rir;
a; =
v; Av;
Tiy1 = Tyt
riv1 = Ti— o Av;
T
T B = il
. =
rir;
Vit1 = Tit1 — Biv;

Maksymalna liczba iteracji w metodzie CG wynosi
n+1 - wiec jest metodg skonczong. Zazwyczaj do
uzyskania akceptowalnego rozwigzania wystarcza
wykonanie znacznie mniejszej liczby iteracji.

23



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

« rozwazylismy tylko szczegdlny przypadek: macierz A symetryczna i dodatniookreslona
 jesli macierz jest niesymetryczna konieczne jest uzycie innej metody

* metody te wykorzystujg podprzestrzen Krytowa
(rézni je sposéb generowania ciggu wektoréw v,)

Inne metody o duzej wydajnosci:
* Conjugate Gradient Squared (CGS)
» Bi-Conjugate Gradient Stabilized (BiCGStab)
 General Minimal Residual Method (GMRES)
» Transpose-Free Quasi-Minimal Residual (TFQMR)
* W zasadzie nie ma gwarancji, ze uzyskamy rozwigzanie uktadu réwnan
w metodzie iteracyjnej (a przyczyng sq oczywiscie btedy umeryczne)

« dodatkowo, aby zwiekszy¢ wydajnos¢ metody wykorzystuje sie czesto preconditioning
(zamiast macierzy A uzywa sie macierzy ,bliskiej” jej odwrotnosci np. ILUT).

24



Rozwigzywanie UARL metodami iteracyjnymi

, 1
Macierz A__ Gij = T i—71 <5 V a; =0, [i—j]>5 n = 1000
+ | =l
metoda najwiekszego spadku metoda CG
4725 : 4725 .
|I]]2 [Ix1]2
4720 4720 ¢ i
4715 4715 | i
o
§ 4710 < 4710 | ]
4705 4705 + g
4700 4700 | 7
4695 ‘ : 4695 :
1 10 100 1 10
krok krok
metoda UG
metoda najwiekszego spadku .
. - [Irll2
104 [Irl2 ]
A |
T 102 |
= =
10¢
165 |
; . 1 10
1 10 100 krok
iteracja kolejne kierunki poszukiwan
kierunki poszukiwan nie s ortogonalne 25

w kolejnych iteracjach
sg ortogonalne




