Rozwiazywanie rownan nieliniowych i ich uktadow.

Wyznaczanie zer wielomianow.



Plan wyktfadu:

1. Wyznaczanie pojedynczych pierwiastkdw rzeczywistych
réwnan nieliniowych metodami

a) potowienia (bisekcji)

b) Regula Falsi

C) siecznych

d) Newtona-Raphsona
2. Wyznaczanie zer wielokrotnych

a) modyfikacja metod przy znajomosci krotnosci pierwiastka

b) modyfikacja metod siecznych i Newtona dla przypadku ogdlnego
3. Rozwigzywanie uktaddéw réwnan nieliniowych

4. Wyznaczanie zer rzeczywistych i zespolonych wielomianow

a) dzielenie wielomianéw
b) metoda iterowanego dzielenia




Poszukujemy zera rzeczywistego ciggtej funkcji f(x),
czyli szukamy rozwigzania réwnania:

_4/

| | | | | | | | LD
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f(x)=x"3-x"2-4x+4
f(x)=xsin(x) 3




Uwagi:

* nie istniejg wzory pozwalajgce obliczy¢ doktadnie pierwiastki
robwnania - trzeba uzywac¢ schematow iteracyjnych,

czesto w obliczeniach inzynierskich nie jest znana posta¢d
réwnania nieliniowego

* rozwigzanie problemu uzyskane metodg iteracyjna
bedzie przyblizone (z zadang dokfadnoscia)

* jak w kazdej metodzie iteracyjnej, o tym jak szybko znajdziemy
zadowalajace przyblizenie pierwiastka zalezec bedzie od samej

metody, od przyblizenia zatozonego na starcie oraz od postaci
funkcyjnej rownania



Metoda potowienia (bisekcji)

* rozwigzania szukamy w przedziale, w ktérym znajduje sie miejsce zerowe
funkcji, w tzw. przedziale izolacji pierwiastka (wewnatrz tego przedziatu
pierwsza pochodna funkcji nie zmienia znaku)

» przedziat wyznacza sie badajgc zmiane znaku funkcji

Zatozenia:
* W przedziale [a,b] znajduje sie doktadnie jeden pierwiastek,

gdy sg dwa pierwiastki - po zawezeniu przedziatu
znak funkcji na obu krancach moze by¢ identyczny - metoda zawodzi

* na kohcach przedziatu wartosci funkcji majg rézne znaki

f(a) . f(b) <0 ten punkt znajdziemy

M\/L ,




Algorytm metody bisekcji

b+ a
» dzielimy przdziat izolacji na pét L1 — 9

- sprawdzamy czy spetniony jest warunek f(x1) =0

jesli tak to mamy rozwigzanie, jesli nie to przechodzimy do kolejnego puntu

« z dwodch przedziatéw [a,x,] oraz [x,,b] wybieramy ten, w ktérym wartosci funkgji
na krancach przedziatéw majg rézne znaki
f(b) >0

fla) <0 f') >0

flzr) - f(zre1) <O "

V I

« powtarzamy kroki 1-3, co powduje ze dtugosci kolejnych przedziatéw maleja

1
Tk — T | = Q—k(b— a)

* lewe krance przedziatéw tworza cigg niemalejgcy ograniczony z géry, natomiast
prawe tworzg cigg nie rosnacy ograniczony z dotu, istnieje ich wspdlna granica w
punkcie o punkt ten jest poszukiwanym rozwigzaniem réwnania nieliniowego




Przyktad - znalez¢ w przedziale [1,2] metoda potowienia pierwiastek rownania

>+ —-3r-3=0

. zapisujemy funkcje nieliniowa  f(z) = 2° +2° — 3z — 3

* sprawdzamy przedziat f
izolacji pierwiastka f

» wyniki kolejnych przyblizeh rozwigzania

X f(x)
1.0 -4
2.0 3
1.5 -1.874
1.75 0.17187

1.625 -0.94335
1.6875 -0.40942

1.71875 -0.12487

1.73437 0.02198

1.73205 0.0000000

« wadg metody wolna zbieznos¢ w otoczeniu punktu stanowigcego rozwigzanie
« zaletg jest natomiast niezawodnos¢ metody.



* cigg przyblizen jest zbiezny, gdy lim xp = a, f(a) =0

k— o0

« zdefiniujmy btad rozwigzania w k-tej iteracji
L = a4 — Tk

 w punkcie x=a metoda jest rzedu p, jesli istnieje liczba rzeczywista

p>1
dla ktérej zachodzi
T S I O S5 SO
k—o00 ‘Zlﬁk —Cl,‘p k— oo ‘6].3‘19

* liczbe C nazywamy stata asymptotyczna btedu

ekt1]| = Clegl?

* im wyzsza wartos¢ p tym metoda jest wydajniejsza - btgd maleje szybciegj



w metodzie tej wykorzystuje sie zatozenie istnienia
lokalnej liniowosci funkcji (fatszywe, stad nazwa).

zaktadamy ponadto: () I
* W przedziale [a,b] funkcja ma tylko jeden pierwiastek
« f(a)f(b)<O

» funkcja jest klasy C? (wielomian 1 stopnia)

» pierwsza i druga pochodna nie zmieniajg a
znaku w przedziale [a,b] fOG)F---- T
fx)| ===
. o fa)| -~ 4
* rzgd metody jak dla bisekcji A

p=1
Rys. Idea metody Regula Falsi dla funkcji wypuktej



algorytm metody Regula Falsi:

« przez punkty A i B prowadzimy prosta o réwnaniu
f(b) — f(a)
P a p—
y — [fla) —

« punkt x, w ktérym prosta przecina o$ 0x przyjmuje sie za pierwsze przyblizenie
szukanego pierwiastka rownania

(z—a), [y=0

fla)
7o) — fa) "

- sprawdzamy warunek, czy: f(x,)=0, jesli tak to przerywamy obliczenia

Ir1 — a—

- jesli f(x1)#0 to sprawdzamy na koncach ktérego przedziatu ([A,x,], [x,,B]) wartosci funkgcji

majg rézne znaki - przez te punkty prowadzimy kolejng prosta i powtarzamy poprzednie
kroki

Uwaga: jesli w przedziale [A,B]

a) f(x)>0 oraz f?(x)>0 to B jest punktem stacjonarnym (prawy brzeg ustalony)

b) fY(x)>0 oraz f?(x)<0 to A jest punktem stacjonarnym

« metoda generuje ciag przyblizen, Lo =«

elementy ciggu wyznaczamy iteracyjnie: Tha1 = Tk — f(bjf(_w?(xk) (b B $k)

k=1,23,...
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Uwagi:

» Metoda Regula Falsi jest zbiezna do dowolnej funkcji ciggtej w
przedziale [a,b] jesli wartos¢ pierwszej pochodnej jest ograniczona i
rézna od zera w otoczeniu pierwiastka

* Obliczenia przerywa sie jesli dwa kolejne przyblizenia réznig sie o
mniej niz zatozone .

» Wadg jest wolna zbieznos¢ ciggu przyblizen - rzad metody p=1.

11



jest modyfikacjg metody Reqgula Falsi, prostg przeprowadza sie przez
dwa ostatnie przyblizenia x,_i x,_, (metoda dwupunktowa)

kolejne przyblizenia w metodzie siecznych wyznacza sie wedtug relacji rekurencyjnej

flzg) (@ — 2p—1)

TR T T ) — (k)

zbieznos¢ metody jest wieksza niz w metodzie RF, rzgd metody

1
p=5(1+ V5) ~ 1.618

nalezy dodatkowo przyja¢, ze |f(x,)| majg tworzy¢ ciag wartosci malejacych,
jesli w kolejnej iteracji |f(x,)|zaczyna rosnac, nalezy przerwac obliczenia
i ponownie wyznaczy¢ punkty startowe zawezajgc przedziat izolacji

12



Przyktad - szukamy dodatniego pierwiastka rownania

f(x) = sin(x) — %az

« wybieramy punkty startowe T = 7r/2 To =T
metody RF i siecznych

Regula Falsi Metoda
siecznych
X, 1.75960 1.75960
X, 1.84420 1.93200
X, 1.87701 1.89242
X, 1.88895 1.89543
X, 1.89320 1.89549
Xg 1.89469
X, 1.89521
X1o 1.89540
X1, 1.89546
X, 1.89548
13

X5 1.89549




sposob postepowania:

« z konhca przedziatu [a,b] w ktérym funkcja ma ten
sam znak co druga pochodna nalezy poprowadzi¢
styczng do wykresu funkcji y=f(x)

( w ten sposéb wykonujemy jedng iteracje mniej, y
bo zblizamy sie od pierwiastka z jednej strony -
patrz rysunek) f(b)

« styczna przecina os 0X w punkcie x, ktéry
stanowi pierwsze przyblizenie rozwigzania

- sprawdzamy czy f(x,)=0, jesli nie to z tego
punktu prowadzimy kolejng styczna f(x,)

. druga styczna przecina os 0X w punkcie x, ktrory £(x,)
stanowi drugie przyblizenie 2

f(a)

» kroki 3-4 powtarzamy iteracyjne az spetniony
bedzie warunek

Lk+1 — Tk <e¢
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Wzdr iteracyjny w metodzie Newtona-Raphsona

« rownanie stycznej poprowadzonej z punktu B

* réwnanie stycznej w k-tym przyblizeniu

/

y— flzr) = f (o) (2 — 21)

« wz0r iteracyjny na potozenie k-tego przyblizenia
pierwiastka rédwnania nieliniowego w metodzie Newtona

f(zk)

xk+1 = Tk — f/ (xk)

« metoda Newtona jest metoda jednopunktowg 15



szacowanie rzedu metody Newtona

» korzystamy z rozwiniecia Taylora w miejscu ostatniego przyblizenia xi

fla) = Fe) + £ @) — ) + 5 f Qo -2, C€ faa

 wiemy ze f(a)=0, wiec po przeksztatceniu wzoru Taylora otrzymujemy

) 1) ——,
CEIT ) 2 o)
Tht1 e
! 1
= ipegt g
et f Q) _
ERTIen I

* rzad metody Newtona-Raphsona wynosi p=2 16



Przyktad - zastosowa¢ metode Newtona do znalezienia pierwiastka
kwadratowego dodatniej liczby c

Ve=z=" — 2 —c=0

* szukamy miejsca zerowego funkcji nieliniowej

flx) =2 —c

/

f(z)=2x

» wykorzystujemy relacje rekurencyjng

xi—c

Lk+1 =— Tk — o
k

co poprzeksztatceniu daje
1 c
Tp+1 = 5| Tk + —
2 Tk
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Poszukiwanie pierwiastkéw wielokrotnych rownania nieliniowego

 liczbe a nazywamy r-krotnym (r> 2 ) pierwiastkiem rownania f(x)=0
wtedy i tylko wtedy, gdy jest (r-1) -krotnym pierwiastkiem réwnania

* metody
« potowienia, RF, siecznych - nadajg sie do poszukiwania pierwiastkéw

tylko o nieparzystej krotnosci, rzad metody siecznych obniza sie
(wolniejsza zbieznos¢)

« metoda Newtona - pozwala znalez¢ pierwiastki o parzyste;j
i nieparzystej krotnosci

* aby utrzymacd rzad metody (przyspieszy¢ zbieznosc¢) stosuje sie
zmodyfikowane wzory iteracyjne

18



Modyfikacje wzordéw iteracyjnych

« znamy krotnos¢ r pierwiastka réwnania - wéwczas mozemy wykorzystac
te informacje w metodzie Newtona

$k+1:$k—rﬂ r=12,3,...

f (an)’

« w praktyce bardzo rzadko znamy wartos¢ r przez co zastosowanie
powyzszego wzoru jest mocno ograniczone
* rzgd metody pozostaje bez zmian p=2

* nie znamy krotnosci pierwistka - stosujemy podstawienie

f(z)
u(z) = F(z) « dla funkcji pomocniczej u(x) krotnos¢
pierwiastka wynosi r=1

« zmodyfikowany wzor iteracyjny w metodzie siecznych

L — Tk—1
u(xk) —u(rg_1)

Tpi1 = T — u(Tk)

» zmodyfikowany wzér iteracyjny w metodzie Newtona

u(zy) / f(zr)

u' (k) w (k) =1-

Lk+1 = Tk — u(azk)
19

* liczenie 2 pochodnej moze by¢ ktopotliwe



Przyktad - wyznaczy¢ dodatni pierwiastek rwnania metoda Newtona

() = (sz’n(:c) - %x)2 ~0

* rownanie jest nieliniowe, m. Newtona | m. Newtona-r | m. Newtona - u(x)
a krotnosc¢ pierwiastka r=2 X2 1.78540 2.00000 1.80175
X3 1.84456 1.90100 1.88963
X4 1.87083 1.89551 1.89547
* jako punkt startowy wybieramy xs | 1.88335 1.89549 1.89549
Xe 1.88946
1 X7 1.89249
1 =5 xs | 1.89399
Xg 1.89475
) . L X10 1.89512
* bez modyfikacji wzoru, metoda znajduje
miejsce zerowe, ale potrzebuje wiecej itreacji Xu 1.89531
X12 1.89540
X13 1.89545
X14 1.89547
X1s5 1.89548
X16 1.89549

20



Uktady réwnan nieliniowych p
f1(£17£27“'7£n) 0

« uktad réwnan nieliniowych fo (fl; oy, fn) 0

\ fn(£17£27---;£n) =0

zapisujemy w postaci wektorowe]

fz) = 0 Uwaga: pogrubiona czcionka
. oznacza wielkos¢
- (f17f27°°°7f’n> _ wektorowa
r = (517527"'7571)

» dla takiej postaci uktadu wyprowadza sie wzory iteracyjne,
0golny wzér iteracyjny (wielokrokowy)

Tit1 =F(x;,2i1,...,Ti_nt1)

» zakladamy, ze funkcja wektorowa f ma w otoczeniu rozwigzania

o = (041,042,...,&”)

funkcje odwrotng f_1 =9 = (91, gz, ... 7gn) 21



Funkcje odwrotng g(y) mozemy rozwing¢ w szereg Taylora w otoczeniu punktu y,

m-+1
. 1
T = — i)+ fdj isY —Yi) T+ —dm+2 Y — Yi) c WYY
9(y) = g(y:) ; i 9(yi,y — ;) ) 9Cy—v), (€ vl
Fhy,Ay) = Y Dy h@)AYTAYR Ayl i s iy =

31,32, in=0

D, is,....i,h(y) - pochodna czastkowa funkcji rzedu j

Ay = (Ayr, Aya, ..., Ayy) - przyrosty (przesuniecia) w wybranych kierunkach

22



« szukane rozwigzanie ma postac

a=g0) = y=0

* po odrzuceniu reszty w rozwinieciu Taylora i uwzglednieniu powyzszego
warunku otrzymujemy n-wymiarowy odpowiednik metody Newtona

* dla m=0 uzyskamy metode jednokrokowg

n

0 .
Tipi1 =Xk + dg(Yr, —Yx) = Tk, — Z %yﬂg — j - numer elementu wektora

=1 Yj.k k - numer iteracji

« jak znalez¢ pochodne funkcji odwrotnej ktorej nie znamy?

« przyktad dla uktadu 2 funkcji zaleznych od dwéch zmiennych

f1(&1, &)

o 0
f2(&1,&2) =0

23



Pochodne funkcji odwrotnej mozemy policzy¢ numerycznie

* przyktad dla 2 funkcji dwuargumentowych

{ f1(&1,&2) =
f2(&1,&2) =

policzmy rozniczki zupetne funkcji fi, f5, ....

of1 of1

d = —d ——d
f1 i, &1+ —— 75 S
df2 0 f2
d = —=d —=d
f2 i &+ = 75, &2
| zapiszmy je w postaci macierzowej
0 0
| _ | 58 s || 4G
| o 9
VA N T B S

interesujg nas przyrosty wektora x wiec odwracamy zagadnienie (i macierz)

—1

of, 8
USEN 8—& 3—§; df o
d&2 O Ok df2

081 02



» jesli funkcje f1 i f2 rozwijamy w szereg w otoczeniu pierwiastka to mozemy zatozy¢
A& ~ d&

A& ~ d&s
réwniez rozniczki funkcji zastgpujemy przyrostami

dfv = f1(&1,&2) — file) = f1(&1,&2) fi(@) = fal@) =0
df2 = f2(&1,&2) — f2(@) = f2(&1,&2)

i podstawiamy do rdwnania z macierzg pochodnych

—1

of ONh
az— | 2% = o /
IANS 95 06 2

po obliczeniu prawej strony dostajemy przyrosty wektora x

Az, = [A&, Al . . o=z,

Tyl =T — Axy, 25



W przypadku 2-wymiarowym macierz mozemy fatwo odwréci¢ analitycznie

% _%
T = o o
3 0&1
ofi  Of
J =det | 9% 9
Ofa  Ofa
061 08 [ gp—g.

uwaga: elementy macierzowe
wyznaczamy w kazdej
iteracji

26




Uwagi:

« w praktyce nie odwracamy macierzy, ale rozwigzujemy uktad réwnan

/g—ég—gm\ (Afl\ [ f)

Y _
5. o5 A | =| f

* poniewaz elementy macierzowe wyzaczamy w kazdej iteracji
wiec rozktad LU tez sie zmienia

« proces iteracyjny kohczymy, gdy przesuniecia w kazdym kierunku
stajg sie mniejsze od wartosci progowej

maz{|A&;l; j=1,2,...,n} < Anin

27



Problem poszukiwania rozwigzah uktadu réwnan nieliniowych mozna
sformutowac jako problem poszukiwania minimum ponizszej fukcji

Funkcja osigga minimum globalne dla doktadnego rozwigzania x. Do jego
znalezienia mozna uzy¢ metody najwiekszego spadku (minimalizacja
wartosci funkcji).

28



Wyznaczanie zer wielomiandw metoda iterowanego dzielenia

* w wielu zagadnieniach pojawiajg sie wielomiany np.
interpolacja, aproksymacja, catkowanie
wowczas istotna moze by¢ informacja dotyczgca lokalizacji zer wielomianu,
mogq one miec okreslong interpretacje,
np. zera wielomianu w mianowniku to punkty osobliwe, itp
* w algorytmach wyznaczania zer wielomiandw iteracyjnie dzielimy wielomian przez

a) czynnik liniowy (dwumian)

b) czynnik kwadratowy (tréjmian)

29



Wielomian

f2)=anz" +ap_12""t+...4+ay=0

dzielimy przez dwumian (z — z;) _

Wynikiem dzielenia jest wielomian stopnia (n-1) i reszta z dzielenia

f(Z) = (Z — Zj) (bn_lz”_l + bn_gz”_2 + ...+ bo) + Rj

« z pordwnania wspotczynnikow przy jednakowych potegach otrzymujemy zaleznosci

ap = bn—l
Ap—1 = bp_o— Zjbn—l
a; = bo — Z'bl
J
apgp — Rj — Zjbo

« zatem wspdtczynnki nowego wielomianu mozna oblicza¢ rekurencyjnie

b, = 0
b = ag+1+ 2jbk+1
k = n—-1,n-2,...,0 30

Rj = CLo—l—Zjbo




dzielgc jeszcze raz wielomian otrzymamy

f(z) = (2= 2)% (cn—22""" + cn32""" + ...+ o) + R;(z — 2j) + R,
wartosci wspoétczynnikéw ¢, wyznaczamy analogicznie jak w poprzednim przypadku

naszym celem jest iteracyjna zmiana wartosci z; tak aby Rj=0,
w tym celu uzyjemy metod Newtona i siecznych

31



Obliczanie zer za pomoca iterowanego dzielenia

Zera wielomianu mozemy wyznaczy¢ iteracyjnie stosujgc zmodyfikowane wzory jednokrokowe

 metoda siecznych

o — e Rj(zj — zj-1) - potrzebne 2 punkty startowe
Jj+1 J R: — R
J J—1
« metoda Newtona
_ R,
“j+1 = 25T R - potrzebny tylko 1 punkt startowy

Uwagi:
« mianownik w metodzie Newtona wyzeruje sie tylko gdy z, bedzie zerem wielokrotnym

« dla pojedynczego zera, znika tylko licznik

* PO wyznaczeniu zera usuwamy je z wielomianu dokonujac deflacji czynnikiem liniowym,
w zasadzie te czynnos¢ juz wykonalismy

f(Z) = (z — Zj) (bn_lz”_l + bn_gz”_Q + ...+ b()) + Rj
" ~ il 32

usuwamy zredukowany wielomian =0




Przyktad. Znalez¢ zera wielomianu

f(2) = ag + a1z + az® + asz® + as2*

dla wspoétczynnikow

ag =16 +18 ap = —204114 as =4—18

a3=—4—i

as =1+120

start: z=(0,0)

start: z=(-10,-10)
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