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Statystyka jest nauka zajmujaca si¢ najogélniej mowiac zbieraniem danych i wydobywaniem
informacji zawartej w tych danych. Statystyke mozna podzieli¢ na dwie czesci:
e statystyke opisowa,

e statystyke matematyczna.

Statystyka opisowa zajmuje si¢ gromadzeniem danych oraz informacji dotyczacych sposobu ich

uzyskania (np. informacji dotyczacych sposobu przeprowadzenia eksperymentu laboratoryjnego) oraz
ich wstgpna obrobka, przez ktora rozumiemy sortowanie danych, ich prezentacje graficzng a

takze wyznaczenie pewnych charakterystyk liczbowych.
Statystyka opisowa nie uzywa aparatu probabilistycznego.

Jej celem jest sformutowanie pewnych hipotez badawczych majacych intuicyjne uzasadnienie w
zgromadzonych danych. W raz z powszechng dostgpnoscia komputerow i wzrostem ich mocy
obliczeniowej metody statystyki opisowej wzbogacity si¢ o nowe techniki zwane eksploracyjna
analizg danych. Polaczenie eksploracyjnej analizy danych z technikg systemow uczacych i sztucznej

inteligencji zaowocowaly powstaniem nowej dziedziny: inteligentnej analizy danych (data mining).

Statystyka matematyczna jest czgécia probabilistyki powstala na gruncie rachunku
prawdopodobienstwa. Istotna jest jednak réznica migdzy zadaniami rachunku prawdopodobienstwa a
zadaniami statystyki matematycznej. Sens tej roznicy ilustruje nastgpujacy przyktad. Rzucamy 10 razy
monetg. Zadanie z rachunku prawdopodobienstwa polega np. na obliczeniu prawdopodobienstwa
uzyskania czterech orléw jezeli wiadomo, ze prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym rzucie
jest rowne 0,5. Statystyke matematyczng interesuje zagadnienie w pewnym sensie odwrotne. Jakie jest
prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym rzucie, jezeli w dziesigciu rzutach uzyskano np. cztery

orly? Zadaniem statystyki matematycznej jest wiec okreslenie nieznanych

prawdopodobienstw w przyjetym modelu doSwiadczenia.

Cztery typy skal pomiarowych

Wyro6znia si¢ 4 podstawowe skale pomiarowe

e nominalna |skale

e porzadkowa |jakosciowe
e interwalowa
e ilorazowa

skale iloSciowe
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Przyktady zmiennych

e nominalnych: pleé, wyznanie , grupa krwi

e porzadkowych: poparcie dla partii rzadzacej (zdecydowanie nie, raczej nie, oboj¢tny, raczej
tak, zdecydowanie tak)

e interwatowych -pomiar temperatury na skali °C lub °F. Nie ma wigkszego sensu mowic, ze
temperatura obiektu 4 jest 2 razy wyzsza od temperatury obiektu B. Mozna jedynie mowic, ze
temperatura obiektu 4 jest wyzsza od temperatury obiektu B o pewna liczbg jednostek.

e ilorazowych- pomiar temperatury na skali °K

Dla danego typu danych pomiarowych mamy do dyspozycji standardowe procedury statystyczne. Dla
danych pomiarowych dostepnych na skali wyzszego typu mozna stosowa¢ procedury analizy danych
nizszego typu. Oczywiscie taka analiza wiaze si¢ z czg¢§ciowg utratg informacji. Nalezy wyraznie
podkresli¢, ze stosowanie metod przeznaczonych dla wyzszych skal pomiarowych do danych

dostepnych na nizszych skalach jest nieuprawniong manipulacja.

Wstepna analiza danych jakoSciowych
Metody liczbowe
e tabele licznosci,
e tabele wielodzielcze

1 2 3
Pteé Papierosy Kawa
1M duzo duzo
2(M duzo duzo
3K nigdy duzo
41M duzo duzo
5|K mato duzo
6/|M duzo duzo
Metody graficzne:

e wykresy stupkowe i kolowe

histogramy skategoryzowane,

interakcje licznosci,

histogramy 3W

wykresy obrazkowe (kota, gwiazdy, promienie, twarze Chernoffa, wielokaty, profile itd.)

Wstepna analiza danych ilosciowych

Niech Xx,,...,x, bedzie ciagiem danych ilo§ciowych. Oznaczmy przez x;, <... < x,,, uporzadkowane

rosngco dane.
Metody graficzne

e histogramy licznos$ci i czgstosci - uwagi o wyborze dlugosci przedziatu i poczatku histogramu
—jedna z mozliwos$ci: dlugo$¢ przedziatu i, = 2,64 - IOR - n’ a poczatek wybieramy tak, aby
najmniejsza obserwacja byla srodkiem pierwszego przedziatu (/QR wyjasnimy ponizej)
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Czas pracy wiertet |
1
Czas pracy
504
507
522
507

Al N|=

e lamane czgstoscii krzywe estymatora jadrowego
Przyklad. Zal6ézmy ze zaobserwowano 4 wartos$ci zmiennej losowej : 0, 1, 2 i 4. Narysowaé wykres
funkcji bedacej $rednig arytmetyczng funkcji gegstosci rozktadu normalnego z wartosciami
oczekiwanymi rownymi podanym obserwacjom i odchyleniu standardowym 1. Na tym samym rysunku
narysowac analogiczne wykresy dla parametru 6=0,4 i 6=2.

Wykonanie Wykresy/Wykresy 2W/ Wykresy funkcji uzytkownika
Funkcja

Y= 1/4*(Normal(x;0;1)+Normal(x;1; 1 )*Normal(x;2; 1 )+Normal(x;4;1))
Podobne pozostale funkcje

Dokonujac stosownych zmian doprowadzi¢ rysunek do ponizszej postaci.
0,30
0,25

o=1

0,20 /

c=0,4

> 0,15
0,10
c=2
0,05
0,00 L] ] L] ]
3 2 1 0 1 2 3 4 5] 6 7 8

Narysowalismy wykres jadrowego estymatora funkcji gestosci dla trzech parametrow wygtadzania 0,4 11 2.
e  Wykres ramkowy (skrzynka z wasami) .

Dtugo$¢ wasa nie powinna przekraczaé 1,5xIQR. Jesli obserwacja jest odlegta od brzegu
skrzynki wigcej niz 1,5xIQR, to jest traktowana jako obserwacja odstajaca (outlier). Jesli
obserwacja jest odlegta od brzegu skrzynki wigcej niz 3xIQR, to jest traktowana jako
ekstremalnie odstajaca.
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Ceny samochodéw
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e wykresy przebiegu dla danych chronologicznych - trendy, okresowos¢
e wykresy kwantylowe
ziyy - kwantyl rzedu i/n rozkladu N(0,1) (zwykle kwantyl rzedu (i-3/8)/(n+1/4) )
Xim - kwantyl rzedu i/n badanego rozkiadu
Jezeli badany rozktad jest normalny N(m,o”) to punkty (x;», zin) leza na prostej
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Wskazniki sumaryczne

polozenia
e warto$¢ srednia w probie (arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna)
X((n+1)/2) n nieparzyste

e mediana x_, =
1
E(X(n/z) T X (/241 ) n parzyste

med
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n—k
e $rednia ucinana (trimmed) X, = —- Zx(l.)

i=k+1
n—k-1
e $rednia winsorowska X, =—| (kK +1)x,,, + Zx([) +(k +1)x,_;, | -k najmniejszych
i=k+2

wartos$ci Xy ,..., X4, zastgpujemy wartosciami X, ,,, natomiast k£ najwigkszych wartosci

Xuops1yse+s X(ny Zastgpujemy wartosciami X, _;,
rozproszenia (rozrzutu)
e rozstgp proby R =Xx, — X,

n
. . . 2 —\2 . .
e wariancja w probie s° = E (x;, —X)" iodchylenie standardowe s =
i=1

e odchylenie przecigtne d, = %Z| X —X|
i=1
o kwantyle ( w szczegdlnosci kwartyle)

e rozstep migdzykwartylowy [OR = Q, -0,
ksztaltu
I’lz ()Ci -X )3

3
e Sko$no§¢ =—*=! - (ocena E [uj )
(n—-D(n—-2)s o

n(n+ I)ZH: (x, %) 2 4
e Kurtoza = i (n=1) (ocena E(%j -3)

(n-D)(n-2)n-3)s* ~(n-2)n-3)

Rozwazmy trzy symetryczne standaryzowane (o zerowej wartosci oczekiwanej i
jednostkowej wariancji) rozklady: normalny, Laplace'a (dwustronny wyktadniczy) i
jednostajny o funkcjach gestosci odpowiednio:

2
X

5. —V2x| .
2 e\ V\’

h)=7—e fH=4 S =105 ()

Kurtozy dla tych rozkladow s odpowiednio rowne : 0; 3; -2,
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Przestrzen statystyczna

Z formalnego punktu widzenia eksperyment statystyczny jest opisywany za pomocg przestrzeni
statystycznej (4, B, P={Py: 0c®}), gdzie

e o jest tzw. przestrzenig prob, czyli zbiorem mozliwych wynikéw eksperymentu,

e  Bjest o-ciatem podzbioréw przestrzeni prob

o P={Py: BB}, jest rodzing rozkladéow na o-ciele & parametryzowang parametrem & ze zbioru

parametrow ©.

Uwaga. Powyzszy zapis nie ogranicza rodziny rozkladow, gdyz kazda rodzina
rozktadow moze by¢ sparametryzowana w trywialny sposob - parametrem moze
by¢ sam rozklad (lub jego dystrybuanta).
Jezeli zbidr parametrow O jest podzbiorem skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej R", to
rodzing #={P,:0c®} nazywamy rodzing parametryczna a rozwazane problemy statystyczne
dotyczace tej rodziny nazywaé bedziemy problemami parametrycznymi np. estymacja
parametryczna, testowanie hipotez parametrycznych. Jezeli ® nie jest podzbiorem zadnej skonczenie
wymiarowej przestrzeni euklidesowej, to rodzing #={P, :0e®! nazywamy Trodzing

nieparametryczng a rozwazane problemy statystyczne dotyczace tej rodziny nazywaé

bedziemy problemami nieparametrycznymi.

Przyktady przestrzeni statystycznych

Niech (Xi,...,X,) bedzie ciggiem niezaleznych obserwacji zmiennej losowej X o rozkladzie P (czyli

Xi,-.»Xy  iid - independently identically distributed). Fakt ten wypowiadamy w statystyce

matematycznej nastepujaco: (Xj,...,X;) jest préba prosta z populacji o rozkladzie P. Wobec tego
(X150000%0) = (Xi(@),...,.X(@)) dla pewnego @

6
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i (x1,...,%,) traktujemy jako zaobserwowang warto$¢ ( realizacj¢) proby prostej (Xi,...,X;).

Przyklad 1.Niech X=(X;,....X,) bedzie proba prosta z populacji o rozkladzie N(m,1). Przestrzenia

statystyczng jest wowczas

(R, BR", f(x1,..c.X)=— 7€ i ,meR}),

(27[)11 /2

ktora jest przestrzenig produktows i jest oznaczana rowniez przez

R, BR) A f)=—re "™ meR})' .

(27[)1 /2

Jednoparametrowa rodzina rozkltadow jest wyznaczona w tym przypadku przez rodzing funkcji
gestosci (wzgledem miary Lebesgue'a). Przestrzenie produktowe otrzymujemy wowczas gdy mamy

obserwacje typu iid. Zbior parametrow O jest w tym przypadku rowny R .

Przyklad 2. Jezeli w przyktadzie 1 zastapimy rozklad N(m,1) rozktadem N(m,c ), to otrzymamy

nastgpujaca produktowg przestrzen statystyczng

_G=m)?
(R, BR), {fx)=F=—e > ,(mo) ERxR.}),

Parametrem @ jest para (m,o) a zbiorem parametrow ® jest w tym przypadku RxR ..

Oczywiscie w obu powyzszych przyktadach rodziny rozktadéw sg rodzinami parametrycznymi.

Przyklad 3. Jezeli w przykladzie 1 zastapimy rozklad N(m,1) rozktadem Pr o dystrybuancie F ze
zbioru Fwszystkich dystrybuant na prostej, to otrzymamy przestrzen statystyczng

(R, BR),{Pr,Fe5})". W tym przypadku 6=F a ©=5. Zbior .7 nie jest podzbiorem zadnej skonczenie
wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Mamy wigc do czynienia z nieparametryczng rodzing

rozkladow.

Przyklad 4. Wykonujemy ciag niezaleznych do$wiadczen, z ktérych kazde koficzy si¢ sukcesem z

nieznanym prawdopodobienstwem & lub porazka z prawdopodobienstwem 1-6. Doswiadczenia te
wykonujemy dopoty, dopoki nie uzyskamy m sukceséw. Sformutowa¢ model statystyczny tego

eksperymentu.

Aby eksperyment zakonczyt si¢ w k-tej probie k> m musimy uzyskaé w probie k sukces, a w
poprzednich k-1 prébach doktadnie m-1 sukceséw. Oznaczajac jak zwykle 1 - sukces, 0 - porazka
przestrzen prob mozna zapisac nastepujaco:
k
A={ (X1,....x¢): k=>m, x;=1 Iub x; =0, x; =1, in =m}.
i=1
Poniewaz z prawdopodobienstwem 1 taki eksperyment zakonczy si¢ w skonczonej liczbie prob

pomijamy nieskonczone ciggi zawierajagce mniej niz m jedynek. Jest ich przeliczalna ilo$¢. Przestrzen
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prob sklada si¢ wiec z ciggéw skonczonych o dhugosci co najmniej m, konczacych si¢ jedynka i
zawierajacych doktadnie m jedynek.
Rodzina % jest w tym przypadku rodzing wszystkich podzbiorow zbioru &, ktérg oznaczaé bedziemy
2", Rodzina rozkladoéw jest nastepujgca:
k
P={po (x1,..x)=[ [0F (1-0) " =0"(1-0)" 0e (0,1), kz=m }.
i=1
Tak skonstruowana przestrzen nie jest przestrzenig produktowa, ale rodzina rozktadow jest znow
rodzing parametryczng.
Mozliwa jest tez konstrukcja innej przestrzeni

Ai={mmt1,..}, 4=2", P={py(t)=("") 0"(1-0™" , 6e(0,1)} , t=mm+1... .

Powstaje pytanie: Czy przeniesienie rozwazan z przestrzeni (2 ,%, %) do przestrzeni znacznie

ubozszej przestrzeni (¢, B, &) pociaga za soba utrate informacji.

Odpowiedz w tym przypadku jest negatywna. Jej uzasadnienie prowadzi do pojecia statystyk

dostatecznych.

Pojecie statystyki
Pojecie statystyki w statystyce matematycznej jest odpowiednikiem pojecia zmiennej losowej w

rachunku prawdopodobienstwa. Niech X=(X,...,X,) bedzie proba z pewnej populacji.

Definicja. Wektorows funkcje mierzalng T: U —>T(X)=(T\(X)....,Tx(X))eR" proby X nazywamy k

wymiarowg statystyka.
Nalezy koniecznie podkresli¢, ze statystyka nie moze zaleze¢ od parametru € indeksujacego
rodzing rozktadow.

Niech X=(X1,....X,) bedzie proba prosta z populacji o rozktadzie N(m, %) Niech
X=1%x,, §*=L> (X, -X).
i=1 i=1

= . .o X-m . - . .
Wowcezas X=(Xi,....X,), X , S sa statystykami. Natomiast S i ™ hie sg statystykami.
o

Dystrybuanta empiryczna i jej podstawowe wilasnosci

Rozwazmy przestrzen statystyczng (R, %, {Pr,F€J)". Stawiamy pytanie:
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Czy majac do dyspozycji ciag niezaleznych obserwacji xi,...,x, zmiennej losowej o rozkladzie z

nieznang dystrybuanta F mozna choéby w przyblizeniu odtworzy¢ ta dystrybuante ?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie definiujemy na R funkcje ﬁn (t) zwana dystrybuantg empiryczna

F", )= liczba obserwacji mniejszychniz r _ #{l<j<n: x;<t}
n( ) " liczba wszystkich obserwacji n

Poniewaz obserwacja (xi,...,x,) jest realizacja wektora losowego (Xi(®),...,X,(w)), to dla kazdego

ustalonego ¢ warto$¢  dystrybuanty empirycznej ﬁn (t) traktujemy jako zaobserwowang warto$¢
zmiennej losowe;j ﬁn (t,®) zwanej rowniez dystrybuantg empiryczng okre$lonej wzorem

I<j<n: X; (o)<t}

E ()= O 1N (X (@)
i=l

1, dla x € (—o0,1]

dzi 1 _ .
geze (e () {o, dla x ¢ (oo, 1]

Z powyzszego wzoru wida¢, ze dla ustalonego ¢ dystrybuanta empiryczna jest sumg niezaleznych

zmiennych losowych 1(700,1)()( .(w)) o rozktadzie dwupunktowym B(1,F(¢)). Ogolnie, dystrybuanta

empiryczna jest procesem stochastycznym na R. Z powyzszych uwag wynika:

Twierdzenie. Dla kazdego ustalonego ¢ dystrybuanta empiryczna ma nastgpujace wiasnosci:
1. E.(F.(t,)) =F(®)
2. Pr{w:limF (t,w) = F(f) }=1
n—>0

b, (1,0)-F (1)

3. Rozktad zmiennej losowej /n TFOaFE dazy do rozktadu N(0,1) , gdy n— 0.

Dowo6d: Wilasnos¢ 1 wynika z liniowos$ci operatora wartosci oczekiwane;j. Istotnie

E,(By(t.o)=EAL S (X, (@) LY B, (X, (@)] =
i=1 i=1

LXK @ <071 Y F0) =)

Wiasno$¢ 2 wynika bezposrednio z mocnego prawa wielkich liczb (MPWL) Kotmogorowa a

wlasno$¢ 3 z centralnego twierdzenia granicznego (CTG) dla ciggu prob Bernoulliego.

Wihasnosci 1, 2 i 3 majg charakter lokalny. Warto zaznaczy¢, ze zbior {w: lim ﬁn (t,w)#=F(t)} o
n—>0

zerowym Pr prawdopodobienstwie jest zalezny od ¢. Istotnym wzmocnieniem wlasnosci 2 jest
nastgpujace twierdzenie Gliwienki-Cantellego zwane takze podstawowym twierdzeniem statystyki

matematycznej.
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Twierdzenie Gliwienki-Cantellego. Jezeli Xj,..., X, jest ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o

tym samym rozktadzie z dystrybuanta F, to

Pr{w:lim D, (w)=0}=1, gdzie D (w)= sup |F,(t,w)—F(t)|.

—0<t<w©
Twierdzenie to orzeka, ze dystrybuanta empiryczna zbiega z prawdopodobienstwem 1 jednostajnie na
R do dystrybuanty teoretycznej. Zatem, jezeli rozmiar proby jest dostatecznie duzy, to dystrybuanta
empiryczna dowolnie dobrze przybliza nieznang dystrybuante F.

Bardzo waznym i uzytecznym jest nastepujace:
Twierdzenie Kolmogorowa. Jezeli Xj,..., X, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie z ciagla dystrybuanta F' € J, to

lim P (VnD, <x)=K(x)= Y (1)} " dla x>0,

k=—o0
Dystrybuanta K(x) jest stablicowana. Rozklad zmiennej losowej D, przy zalozeniu F' € J nie zalezy
od dystrybuanty F. Wynika to z faktu, ze jesli X jest zmienng losowa o dystrybuancie F, to F(X) jest

zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym U ).
Podstawowe problemy statystyki matematycznej

Niech (4 B, #={Py: 6c0®}), bedzie przestrzenig statystyczng indukowang przez zmienng losowg X
(zwykle wektorowa) o wartosciach w przestrzeni <. Podstawowe problemy statystyki matematycznej

to:

Problem estymacji punktowej. Na podstawie obserwacji zmiennej losowej X oszacowac g(f)e <,
gdzie g: ®— Y jest znang funkcjg parametru € o wartosciach w pewnej przestrzeni metrycznej
(zwykle euklidesowej). Poniewaz parametr € jest nieznany warto$¢ g(6) jest nieznana. Rozwigzaniem
tego problemu bedzie pewna funkcja (statystyka, element losowy) g:9C — Y zwana estymatorem.
Estymator moze by¢ uznany za dobry estymator, jezeli funkcja ¢ przyjmuje wartosci bliskie
wartosciom g(60) VOe®. Wprowadzenie do sformutowania problemu funkcji g poszerza klase
jednolicie rozwazanych zagadnien, gdyz oprocz szacowania samego parametru 6 (g jest wtedy
identycznoscia) i réznych jego funkcji ( np. @7 ) obejmuje szacowanie wartoéci pewnych

funkcjonatow w przypadkach nieparametrycznych — (R, %, {Pr,F'e %" np. g(O=g(F)= deF =EX.

10
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(489 &
Y
Ngx)
X g(0)

o>,

Problem estymacji przedzialowej. Dla przedstawionego powyzej problemu estymacji mozemy
konstruowa¢ inne rozwigzanie w postaci zbioru g(X) < Y np. przedziatu (&:(X), $(X)) € Y w
przypadku szacowania parametru liczbowego g(6) tak, aby VO €@ Py (X)<g(0)<g:(X))=1-a
Przedziat (g,(X), g2(X)) jest oczywiscie przedzialem losowym. Liczbg 1-a (zwykle bliska jednosci)
nazywamy poziomem ufnosci. Zagadnienie estymacji przedzialowej mozna uogdlni¢ zastgpujac
przedziat innym zbiorem ufnoSci (np. kula jesli ¥ jest przestrzenig metryczng). Zazwyczaj przyjmuje
si¢ pewne zatozenia regularno$ci (np. spojnos$¢ zbioru ufnosci) i zatozenia dotyczace ksztattu zbioru

ufhosci.

Problem testowania hipotez. Niech ©=0,00, i ©"O;=J. Na podstawie obserwacji zmiennej
losowej X zweryfikowac hipotezg Hy: 8 €®, wobec alternatywy H;: 6 €©,.

Rozwigzaniem problemu bedzie pewna funkcja ¢: 9—[0,1] zwana zrandomizowanym testem
statystycznym. Dysponujac testem statystycznym ¢ 1 obserwacja x zmiennej losowej X odrzucamy
hipoteze Hy z prawdopodobienstwem ¢(x). Aby podja¢ konkretna decyzje nalezy wiec uzy¢ pewnego
mechanizmu losowego, ktory produkuje dwa wyniki z prawdopodobienstwami ¢(x) i 1-¢(x) i na tej
podstawie podjac¢ (wylosowac) decyzje. Jezeli zbior warto$ci funkcji @ jest zbiorem dwuelementowym
{0,1}, to test @ nazywamy niezrandomizowanym. Test taki dzieli przestrzen prob na dwa rozigczne
zbiory :

o ({1)={xe: ¢ (x)=1} zwany zbiorem odrzucenia hipotezy Hy

@ ({0})={xed: ¢ (x)=0} zwany zbiorem akceptacji H,.
Konstrukcja testu niezrandomizownego jest wigc rOwnowazna rozbiciu przestrzeni prob na dwa

rozlaczne podzbiory.

Problem Kklasyfikacji (zwany rowniez problemem dyskryminacji.) jest uogdlnieniem problemu
testowania hipotez. Uogdlnienie to polega na rozbiciu zbioru parametrow @ ( lub rownowaznie

rodziny &£ rozkladow prawdopodobienstwa na przestrzeni prob ) na k >2 rozlacznych podzbiorow tzn.
@:ij@i , 7 = ONE, = J. Dla dowolnej obserwacji x zmiennej losowej X nalezy zadecydowaé z

ktorej z k roztacznych populacji ona pochodzi. Rozwigzaniem tego problemu bedzie pewna funkcja

11
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wektorowa @ : X—>@(x)=( @i(x),..., @(x)) zwana zrandomizowang funkcja dyskryminacyjna, gdzie

@(x) jest prawdopodobienstwem zakwalifikowania obserwacji x do i-tej populacji i

k
Z(ﬂi (x)=1 (Vx). Zagadnienie testowania hipotez jest szczegdlnym przypadkiem zagadnienia

i=1
klasyfikacji dla &=2. Warunek ¢(x)+@(x)=1 umozliwia uzywanie tylko jednej sktadowej funkcji
wektorowej (@1, ).

Kazdy z przedstawionych probleméw ma swoj specyficzny aspekt, ale mozna tez wyrdzni¢ pewne
wspoélne cechy pozwalajace traktowa¢ jednolicie te problemy jako tzw. statystyczny problemem

decyzyjny, czyli gr¢ dwoch osob: statystyka i natury.

Wybrane rozklady prawdopodobienstwa uzyteczne w statystyce

e Rozktad ;(5 chi-kwadrat o n stopniach swobody - to rozktad sumy kwadratow n niezaleznych
zmiennych losowych o standaryzowanym rozkladzie normalnym N(0,1) tzn.

XioX, 14.d. N0,1) = ¥=3 X marozklad x> o funkcji gestosci £, (v) = e h

1
i1 22T g

b

y>0. Wida¢, ze rozktad ;(5 jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma.

Uzasadnienie. Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny N(0,1). Wyznaczymy rozktad

zmiennej losowej Y=X".

Dla y>0; F,(y)= P(Y <y)=P(X* < y) = P(—[y < X <y[1) =F 0, (¥) Frion (—2)

Sy ()= d%FY ) :fN(O,l)(\/;)ﬁ _fN(O,l)(_\/;)(_ﬁ) =
DBk Lezyli ¥ ~ G4 L

2

Stad 1 1 1, 27,72
=fzv(o,1)(\/;)ﬁ=ﬁﬁe =Ty e

Z twierdzenia o dodawaniu dla rozktadu Gamma wynika, ze ;(5 =G($,%).
e Rozkfad #-Studenta o n stopniach swobody — niech X bedzie zmienng losowg o rozkladzie

N(0,1) a Y zmienng losowa o rozkladzie ;(5 . Jezeli zmienne X i Y sg niezalezne, to zmienna

X
losowa T=—Y ma rozktad ¢ Studenta o n stopniach swobody i funkcji ggstosci

\/;

r(%) 2 7%
Sr() = 50014 4)

12
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Rozwazmy niezalezne zmienne X ~ N(0,1) i ¥ ~ }(5 Znajdziemy rozklad zmiennej losowej T =

=

Fr(6)= P(T <0)= P(F5 <) = P <t 1Y) = [[-Le . %rl(y) v e dxdy =

x<ty[Ly

u= _ v Vu
P LR G A GESOI Pl |-
VZ\/};} y=u a(u,v) 1 0 "
t o w2 n ! Qo 2
= |[|+e > —~L—u’ eifﬂdu]dv [ e " duldy =
[O{ w o 2A(w) j f2 r(y)r(/)j

j» [(=) J'( Laad))s o0 )ud 1dv _J' I'()
2 dn2% r((y)r)(/)( L)) F(ﬂﬂ) 25 TONT () (as) s
I e

WL ODT () (17 )*

I'(=)
Stad otrzymujemy funkcje gestosci f,.(¢) = Tnz
F(/)(H

)7
U I( e L o0 “)u ( 1 n+1)
waga : |~ ( ﬂﬂ) u du =1 - calka z funkcji gestosci rozktadu G\ (1+ )
e Rozktad F,, Snedecora-Fishera- niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o

X
2 2, . )
rozkladach y. y, wowczas zmienna losowa Z=Yf4 ma rozklad F,, Snedecora-Fishera z

m

/2
rimy2 5 2 >0

. -~ TS my%
funkejg gestosci f,(2) = 1 yra (3)°

(z+m/n)
Niecentralne rozkiady chi-kwadrat ;. ;, Studenta ¢, ;i Snedecora Fos

e Niecentralny rozklad chi-kwadrat

Niech Xi,....X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N(m;,1) i=1,...,n. Wowczas

n
zmienna losowa U = Z X ma rozktad niecentralny chi-kwadrat o n stopniach swobody i parametrze
i=1

n
. - f 2
niecentralno$ci 6 = Zmi oznaczany y- ;.
i=1

e Niecentralny rozklad 7- Studenta

. . X
Niech X~N(d,1), Y~ ;(5 , X1Y niezalezne . Wowczas T =—= ~t,s

\/%

X

Niech X~ )(,fl s I~ )(52 , X1Y niezalezne . Wowczas  F ="—Yl ~F,

ny,ny,0

e Niecentralny rozklad F' Snedecora Fishera

ny

Uzupelnienie. Niech X,,...,X, bedzie proba prosta z rozktadu N(m,c?) . Niech

13
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X=1¥x, . $? =LY, -X)
i=1 i=1
X, m Y,
Przeksztalémy ortogonalnie wektor| : [~N|| : |,0°[ | na wektor | : | wedlug wzoru

X, m Y,

vl [+ - 4«

A T | , gdzie pozostale wiersze macierzy przeksztalcenia sg aby

Y, .ol

macierz byla ortonormalna (mozna to zrobi¢ traktujac pierwszy wiersz jako wektor w R", uzupeié ten
wektor n-1 wektorami tak, aby uzyska¢ baze w R" i zastosowaé procedure ortogonalizacji Grama —Schmidta).

v ([am
Przeksztatcony ortogonalnie wektor ma rozkltad | : | ~ N ©|,071 |, wiec jego sktadowe sa

Y 0

n

niezalezne. Zauwazmy, ze ¥, =+/nX , natomiast

S -y =YX - =Y - =Y
i=1 i=2

i=1 i=1

— n _ )_( _ Y .
Stad statystyki JnXi Z(X . — X)’ sa niezalezne . Zmienna losowa \/;( m) _ Y, \nm ma
i=1 (e} o

1 & = I &
rozktad N(0,1) natomiast —22 (X, -X) = —22 Y marozktad y_ . Stad
o

i=1 i=2

_ \/;()_(—m)
_\/;(X—m)= o

. Q(Xl,...,X”,WI)— q ) -
TS
o i=1

stopniami swobody, natomiast funkcja

ma rozklad #-Studenta z n-1

_ \Q2
° Q(XI’W’X”’O-Z)z% ma rozktad y7 | .

14



Statystyka Adam Cmiel A3-A4311a cmiel@agh.edu.pl

Estymacja punktowa

Podstawowe pojecia estymacji punktowej

Niech (0,8, #={Pqs0c O}), bedzie przestrzenig statystyczng indukowang przez zmienng losowa X o
wartosciach w przestrzeni &.Na podstawie obserwacji x zmiennej losowej X oszacowaé g(f)e <,
gdzie g:@ — Y jest znang funkcja. Rozwigzaniem tego problemu bedzie pewna funkcja g:9C >%Y
zwana estymatorem. Estymator moze by¢ uznany za dobry estymator, jezeli funkcja g przyjmuje
wartosci bliskie warto§ciom g(6) V 0e @. Oczywiscie nie kazdy estymator jest dobrym estymatorem.
Wprowadza si¢ wigc pewne pojecia umozliwiajace porOwnywanie estymatoréow i w konsekwencji
wybor najlepszego z nich.

Zatozmy, ze dana jest pewna funkcja L: Y x Y— R zwana funkcja strat, ktorej wartos¢ L(g(6)),g(x))
okresla strate jaka ponosi statystyk przyjmujac g(x) za oszacowanie nieznanej wielko$ci g(6). Waobec
tego L(g(6),8(X)) jest zmienng losowa okre§long na przestrzeni prob <. Okreslamy wigc (o ile to

mozliwe) $rednig (oczekiwang) stratg bedaca funkcja deterministycznag.

Def. Funkcj¢ R(6,8)=E L(g(6),8(X)) parametru 8 dla dowolnego ustalonego estymatora ¢ nazywamy
funkcja ryzyka estymatora ¢ indukowang przez funkcje strat L.

Estymatory bgdziemy porownywac ze soba porownujac ich funkcje ryzyka przy czym estymator jest
tym lepszy im jego funkcja ryzyka przyjmuje mniejsze wartosci.

Def. Estymator g, jest nie gorszy od estymatora g, w sensie ryzyka R; indukowanego przez funkcje
straty L jezeli R, (6,8)) <R, (6,$,) VO eO.

Def. Estymator g, jest lepszy g, w sensie ryzyka R, indukowanego przez funkcje straty L jezeli g, jest
nie gorszy od estymatora g,1360 €@ : R, (6,g)) <R, (62) .

Niech 92 oznacza wyspecyfikowany zbior estymatorow.

Def. Estymator ¢, nazywamy niedopuszczalnym w 9w sensie ryzyka R; indukowanego przez funkcje

strat L jezeli istnieje w zbiorze 9 estymator g, lepszy od g;.

Ze zbioru 9 rozwazanych estymatorow mozna usung estymatory niedopuszczalne i ograniczy¢
rozwazania jedynie do zbioru estymatoréw dopuszczalnych 9q.,. Niestety, zwykle nie udaje si¢ dla

rozwazanego problemu scharakteryzowa¢ klasy estymatorow dopuszczalnych. Czasami udaje si¢
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udowodni¢ dopuszczalno$¢ konkretnego estymatora uzyskanego z rozwazan optymalizacyjnych lub

heurystycznych.

Niech @=<a,b>. Rozwazmy trdjelementowy zbidr estymatorow 2={ g, g, ,gs} pewnej wielkosci g(6)

o funkcjach ryzyka przedstawionych na rysunku.

Ry (05') A

Widag¢, ze estymator g jest niedopuszczalny, gdyz lepszym estymatorem jest g.

Porownujac estymatory poprzez poréwnywanie ich funkcji ryzyka mozemy odrzuci¢ pewne
estymatory (niedopuszczalne). Pozostale estymatory (dopuszczalne) sg nieporownywalne w
powyzszym sensie, gdyz ich funkcje ryzyka wzajemnie si¢ przecinajg. Ponadto, praktyk wolalby
otrzymac jaki$ jeden estymator (najlepiej optymalny) zamiast zbioru dopuszczalnych estymatoréw z
ktorego i tak w koncu musi wybra¢ pewien konkretny estymator. Pokona¢ te trudno$ci mozna na rézne

sposoby. Wymieni¢ tu nalezy :

e podejScie polegajace na utrzymaniu kryterium poréwnywania estymatorOw poprzez
poréwnywanie ich funkcji ryzyka i ograniczaniu klasy rozwazanych estymatoréw np.
estymatorow nieobcigzonych, ekwiwariantnych, rekurencyjnych i innych. Na szczego6lng uwage

zastuguje tu teoria estymacji nieobcigzonej o jednostajnie najmniejszej wariancji (ENJNW).

Def. Estymator ¢ wielkos$ci g(#) nazywamy nieobcigzonym, gdy V e @  EAg(X))= g(6) tzn.
warto$¢ oczekiwana estymatora g(X) jest rowna (nieznanej) estymowanej wartosci g(6) przy

kazdym mozliwym rozktadzie prawdopodobienstwa z zatozonej rodziny rozktadow.

Nieobcigzono$¢ estymatora, ktora wyraza jego bezstronnos$¢ (neutralno$¢) wyrazajaca si¢ w braku
sktonnosci do przeszacowywania badz niedoszacowywania estymowanej wielko$ci przez

estymator jest pozytywna cecha estymatora, ktorej nie nalezy jednak demonizowac.
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Nieobcigzono$¢ jest szczegdlnie cenng wilasnoscig dopiero w przypadku gdy estymator (czyli
zmienna losowa) ma niewielka wariancje. Okazuje si¢ , ze przy pewnych technicznych
zatozeniach dotyczacych regularno$ci estymatora mozna podaé oszacowanie od dotu (doktadnie
kres dolny ) wariancji estymatorow nieobcigzonych. Estymatory nieobcigzone o jednostajnie
minimalnej wariancji, nazywane takze estymatorami najefektywniejszymi (przy kwadratowej
funkcji strat), potrafimy efektywnie konstruowa¢ w przypadku, gdy znana jest statystyka
dostateczna, zupelna. Jezeli nie potrafimy ustali¢, czy istnieje estymator nieobcigzony o
jednostajnie minimalnej wariancji, to otwiera si¢ inna mozliwo$¢. Mozemy mianowicie
poréwnywac wariancje badanego estymatora z wartoscig kresu dolnego wariancji, czyli szacowac

jego efektywnos$¢, ktorg definiujemy nastepujaco.

Def. Jezeli ¢ jest ENINW[g(6)]} o wariancji rownej Vardg), to efektywnoscig estymatora
nieobcigzonego g; o wariancji Vary (g1) nazywamy wielkos¢

eff (g )~ (&)
Vary (&)
Efektywnos¢ ENJMW jest wigc rowna 1. Moze okaza¢ si¢, ze badany estymator ma wariancje¢
niewiele wieksza od kresu dolnego wariancji wszystkich (regularnych) estymatorow
nieobcigzonych 1 wobec tego jest zadowalajacy z praktycznego punktu widzenia. Pewien rezultat

zwigzany z tym podej$ciem jest zawarty w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie (Cramer-Rao).Niech #={Py: 6 ® } bedzie rodzing rozkladow na przestrzeni prob
& majacych gestosci p(x,0) wzgladem pewnej ustalonej miary, 1 niech @ bedzie zbiorem
otwartym w % Jezeli sg spelnione pewne warunki regularnos$ci, to wariancja kazdego estymatora
nieobcigzonego g(X) wielkosci g(6) spetia nierownos¢ (Cramera-Rao)

-dgﬂ 2

Varg[$(X)] > L d0
arg[8(X)] 7 [mrco ]

oL 00

dln p(X,0)
20

Wielko$¢ Iy = Varg [ = F [mnp X, 9)12 (mianownik w nierownosci Cramera-Rao)

nazywamy informacja w sensie Fishera o parametrze 6 zawarta w obserwowanej zmiennej
losowej (zwykle wektorowej) X. Jezeli (regularny) estymator nieobcigzony ma wariancj¢ roéwng

[42(0) ]2

dolnemu ograniczeniu Cramera-Rao D, = - ldg T to jest on estymatorem
np(X,
Eyl™ %

najefektywniejszym w klasie estymatorow regularnych. Efektywno$cia w sensie Cramera-Rao
estymatora nieobcigzonego g o wariancji Vary (¢) nazywamy wielko$¢

Dy
Varg(g)

effcr()=

17



Statystyka Adam Cmiel A3-A4311a cmiel@agh.edu.pl

Przyklad. Niech X,,...,X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie (iid) N(6,1) .Wowcezas X = %ZX . Jjest nieobcigzonym estymatorem parametru 6 (w

i=1
tym przypadku g(6)=6), gdyz E,(X)= %ZE,, (X,)=1n0=0. Wariancja estymatora X jest
i=1
rowna

V(D)= E, (0 X, 00 =1 Y E (X, -0)(X, -0)= L Y Con(X,, X )= !
i=1

n’ n
i,j=1 i,j=1

ijest rowna dolnemu ograniczeniu Cramera-Rao. Rzeczywiscie

OICEUI g
T I p(Xe X,.0) = £, -0)

p(X,,..X,,0)=——¢

(27[)”/2

wiec I= Y E, (X, —0)X,; -0)= Y Cow(X,, X )=n, astad Vary(X)=1;'=

i,j=1 i,j=1

1
i

Rozwazmy pewien szczeg6lny przypadek problemu estymacji punktowej. Niech g: ® 360 >R
bedzie dang funkcja rzeczywista, ktorej wartos$¢ g(€)eR nalezy oszacowac na podstawie
obserwacji X=(Xj,...,X,). Przyjmijmy kwadratowg funkcje strat

L(u,vy=(v-u)* .
Wobec tego L(g(8),8(X))=( $(X)- g(0))* jest kwadratem bledu oszacowania g() poprzez $(X) i
jest wielko$cig losowa. Funkcja ryzyka estymatora ¢ jest rowna

R, (0.8)=E,(8(X) - g(0))’

jest nazywana bledem Sredniokwadratowym BSK (ang.MSE mean square error) estymatora g.

Latwo zauwazy¢, ze dla kwadratowej funkcji straty

R, (0,8)=E,(8(X)—g(0)) = Ep(¢(X) - Eg(§(X)) + Ep(§(X) - g(O)) =V, () + b, (£)

Ryzyko estymatora jest sumg jego wariancji 1 kwadratu obcigzenia. Ta dekompozycja pokazuje, ze
czasami warto poszerzy¢ klasg¢ estymatoréw nieobcigzonych o estymatory obcigzone, gdyz
niewielkie obcigzenie moze zosta¢ zrekompensowane obnizkg wariancji tak, ze BSK estymatora

obcigzonego moze by¢ nizszy od BSK najlepszego estymatora nieobcigzonego.

podejscie minimaksowe polegajace na poroOwnywaniu estymatorOw poprzez poroOwnywanie

maksiméw globalnych ich funkcji ryzyka max R, (6,8), przy czym estymator jest tym lepszy
SC

im ma mniejsze maksimum funkcji ryzyka.
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Def. Estymator g, jest estymatorem minimaksowym wielkosci g(#) w rozwazanej klasie

estymatorow 9, V g€ 9 maxR,(0,¢,)< max R,(0,9).
0O €®

Z uwagi na to, ze nie ma generalnej potrzeby zakladania zto§liwosci natury, podejscie

minimaksowe nie cieszy si¢ zbytnim powodzeniem wsrod praktykow.

e podejscie bayesowskie polegajace na porownywaniu pewnych srednich wartosci funkcji ryzyka
dla poszczegolnych estymatorow. Zaklada si¢ tu, ze statystyk posiada pewna wiedze a priori o
parametrze 8 w postaci tak zwanego rozktadu a priori v. Kazdemu estymatorowi g przypisujemy
warto$¢ (liczbowa) ryzyka bayesowskiego

rd@=E[R.(6.9)]
wzgledem rozkladu a priori, ktore jest srednig wzgledem rozktadu a priori wartoscig funkcji

ryzyka R;.

Def. Estymator g, jest estymatorem bayesowskim wielkosci g(6) wzgledem rozktadu a priori v

w rozwazanej klasie estymatorow 2, V g€ D r /gy r(9).

Intuicyjnie wydaje si¢ oczywiste, ze jezeli rozmiar n proby (czyli ilo§¢ pojedynczych obserwacji)
rosnie, to nalezy si¢ spodziewaé coraz lepszych , czyli dokladniejszych wynikow estymacji.

Interesujgce sa wigc pewne asymptotyczne wlasnosci estymatorow. Jedna z nich jest zgodno$¢.

wg P,

Def. Ciag g, estymatorow wielkosci g(6) nazywamy zgodnym gdy VO ® g,(X) —=-2— g(0), gdy

n—»o0 a mocno zgodnym gdy VO @ g,(X) —2-15) 5 o(6) gdy n—oo.

Przyklad. Niech X,...,.X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie

(iid) Po Wowczas Jezeli istnieje E4X)), to Y:%ZX . jest nieobcigzonym i mocno zgodnym
i=1

estymatorem E«(X). Jezeli istnieje VargX,), to S? = %Z(X . — X)?jest mocno zgodnym estymatorem
i=1

VardXi)a S? | = ﬁz (X, — X)? jest nieobcigzonym mocno zgodnym estymatorem VargX;).

i=1
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Metody estymacji

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Niech (4 B, #={Py: 6 B}), bedzie przestrzenig statystyczng indukowang przez zmienng losowg X
(zwykle wektorowa) o wartosciach w przestrzeni 2 , przy czym wszystkie rozklady

prawdopodobienstwa Py: fe @rodziny £ majg gestosci p(x, ) wzgladem pewnej ustalonej miary.

Def. Dla ustalonego wyniku eksperymentu xe & wielko$¢ L(6x)=p(x,6) nazywamy wiarygodnoscig
parametru € , a funkcje L(-,x):@ 38 — L(6x) okreSlong na przestrzeni parametrow @ nazywamy

funkcja wiarygodnosci.

Z definicji wida¢, ze funkcja L(6,x) dla kazdego ustalonego & jest funkcja gestosci p(x,6) rozktadu
prawdopodobienstwa Py na przestrzeni prob <U. Interpretacja funkcji wiarygodnosci jest szczegdlnie
prosta, gdy rozwazymy dyskretng przestrzen statystyczng. Funkcja wiarygodno$ci przypisuje
parametrowi @ prawdopodobienstwo (wyznaczone z rozkladu P, ) zaobserwowania danego wyniku
eksperymentu xe & . W przypadku cigglym interpretacja funkcji wiarygodno$ci jest podobna.
Prawdopodobienstwo zaobserwowania danego wyniku eksperymentu zastgpujemy gestoscia
prawdopodobienstwa uzyskania danego wyniku eksperymentu. Ten sam wynik eksperymentu moze
mie¢ przypisane réozne prawdopodobienstwa w zaleznosci od wyboru parametru 6 (czyli rozkladu
Py). Zasada najwiekszej wiarygodno$ci sugeruje taki wybér parametru 6 , przy ktéorym
zaobserwowany wynik eksperymentu xe & jest najbardziej prawdopodobny. W przypadku
przestrzeni produktowej (&£, B(%),{p(x,0):0c @))" gdy wynik eksperymentu jest ciagiem x=(xi,...,X,),

funkcja wiarygodnos$ci wyraza si¢ wzorem L(6,xy,...,x, )= H p(x;.0).

Def. Estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametru & ( ENW(6) ) (o ile istnieje) nazywamy

estymator & :03x—> f(x) =argmax L(6, x)
ZE0)

Uwaga techniczna. Ze wzglgdu na monotoniczno$¢ funkcji logarytmicznej maksymalizacja funkcji

wiarygodnosci L(6,x) jest rownowazna maksymalizacji jej logarytmu I(6,x)=In L(6.x).

Przy pewnych zatozeniach regularno$ci (zapewniajacych rdézniczkowalnos¢ catek niewtasciwych)
estymatory najwigkszej wiarygodnos$ci sg:

e mocno zgodne

e asymptotycznie nieobcigzone

e asymptotycznie najefektywniejsze
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e asymptotycznie normalne
Szczegolnie ta ostatnia wilasno$¢ jest bardzo cenna, gdyz pozwala konstruowac asymptotyczne

przedziaty ufnosci dla estymowanego parametru w oparciu o twierdzenie

Zmienna losowa ~/n (@-6) ma asymptotycznie rozktad N(O, O'js ), gdzie asymptotyczna wariancja

. -~ . 8lnp(X,0 S : :
oL Wyraza si¢ wzorem oo = iy, a i,= Varg [% E [mnp(X 9)]2 jest informacjga w sensie
% Inp(X,0)
Fishera dla pojedynczej obserwacji. Przy pewnych warunkach regularnosci i,= - £, T .

Powyzsze wyniki mozna uogélnié na przypadek estymacji parametru wektorowego 6 = (6,...,6,)".
Wowczas asymptotycznym rozkltadem jest wielowymiarowy rozktad normalny z macierza
kowariancyjng bedaca odwrotnoscia macierzy informacyjnej w sensie Fishera dla pojedynczej

obserwacji

_z [omp(x.6,... ek)mnp(xel AAAAA ek)J E 3% In p(X,0,,..6,)
oL 20, = 26,00, .

Przyklad Skonstruowaé estymator najwigkszej wiarygodnos$ci parametru 6 i asymptotyczny przedziat
ufnos$ci na poziomie 1-a =0.95 oparty na n niezaleznych obserwacjach Xi,X;,....X, z rozktadu o

gestosci p(x,0) = 0°x exp(-0x) , 0 >0, x >0.

LOX0, X, X))~ e”’qﬁxi ) exp(-6 21 X))

[(0.X1,%,,....%,)= In L(0.X1,X,,,,X,)= 2n IH%ZIHX 63X,

i=1

2
WK: %’— S X, olww:é—— ENW[A] | z‘9=9%:>a;=%
i=1

-9 jest rozktadem N(0,1) mozemy z

as

Korzystajac z faktu, ze asymptotyczny rozkltad statystyki -/n 0

tablic tego rozkladu odczyta¢ dla danego o warto$¢ u,, taka , ze

P( N;ﬂ < ugn)=l-a a stad otrzymujemy  P(é —% <6<0 +%) =l-a.

as

2
Po podstawieniu za o, przyblizonej warto$ci 92 (wniosek z mocnej zgodno$ci ENW) otrzymujemy

asymptotyczny przedzial ufnosci na poziomie 1-a postaci:

PO(-"£2) <6 <0(1+"2) ~1-a.

Przyklad. Skonstruowac estymator najwickszej wiarygodnosci parametru @ oparty na n niezaleznych

obserwacjach X,X,,,X, z rozktadu jednostajnego U[0,4].

max —

skqd natychmiast otrzymujemy, ze

S VitX; <0 |1 x
W tym przypadku L(0,X,,Xa,....X,)= o’

03 (X, >0 0,X

max

Xinax—=max(X,X2,...,X,) jest ENW parametru 6. Jest to przypadek gdzie warunki regularnosci nie sg
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spelnione i nie mozna wykorzysta¢ wlasno$ci asymptotycznej normalnosci ENW do konstrukcji

przedziatu ufnosci dla &

Ciekawy przyklad estymacji NW dla danych cenzurowanych.

Niech Xj,...,X100 bedzie proba losowa z rozktadu wyktadniczego o nieznanej wartosci oczekiwanej a
(tzn.  f(x) =%e7§ 1., (x)).Estymujemy a na podstawie czgciowej informacji o probee, a
mianowicie na podstawie tego, iz

e 80 zmiennych (sposrod wszystkich 100 z probki) przybrato wartosci ponizej 3,
e drednia arytmetyczna z tych warto§ci wynosi 2. Znalez¢ ENW/a].

Rozwiazanie. Niech Y bedzie zmienng losowa zdefiniowang wzorem
Y =X 1y 5(X)+b-15 . (X) X,gdy X <3 dzie liczba b > 3 jest etykietg zd: ia X>3
=X- +b-155 = , gdzie liczba b > 3 jest etykieta zdarzenia X >3.
[0.3) [3,) b, edy X >3 g J a
Zmienna Y ma dystrybuante
1- e%, y<3

F,()= l—o 3<y<h’ Niech y=A+0, gdzie A oznacza miar¢ Lebesgue’a i V A€ 4 mamy

L y>b
P(A) = J%ej 1[0,3)d/1(J’) +e 0,(A) =JA(%eT" 1[0,3) + e7l{b})dy .
4 4

Stad f,(y) = %e% 1,50+ e 1 (1) jest gestodcig rozktady zmiennej losowej Y wzgledem 4 .

Wobec tego funkcja wiarygodnosci jest postaci
100 B DA TEICOIE 0 @
L(a;Y,,....Y) = H(%e A5 () +e 1, (X)) = a—}«,e ' e’ :a_éleoe e’
i=1
l(a;Y,,....Y,,) =InL(a;Y,...,Y,,,) = —80Ina -2
WK: =-2+220=0= a=4=ENW[a] (WW oczywisty)
Przyklad. Niech X = (X,...., X,) bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N(m,c?”) o funkcji

7(x7m)2

gestosci  p(x;m,0%) = \F‘ e 2" . Funkcja wiarygodnosci jest postaci
72%2()('7"1)2 L 1 n
L(m,c%;X) = #e o a jej logarytm /(m,o*;:X) = —2In(27) - nlno eyl S(X, —m)*.
2r)2 0" o i=1
ol n = &
—=0 (X, —m)=0 m=X=1%x,
WK istnienia ekstremum %’7 = ’=12 ., , stad L=
—=0 |-+ 3(X,-m)’ =0 ol =13 (X, - X)?
oo 7 207 = "zl
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Pokazemy, ze (#1,6%) = (X, ¥ (X, - X)?) = ENW[(m,c>)] , wykazujac, 7e
i=1
1(m,6%X)—1(m,0%;X) 20 V(m,0%)iréwnosé zachodzi tylkodla m=mi o =62.

- (X —m)> =0

A n A n,n N M n &2 &2
l(m,o-z;X)—l(m,az;X):—Elnaz—7+Elnaz+ﬁ2(){i—m)2 =—4(n+1-5)+
i=1

Ostatnie wyrazenie jest sumg dwoch nieujemnych sktadnikow (bo Inx+1-x<0 iré6wno$¢ ma miejsce

tylko dla x =1), ktore jednoczes$nie sie zerujg tylkodla m=m i o* =57,

n (1) n _ _ n _ _ _
Uwaga: » (X,-m)’ =) (X,-X+X-m)* =Y (X;,-X)? +n(X —m)* =né> +n(X —m)’.
g

i=1 i=l i=1

Z wiasno$ci niezmienniczosci ENW wida¢, ze (,6)= (X, [+ S(X .= X)*)= ENW[(m,0)].
i=1

Fol In ol 1L
o y p(X,m,0) In p(X,m,o) 0
Macierz informacji i, ,y = —E,.») om? ootm = , | - Stad
' ' " Inp(X,m,c) S Inp(X,m,o) 0 =
omoo p 21T Py V4 5 Iy 52

A 2] mome 1) 20

Przyklad. Niech X =(X,....,X,) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona (1) o funkcji gestosci
p(x;A) = ﬂ—'e’ﬂ, x=0,1,...wzgledem miary liczacej u(-)= Z&k(-) . Funkcja wiarygodnosci jest postaci
X 5=0
/7.21’;‘ % .. n L
——¢™ ajej logarytm [(4;X) = ZElXi in2-ni-in] [

HXI-! =l
i=1

LX) =

WK %l X)) =0 % —n=0= =X . Badajac monotonicznoé¢ funkcji /(4;X) stwierdzamy, ze

1=X=ENW[A]. Wida¢, ze 5—;111 p(X,A) =% stad iy =—E,(-5)=1 , wige V(X = 1)~ as N(0, ).

1
/1 b

Klopoty z metoda najwigkszej wiarygodnosci
e estymator najwigkszej wiarygodnosci moze nie istnie¢ ,
e estymator najwigkszej wiarygodnosci moze nie by¢ okreslony jednoznacznie,

o cfektywne wyznaczenie estymatora najwigkszej wiarygodnosci moze by¢ bardzo trudne.

Metoda momentow

Metode momentow pochodzaca od K. Pearsona mozna krotko opisa¢ w nastepujacy sposob:
Niech X),X,,,X, bedzie ciggiem iid o rozktadzie P, zaleznym od wektorowego parametru 6=(4,,..,6,).
e wyznaczamy k pierwszych momentow zwyktych : m,=h.(8,,..,6,).
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e estymujemy momenty teoretyczne m, momentami empirycznymi s, = %z X/

my = h(0,....0;)
e rozwigzujemy uktad réwnan E i otrzymujemy estymatory (4,,...,4,) mocno
my = h, (6,,...,0;)
zgodne.
Przyklad. Niech X,X5,..X, iid N(m,0?). Wiadomo, ze E(X)=m EX’)=m* +c¢°. Z ukfadu
m, =%Zn:Xl. : F=%Zn:Xf =m? + o’ otrzymujemy n“1=%zn:Xl. =X,6°=S.
i=1

i=l i=1
Metoda Markowa

Metoda Markowa pochodzaca z przetomu XIX i XX wieku polega na wyznaczaniu estymatoréw

e nieobcigzonych

e liniowych wzgledem obserwowanych zmiennych losowych

e posiadajacych najmniejszg wariancje w klasie wszystkich estymatorow liniowych
Metode Markowa mozna wigc potraktowac jako szczegoélny przypadek estymacji nieobcigzonej o
minimalnej wariancji, ktory ze wzgledu na postulowang liniowo$¢ jest szczeg6lnie prosty i wygodny
obliczeniowo. Wyjasnimy to na przykladzie.
Przyklad. Niech X,,...,X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tych samych
wartoéciach oczekiwanych E(X;)=m i znanych wariancjach V(X;)=c7 .Znalez¢é nieobcigzony estymator

liniowy dla m o najmniejszej wariancji.
Z uwagi na postulowang liniowo$¢ estymator wartosci oczekiwanej m ma postaé m =Za.X .

Warunek nieobcigzono$ci  m = E(i) = z a,E(X;)= mz a; prowadzi do rownosci z a;=1.

i=1 i=1 i=1

Wariancja estymatora
V()= E(Zn: aX;,—m)’ = E(Zn: aX; - Zn:al—m)z = E(Zn: a (X, —m))’ = Zn“afaf .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Aby znalez¢ estymator typu Markowa nalezy wigc znalez¢ wspolezynniki a,...,a, minimalizujace
Zn: a’c} przy warunku Zn: a; =1. Rozwiazujac powyzszy problem ekstremum warunkowego poprzez

i=1 i=1

rozwiklanie ograniczen i redukcj¢ problemu do problemu ekstremum bezwarunkowego n-1

zmiennych lub stosujac metod¢ mnoznikoéw Lagrange’a otrzymujemy a; =

n
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Metoda najmniejszych kwadratow (MNK)

Obserwujemy zmienne losowe Y,...,Y, o ktorych wiemy, ze

E(Y)=g(0), i=1,...n,
gdzie gi: RSO 30N sa znanymi funkcjami.
Jezeli parametr 6 przebiega zbior @ , to punkt (gi(6),....g.(6)) przebiega pewien zbiér I'c R".
Zaobserwowany punkt Y=(Y1,...,Y,) rowniez lezy w R". Idea MNK polega na tym, zeby w zbiorze I"
znalez¢ punkt y(1),...,Y,) najblizszy zaobserwowanemu punktowi ¥ a nastgpnie za oszacowanie

parametru @ przyjaé taki punkt @ € @, ktéremu odpowiada wyznaczony punkt y, tzn. taki @, ze

(€1(0),.8(0))=Y(Yi.... Yo).
Zwykte oba etapy laczy si¢ w jeden i za estymator MNK przyjmuje si¢ € minimalizujace wielkosé¢

37, - 2,(0)*

i=1
MNK znajduje szczeg6lne zastosowanie w tzw. liniowych modelach statystyki matematycznej i
zostanie omowiona pozniej.
Przyklad. Niech X, X;, Xz, X4 beda wynikami lotniczych pomiarow katow &y, &, &, 6, pewnego
czworokata na powierzchni ziemi. Zalozmy, Zze obserwacje te sg obarczone btedami losowymi, ktore
sa niezalezne, maja warto$¢ oczekiwana rowna zeru i wspolng wariancje o°. Wyznaczyé metoda
najmniejszych kwadratéw estymatory wielkosci katow. Wyznaczy¢ nieobcigzony estymator wariancji
o
Przypus¢my, ze wiadomo, ze dany czworokat jest rownolegtobokiem, takim, ze 6,=6; oraz =6, .
Jaka posta¢ maja wtedy estymatory katow i jak mozna by szacowaé o°.
Oznaczajac losowe btedy pomiaréw przez & mozemy zapisa¢ nastgpujacy model

X=0+s, EX)=6, VX)=We=oc, i=l,..4, 6+6+6:+0,=2m.
Wyznaczenie estymatoréow katéw sprowadza si¢ do nastgpujacego  zagadnienia ekstremum
warunkowego:
Znalez¢ argument minimalizujacy S(6,,6,,65,6,)= 24: (X, -6,)* przy warunku 6,+6y+6s+0,=2n. Po

i=1

rozwiklaniu ograniczen otrzymujemy zagadnienie minimalizacji funkcji

5(6,,0,,0,)=(X, —0,)* +(X, —0,)> +(X;-0,)* +(X, -27+6, +0, +6,)* .

Warunek konieczny istnienia ekstremum prowadzi do uktadu rownan

2 1 10[6,] [27-X, +X,
1 2 1]]6,|=|27-X,+X, |,
11 20]6,| |27-X,+X,

4
zktorego otrzymujemy : 0, =12z -Y X))+ X, , i=l,..4.
i=1
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Warunek wystarczajacy potwierdza, ze powyzsze wzory rzeczywiscie okreslaja estymatory MNK
katow.

4
Fatwo zauwazyé, ze 3 (X, —@,)” jest nieobcigzonym estymatorem o, gdyz
i=1

M-

2 1 u 2
_lgl.) :?_ZIE(gfgj):G .
i ij=

E(S(X,~0)") = EG Q-2 X)) =4 E(

4
Rozwigzanie drugiej czgsci zadania prowadzi do minimalizacji S(6,,0,,60,,60,)= Z(X . —0.)? przy

i=1
warunkach 6,+6+65+6,=2n, 6=6; oraz 6:=6, . Po rozwiklaniu ograniczen otrzymujemy zagadnienie
minimalizacji
SO)=(X,-0)* +(X, —7+0,)* +(X;-6)* +(X, -7 +86,)%,
ktore prowadzi do estymatorow MNK
0,=0,=2Q2r-X, - X, + X, +X3), 0,=0,=1Q2r-X,-X;+X,+X,).

4 2 v) v)
E(E (X, -0)%) = E(x, ~L@r-X, X, + X, + X)) + E(X, L Qr+ X, + X, - X, - xy)f +
i=1

+E(x, —Lr—x, X, + X, + X)) +E(X, —L@r+ X, + X, - X, - X)) =

%E(3(X1 —0,)— (X5 -05)+ (X, -0,)+(X, _‘94))2 +%E(3(X2 —0,)— (X, —0,)+(X5-03)+(X, _‘94))2 +
+%E(3(X3 —0;)— (X, —0)+ (X, —0,)+(X, _‘94))2 +%E(3(X4 —0,)— (X, —0))+(X, =) +(X; _‘93))2 =

2 2

=430 =30".
4 2 . . . .

Stad 13 (X, —0,)* jest nicobcigZonym estymatorem o
i=1

Zagadnienie ekstremum warunkowego mozna w obu przypadkach rozwiaza¢ rowniez metoda mnoznikéw Lagrange’a.
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Przedzialy ufnosci -estymacja przedziatlowa

Niech X=(X;,...,X,) bgdzie proba prosta z rozktadu P, e #={P,:60<©}.

Definicja. Losowy przedziat [L(X),U(X)], gdzie VOe® P,(L(X)<U(X))=1, taki, ze dla zadanego
ae(0]) P(L(X)<g@)<UX))=l-a VOe®, nazywamy 100(1— )% przedzialem ufnosci dla
parametru g(d) e R . Statystyki L(X)1 U(X) nazywamy odpowiednio dolnym i gornym koncem

przedziatu a wspotczynnik 1 -« nazywamy poziomem ufnosci.

Interpretacja. Prawdziwa nieznana, niclosowa warto$¢ g(€) z prawdopodobienstwem 1- « nalezy do
losowego przedzialu (jest pokryta losowym przedziatem) [L(X),U(X)]. Nie mozna tu mowi¢ o
prawdopodobienstwie, ze nieznany parametr bedzie zawarty w jakims$ stalym przedziale. Takie zdanie

miatoby sens gdyby nieznany parametr byt zmienng losowa a nie jest.

Konstrukcja przedziatéw ufnos$ci za pomoca funkcji centralnej (wiodacej)

Definicja. Niech X=(X,,...,X,)proba prosta z rozktadu P, e #={P,:0<®}. Funkcja O(X,g(0)) (to
nie jest statystyka) nazywa si¢ funkcja centralng dla parametru g(6)eR, jezeli jej rozkiad

prawdopodobienstwa nie zalezy od parametru & .

Przyklady

e Niech X=(X,,..., X, ) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,o;), gdzie o; znane. Funkcja
\/; ()? —m)

Oy

oX,m)= majaca rozklad N(0,1) jest funkcja centralng dla m

e Niech Niech X=(X,,...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,c”). Oznaczmy X :iZX ;

i=1
i 87=-5 (X, X) . Funkcja Q(X,..... X, m)

i=1
1 stopniami swobody) jest funkcja centralng dla m.

~1)s? . .
Funkcja Q(X,,....X,,0°) = (n=DS" majaca rozklad 2, jest funkcjg centralng dla o°.
o

- —\/;();_ m) majaca rozklad ¢, (¢ - Studenta z n-

2

Zatdzmy, ze dysponujemy funkcjg centralng Q(X, g()) . Przedzial ufnosci konstruujemy w
nastepujacy sposob:
Wybieramy liczby a i b tak aby spetniaty nierownos¢ P,(a <Q(X,g(0))<b)=1-a VOO . Gdy

funkcja centralna Q(X, g(6))jest ciagla i §ciSle monotoniczna funkcja parametru g(d)eR, to
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nierdwnos$¢ a < Q(X, g(0)) < b jest rtownowazna nieréwnosci [L(X,a,b) < g(0) <U(X,a,b)].

Stad przedziat[ L(X, a,b),U(X,a,b)] jest 100(1— )% przedzialem ufnosci dla parametru g(0)eR .

. J ) . 2 .
e Przedzial ufnoéci dla m w rozktadzie N(m,o, ), gdzie 05 znane.

X -
Funkcja centralna Q(X,,...,X,,m) = M ma rozktad N(0,1). Wobec tego
O,
Rozktad N(0,1) \/;()—( _ m)
04 Vm Pm(’—|S Z(lfa/Z))zl_a

0
co jest rownowazne

P(X-z °<m<X+z

m = a/Z)\/_ (1= a/Z)\/_ =

=l-«

., . . . v Oy, v O . , .
otrzymali$my wiec przedziat ufnosci [X —z,_, TO,X +Z 0 TO] o statej dlugosci
n n

l(na)=2z

Oy
(-a/2) In
n

Ta konstrukcje mozna powieli¢ konstruujagc asymptotyczny przedzial ufnosci dla pojedynczego

parametru estymowanego MNW

Vo P(0-z,,,22<0<d+:z yxl-a

(1-a/2) \/— = (1-a/2) \/—

gdzie za asymptotyczng wariancje o’ =i,' nalezy przyjac jej estymator. Dokladniej w informacji
Fishera iy=i(6) za parametr 6 nalezy przyja¢  =ENW][d]. Poprawnos¢ tej konstrukcji jest prostym
wnioskiem z asymptotycznych wiasno$ci estymatorow NW i twierdzenia Stuckiego.

e Przedzial ufnoéci dla m w rozkladzie N(m,c?), gdzie o> nieznane.

X - -
Funkcja centralna Q(X,,...., X, ,m) = M ma rozktad 7, (¢ - Studenta z n-1 stopniami
swobody) . Wobec tego
\/_(X )
vV (m,0) P(m,o‘)(’ < Lonmta- a/Z)) -«
€O jest rownowazne
1)(/71,0")()_(_t(n71,17a/2 T MmEX 41,00 00 \/—) l-a
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. . . T S = S . L
otrzymali$my wiec przedziat ufnosci [X —7, , ,») T,X e iiiar T] o losowej dlugosci
n n

S . . . .
I(n,@) =2, 42 T o warto$ci oczekiwanej dtugosci
n

Ein)(S) ocEWx 371) const
\/; = 21‘(”71,1705/2) \/; = 2t(n71,17a/2) W

e Przedzial ufnosci dla > w rozkladzie N(m,c?)

E(m,a)l(n’a) = 2t(n—l,l—a/2)

(n-1s? 2
e ma rozklad y, , . Wobec tego

Funkcja O(X;....,X,,02)=

Rozkiad chf,, ;

(=DS* _ .
2

" vV (m, o) Foo (7(34,0;/2 < SHviran)=l-a

co jest rtOwnowazne

_ 2 _ 2
01 w \Lﬂz V (m’O.Z) f)(m,o_)(wéaz S(nzi)zl_
/ Zn—l,l—a/Z Zn—l,a/2

chi’na,a/2 chi’n-1,1-a/2

(n-1)S* (n-1)S>

otrzymali$my wiec przedziat utnosci | )
Zn—l,l—a/Z Zn—l,a/2

] o losowej dlugosci

1

2 2
Xntj—ar2  Xn-ai2

I(n,o)=(n—1)S*(

) o warto$ci oczekiwanej dtugo$ci

E, o l(n,a) = (n=1)E(S*)( 21 - 21 )=(n-1)o?(—

T
n-ll-a/2  An-lal2 Xon-tl-ar2 Xn-lai2

1 1

)

W przypadku symetrycznego rozktadu funkcji centralnej wybor liczb a i b tak aby spelniaty
nierownos¢ Pga < Q(Xi,...,X, 6) < b)=1-a V 0c @ wydaje si¢ oczywisty. W przypadku rozktadu
niesymetrycznego wybor nie jest juz oczywisty. Mozna postawi¢ problem takiego doboru a i b, aby
dhugos¢ l(a,b) przedziatu [L(X,,...,X,, a,b), U(X,,...,X,, a,b)] (gdy jest niclosowa) lub warto$¢
oczekiwana dhugosci byla minimalna. Méwimy wtedy o najkrotszych przedzialach ufnos$ci na
poziomie 1-c.. Jezeli F oznacza dystrybuante rozkladu funkcji centralnej, to nalezy rozwigzaé
nastgpujace zagadnienie optymalizacyjne
Znalez¢ a 1 b tak aby
l(a,b)—min
pod warunkiem
F(b)-F(a)=1-c.
W rozwazanym powyzej problemie
o lab)=(n-Do’(t-3)
o F.(B)-F, ()=1-a

Aby rozwigzaé powyzszy problem ekstremum warunkowego tworzymy funkcj¢ Lagrange’a
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L(a,b;2)=(n=Do’ (=) + UF 2 (B)~F, (@)-(1-a)).

o n-1)c? K o
Lol Gt (a)=0 ~=d’f . (a)
Z WK otrzymujemy uklad {2 =C07 17 1, (5)=0 Sy =P, ()

G=F, 0)-Fp (@-(1-a)=0 |F. BO)-F, (@=1-a

Niech w(x) = x* fp ()

W(x)

a X b

Nalezy tak dobra¢ poziom u aby para {a,b} =y '[{u}] speniala warunek FZZ*l b)- FZZ*l (a)=1-«a
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Testowanie hipotez

Niech (&, B, #={Py: Oc®}) bedzie przestrzenig statystyczng, przy czym
0=0,U0,10 MO =J.
Problem testowania hipotez mozna sformulowaé nastgpujaco: na podstawie obserwacji Xe U
zweryfikowac¢ hipoteze
Ho: 6 €0, wobec alternatywy H;: 6 €06,.

Problem testowania hipotezy nie jest problemem badawczym lecz decyzyjnym. Mozemy podja¢ jedna
z dwoch mozliwych decyzji

e d, - akceptacja hipotezy H,

e d, - odrzucenia Hy i akceptacji H,
Mozemy wige podjac¢ poprawna decyzj¢ lub popehi¢ jeden z dwoch rodzajow btedow
e blad pierwszego rodzaju d,|H, polegajacy na odrzuceniu Hy, gdy w rzeczywisto$ci jest ona

prawdziwa,

e blad drugiego rodzaju do/H; polegajacy na akceptacji Hy , gdy w rzeczywistosci jest ona

falszywa.
do d
H Decyzja Btad I rodzaju
0 poprawna di|Hy
H Btad Il rodzaju Decyzja
! do/H; poprawna

Potrzebujemy pewnej procedury, ktéra podpowie jaka podja¢ decyzje gdy dysponujemy wynikiem
eksperymentu X. Rozwigzaniem problemu (Hy, H;) testowania hipotezy H, przeciwko alternatywie
H, bedzie pewna funkcja ¢: 9—[0,1] zwana zrandomizowanym testem statystycznym.
Dysponujac testem statystycznym ¢ i X :

e 7z prawdopodobienstwem 1-¢(X) podejmujemy decyzj¢ d, - akceptacji hipotezy H,

e zprawdopodobienstwem ¢(X) podejmujemy decyzje¢ d; - odrzucenia Hy i akceptacji H;.

Aby wiec podja¢ konkretng decyzje nalezy wigc uzyé pewnego mechanizmu losowego, ktory
produkuje dwa wyniki z prawdopodobienstwami ¢(X) i 1-¢(X) 1 na tej podstawie podja¢ (wylosowac)
decyzje. Podejscie takie jest krytykowane przez praktykow, jako stwarzajace mozliwo$¢ naduzyé w
interpretacji danych. Zdecydowanie wigksze uznanie praktykow znalazty testy niezrandomizowane,
dla ktorych zbior wartosci funkcji ¢ jest zbiorem dwuelementowym {0,1}. Test taki dzieli przestrzen
prob na dwa roztaczne zbiory:

C=¢'({1}))={Xe9: ¢ (X=1} zwany zbiorem odrzucenia hipotezy Hy (lub zbiorem krytycznym

@ ({0})={Xe : ¢ (X) =0} zwany zbiorem akceptacji H,.
Konstrukcja testu niezrandomizownego jest wigc rownowazna rozbiciu przestrzeni préb na dwa

rozlgczne podzbiory : odrzucenia i akceptacji Hy. Jezeli zaobserwowana warto$¢ zmiennej losowej X
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wpada do zbioru krytycznego C=¢ "'({1}), to odrzucamy H,, w przeciwnym przypadku akceptujemy
Ho.
Zwykle w konstrukcji testu wystepuje etap posredni polegajacy na wyznaczeniu tzw. statystyki

testowej 7: AC3X—T(X), ktora przenosi dalsze rozwazania z przestrzeni (X, B, P={Py: O ©}) do
prostszej” przestrzeni (R, %, #={P, : 0 € ®} ). Zatézmy, ze duze wartoci statystyki T §wiadcza
przeciwko hipotezie zerowej. Mowimy wowczas o tescie z prawostronnym obszarem krytycznym.

Niech ¢, oznacza zaobserwowang warto$¢ statystyki testowej 7. Reguta decyzyjna jest nastgpujaca:

A

jezelit, >1, , = odrzucamy H,,.

Komputerowe realizacje zwykle podaja tzw. p-warto§¢ p =sup P(T'(X) >t ).
0€0,

Reguta decyzyjna jest nastepujaca: jezeli p < o = odrzucamy H .

Oczywiscie nie kazdy test statystyczny jest dobrym testem. Aby moc porownywac testy i w
konsekwencji wybraé najlepszy mozna podobnie jak w problemie estymacji punktowej probowac
okresli¢ strate jaka ponosi statystyk podejmujac btedng decyzje. Nastgpnym krokiem jest wtedy
wyznaczenie $redniej straty dla danego testu, czyli wyznaczenie jego funkcji ryzyka. Testy, podobnie
jak estymatory, mozna porownywac, porownujac ich funkcje ryzyka. Mozna tu rowniez wyrdznic :

e podejscie globalne (porownywanie funkcji ryzyka) z zawezaniem klasy testow,

e podej$cie minimaksowe,

e podejscie bayesowskie.

Najwieksze uznanie zyskalo jednak w teorii testéw podejscic Neymana-Pearsona. W ujeciu tym
przypisuje si¢ rézng wage bledom I i II rodzaju. Wazniejszy jest blad pierwszego rodzaju. Dlatego
naklada si¢ pewne ograniczenie na prawdopodobienstwo bledu I rodzaju i wsrod dostepnych testow
spelniajacych to ograniczenie poszukuje si¢ testu, ktory minimalizuje prawdopodobienstwo btedu II

rodzaju.

Def. Funkcja mocy testu ¢ nazywamy funkcje S(O=Ed (X)) (=P, (C) dla testu niezrandomizowanego)

Latwo zauwazy¢, ze dla testu niezrandomizowanego mamy:
0 €0, (czyli prawdziwa jest Ho)= S, 0)=1-Pdd\|Ho)+0-Pddo|Ho)=Pdi|Ho) (pr. bledu I rodzaju)
0 €0, (czyli prawdziwa jest H))= S O)=1-Pddi|H)+0-Pddo|H,)=Pdd\|H,)=1-Pddo[H)
(pr. braku btedu II rodzaju- inaczej moc testu ¢).

Def. Rozmiarem testu ¢ nazywamy liczbe sup S,(6) (lub sup P,(C) dla testu niezrandomizowanego).
0e0, ZECH

Def. Mowimy, Ze test ¢ hipotezy Hy przeciwko H, jest testem na poziomie istotnosci « , jezeli

LAO=a, czyli rozmiar testu nie przekracza o.
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Wiréd testow na poziomie istotnosci o poszukujemy najlepszego w sensie Neymana-Pearsona czyli
najmocniejszego. Klasyczny lemat Neymana-Pearsona podaje sposob konstrukcji testu
najmocniejszego dla testowania hipotezy prostej Hy: 8 =60, (czyli® o = {8, }) przeciwko prostej
alternatywie H,: =0, (czyli @, = {0 ,}). Hipoteza prosta specyfikuje wiec doktadnie jeden rozktad
prawdopodobienstwa okreslony na przestrzeni prob. Hipoteza Hy glosi, ze prawdziwym rozktadem na

przestrzeni prob jest rozklad Po= P, a konkurencyjna hipoteza H; glosi, ze prawdziwym rozkiadem na
przestrzeni prob jest rozklad Pi=F, . Hipotezg, ktora nie jest prosta (tzn. specyfikuje przynajmnie;

dwuelementowa rodzing rozktadéw prawdopodobienstwa) nazywamy hipoteza zlozona.

Lemat Neymana-Pearsona. Jezeli rozklady P, i P, maja ggstosci po i p1 (w przypadku cigglym
wzglgdem miary Lebesguea a w przypadku dyskretnym wzgledem miary liczacej) , to test

najmocniejszy na poziomie « hipotezy Hy przeciwko H; istnieje i ma postac

1 gdy p,(x)>kp,(x)
p(x)=17 gdy p(x)=kpo(x),
0 gdy pi(x)<kpy(x)

gdzie k>0 1 ye<0,1) sa tak dobranymi statymi, aby rozmiar testu byt rowny a

Z postaci funkcji testowej ¢ wynika, ze optymalny test Hy przeciwko H; jest testem zrandomizowanym. W
przypadku testowania hipotez dotyczacych ciagltych rozktadow prawdopodobienstwa mozna stala y przyjac
rowng 0 1 otrzymac w ten sposob test niezrandomizowany. W przypadku dyskretnym zwykle nie mozna znalez¢
testu niezrandomizowanego o zadanym rozmiarze. Mozna jednak znalez¢ optymalny test niezrandomizowany o
rozmiarze zblizonym do zadanego. Lemat Neymana-Pearsona podaje porzadek w jakim nalezy wlaczacd

poszczegolne punkty przestrzeni prob do zbioru krytycznego. Porzadek ten wyznacza wartos¢ ilorazu % .Im

wyzsza wartos¢ tego ilorazu tym szybciej punkt x trafia do zbioru krytycznego. Proces ten nalezy przerwac
wowczas, gdy dotaczenie nastgpnych punktow do zbioru krytycznego powoduje przekroczenie zalozonego

poziomu istotnosci.

Przyklad. Niech (Xi,...,X,) (n=9) bedzie ciagiem iid o rozktadzie P z dystrybuantg F. Znalez¢ test
najmocniejszy na poziomie «=0,05dla problemu testowania hipotezy Hy: P=N(0,1) przeciwko
alternatywie H: P=N(1,1).

Zgodnie z lematem Neymana-Pearsona obszar krytyczny testu najmocniejszego ma postaé
3y 3 _ ,
(X, X,):i——e >k——e 7 }= {(Xi,...X): T(X):X:ﬁZXl.>k } przy

(27)? (27)? i_1

czym Py(X >k)=a . Statystyka testowa jest wiec w tym przypadku T(X) = X. Wiadomo, ze w
przypadku prawdziwosci Hy = statystyka X ma rozklad N(0,1),(c=1). Stad R(X>k)=a)e

k = Fyo1,(1-a), w konsekwencji &'= vNormal(0,95:0;3) = 0,55 .
3
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W przypadku prawdziwosci hipotezy H, statystyka X ma rozklad N(1,1) . Wobec tego mozemy dla

zadanego poziomu istotno$ci wyznaczy¢ moc uzyskanego testu:

moc=R(X >k)=1-F (k) =091.
’3

Ustalajac poziom istotnosci @=0,05 mozemy wyznaczy¢ funkcje¢ mocy najmocniejszego testu na

poziomie a=0,05 hipotezy Hy: m=0  vs. H;: m>0 dla ro6znych alternatyw m:
moc(m)=1- FN(m%)(F];(IO%)(l -a)).

W jezyku programu STATISTICA
y1— 1-iNormal(vNormal(0,95;0;1/3);x;1/3)
Mozemy réwniez wyznaczy¢ funkcje mocy najmocniejszego testu nieobcigzonego hipotezy
Hy: m=0 vs. H;: m#0
y2—1-iNormal(vNormal(0,975;0;1/3);x;1/3)+iNormal(vNormal(0,025;0;1/3);x;1/3)
Punkejs oy st ipotezy Hy m=d  {a=5)

vs H (m>0 test najmocnigjszy) (m<>0 test najmocniejszy nieobciazony)

a=0.05

0.9 o L
N
08 N A
07 '\, /
0.6 '\ s

0.5

moc testu
-
<

04 N

03 N A

‘\ .

0,2 = o
Y

S
0.1 = e 2

0,0

Powtarzajac obliczenia dla dowolnego ae(0,1) mozemy wyznaczy¢ krzywg mocy najmocniejszego
testu hipotezy Hy: m=0 vs. H;: m=1 w zaleznosci od poziomu istotnosci moc( ).

W jezyku programu STATISTICA moc(a) =1—iNormal(vNormal (1 - ;0;1/3);1;1/3))
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Krzywa mocy testu najmocniejszego hipotezy (n=9)

Hy:m=0 vs H;m=1

0.9 / =
08t

0.7 Hf
06 [/

:

04

moc

0.3

0.2

0.1

0,0
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 040 045 0,50

o

Def. Test ¢ zlozonej hipotezy Hy: 0 € @ przeciwko zlozonej alternatywie H;: 6 € ® | nazywamy
testem jednostajnie najmocniejszym na poziomie «, gdy dla kazdego testu  Hy przeciwko H,

na poziomie  prawdziwy jest warunek: VOe®; L0)=L,(6).

W pewnych (nielicznych) przypadkach mozna z lematu Neymana Pearsona skonstruowac test

jednostajnie najmocniejszy ztozonej hipotezy przeciwko zlozonej alternatywie.

Testy nieobcigzone

W sytuacji, gdy nie istnieje test jednostajnie najmocniejszy na poziomie « mozemy probowac
ograniczy¢ klas¢ testow, podobnie jak ograniczylismy klase estymatorow do estymatorow

nieobcigzonych i1 by¢ moze w tej ograniczonej klasie znajdziemy test jednostajnie najmocniejszy.

Def. Test ¢ nazywamy testem nieobcigzonym na poziomie istotnosci o , gdy

e sup S 6=, czylijest on testem na poziomie &
ZEON

e VOO, p (0z2a
czyli prawdopodobienstwo odrzucenia Hy gdy jest ona falszywa jest co najmniej takie jak

prawdopodobienstwo jej odrzucenia, gdy jest ona prawdziwa. Inaczej moc testu ma by¢ co najmnie;j

tak duza jak rozmiar testu.

Def. Ciag testow {¢@,} dla problemu (Ho,H;) nazywamy zgodnym, gdy dla kazdego poziomu
istotnoSci @ V€@ Vn B, (O<a i VOe6O lim B, (9=l

n—>0
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Test zgodny z prawdopodobienstwem 1 odrzuca hipoteze falszyws, gdy liczno$¢ proby rosnie do

nieskonczonosci.

Uwagi

W kontekscie testowania istotno$ci statystycznej spotykamy si¢ z dwiema sytuacjami, odrzucajgco-
potwierdzajaca (OP ang. RS Reject Support) i przyjmujaco-potwierdzajaca (PP ang. AS Accept
Support). Przy testowaniu typu OP, hipoteza zerowa jest przeciwienstwem tego, co badacz chcialby
wykazac¢. Np. lekarz testujacy nowg terapi¢ oczekuje, ze da ona wynik pozytywny wynik.

Przy testowaniu OP, btad I-rodzaju oznacza bledne potwierdzenie tezy badacza. Z punktu widzenia
reszty spoteczenstwa, blad ten jest szczegoOlnie niekorzystny. Spowodowa¢ on moze podjecie
inwestycji 1 wysitkow, a co najmniej dalszych badan, ktore nie majg szans powodzenia.Natomiast biad
[I-rodzaju (przy tescie OP) jest bardzo niekorzystny dla badacza, gdyz jego stuszne przewidywania nie
zostaty potwierdzone jedynie na skutek losowego btedu. Lekarz, ktory wymyslit nowa terapie wpada
w frustracje, gdyz byl gleboko przekonany o swojej racji, a wynik testu statystycznego jednak jej nie
potwierdzil. Badania nad tg terapia nie bgda kontynuowane i nikt si¢ juz nie dowie, jaka byla prawda,
a medycyna stracita cenny pomyst.

Testowanie typu OP (odrzucajaco-potwierdzajace) wystepuje najczesciej i dlatego zwigzane z nim
konwencje zdominowaty popularne widzenie zagadnienia testow statystycznych. Przy testowaniu PP
(przyjmujaco-potwierdzajacym) inaczej patrzy si¢ na mozliwos$¢ btedow obu rodzajéw. Hipoteza H,
wyraza tu poglad (nadziej¢) badacza. W takiej sytuacji btad I-rodzaju jest falszywym zaprzeczeniem
przewidywan badacza, a blad II-rodzaju fatszywym ich potwierdzeniem. Tak wigc korzystne dla teorii
przedstawianej przez badacza byloby tu co$ zupelnie nierealnego przy testowaniu OP, mianowicie
przyjecie bardzo niskiego ¢, na przyktad 0,001.

W obu sytuacjach, OP i PP, tatwo poda¢ przyktady trudnych badan i nierealistycznego testowania ich
wynikoéw. Rozpatrzmy najpierw przypadek OP. Czasami nie da si¢ powigkszy¢ probki. Psycholog
kliniczny moze spgdzi¢ kilka dni na badaniu tylko jednego pacjenta; po roku bedzie miat on N=50
obserwacji. A testy korelacji (czgste w tego typu badaniach) maja mata moc przy matych licznosciach
probek. W takiej sytuacji konieczne (i sensowne) moze by¢ wyjscie ponad warto$¢ « =0,05, jezeli
otrzyma si¢ przy tym rozsadna moc testu. Z drugiej strony, mozliwe sg sytuacje za duzej mocy testu.
Na przyktad w testowaniu zgodnosci dwoch $rednich (m;=m,) przy milionie pomiaréw w kazdej
grupie (w przemysle, przy automatycznych pomiarach N=1000000 nie jest od rzeczy). W takiej
sytuacji, hipoteza zerowa prawie zawsze bedzie odrzucona, przy najmniejszych, w jakim$ sensie
przypadkowych roznicach.

Sytuacja taka jest tym bardziej sztuczna przy testach PP. Jezeli N jest bardzo duze, to badacz prawie
zawsze zmuszony bedzie odrzuci¢ swoja teorig, nawet jezeli "tak naprawde" jest to dobra i
warto$ciowa hipoteza 1 "catkiem" dobrze pasuje do danych. Zbyt duza doktadnos$¢ do$wiadczenia
dzialataby tu na niekorzy$¢ eksperymentatora.

Podsumowujac testy OP (odrzucajaco-potwierdzajace):

Badacz cieszylby si¢, gdyby mial podstawy do odrzucenia hipotezy H.
Spotecznos¢, dla ktorej badacz pracuje chece mie¢ kontrole nad btedami I rodzaju.
W interesie badacza lezy niska warto$¢ btedu II rodzaju.

Duza licznos¢ proby jest korzystna dla badacza.

Przy "za duzej" mocy testu niewazne efekty staja si¢ "bardzo istotne".

SNk v =
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Testy PP (przyjmujaco-potwierdzajace):

1. Badacz cieszytby si¢, gdyby nie bylo podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, i moglby ja
zaakceptowac.

2. Spoteczno$¢, dla ktorej badacz pracuje powinna mie¢ kontrole nad btedami II rodzaju, cho¢
nie zawsze sytuacja ta jest wlasciwie rozpoznawana i pozostaje si¢ przy konwencjach
stosowalnych przy testowaniu OP.

3. Badacz pilnie zwraca uwagg na btedy I rodzaju.
4. Duza liczno$¢ proby jest niekorzystna dla badacza.
5. Przy "za duzej" mocy testu teoria badacza zostanie raczej odrzucona w tescie nawet je§li

"catkiem dobrze" pasuje do danych.
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Testy oparte na ilorazie wiarygodnosci

Zal6zmy ponadto, ze rodzina rozktadow #={P, : #c®} jest dominowana przez pewna o-skonczona

miar¢ u (zwykle miare liczaca lub Lebesgue’a) i oznaczmy gestos¢ rozktadu P, wzgledem miary u

dP, . . . . .
przez p, =d—9. Rodzing #={P,: fc®} mozna wig¢c utozsamic z rodzing ggstosci P={py : OcO}.
i

Niech L(8;X) bedzie funkcja wiarygodnosci w przestrzeni (X 6, #={Py: Oc®})
Def. Wiarygodnoscia hipotezy H;: 6e®; gdy zaobserwowano Xe & nazywamy liczbg¢
Ly (X)=sup L(,X).

00,
Uwaga. Wiarygodno$¢ hipotezy H; mozemy interpretowa¢ w przypadku dyskretnym jako najwigksze
prawdopodobienstwo, przy prawdziwosci H; , uzyskania zaobserwowanego Xe <. Podobna
interpretacje (z oczywistymi modyfikacjami zwigzanymi z interpretacjg gestosci) mamy w

przypadku ciggtym.

Jezeli weryfikujemy hipoteze Hy: 8e®, wobec alternatywy H;: 8e®, , to nalezy zakwestionowaé
hipotezg Hy, gdy bardziej wiarygodna jest hipoteza H, , tzn. gdy
Ly (X)
Ly, (X)

gdzie A jest tak dobrang statg, aby rozmiar testu nie przekraczat poziomu istotnosci «, czyli

Niech 6 bedzie taka warto$cia parametru 9e @, (o ile istnigje), ze L(0,X)=L u, (X)=sup L(6, X),
00,

czyli zakladamy , ze w punkcie 0 realizuje sie wiarygodno$é hipotezy zerowej (czyli jest osiggany
odpowiedni kres) i niech § bedzie estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametru @ czyli

L(é,X) =sup L(0,X).

0O
Estymator § nazywamy bezwarunkowym ENW a ¢ nazywamy warunkowym (przy prawdziwosci
Ho) ENW parametru 6.
Widac¢ , ze dla 4p>1 mamy nast¢pujaca rownowaznosc

L, (X )
m,( )>/1 Lo.x)_,

Ly (X)) 7 L@,x) "

bo L, (X)>Ly (X) < sup L(0,X)=sup L(6,X)

0O 0cO,
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L(é X) sup L(0, X)
Def. Wielko§¢ A(X)= —2—>=10<0 nazywamy ilorazem wiarygodno$ci a test Hy
L(©,X) supL(0,X)
€0,

przeciwko H; o obszarze krytycznym (obszarze odrzucenia Hy) postaci
C=1X: AX)> 2o}

gdzie Ap>1 jest odpowiednio dobrang statg nazywamy testem opartym na ilorazie wiarygodnoSci.

Uwagi

e Testy oparte na ilorazie wiarygodnoSci sg szczegolnie przydatne w przypadkach, gdy odpowiednie
testy jednostajnie najmocniejsze nie istniejg ( zwykle tak jest) lub nie potrafimy ich wyznaczy¢ a
takze wowczas, gdy obserwacje nie tworza proby prostej (np. sa zalezne-tak jest w teorii szeregow
czasowych).Czasami sg jednak bezsensowne (przyktad-Zielinski)

e W przypadku testowania hipotezy prostej przeciwko prostej alternatywie test ilorazu

wiarygodnosci jest rownowazny z testem najmocniejszym Neymana-Pearsona

Przyklad 1. Test -Studenta jako test oparty na ilorazie wiarygodnosci.
Niech X=(Xj,...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,c?) z nieznanymi parametrami m ic".
Testujemy hipoteze

Ho: m=m, wobec alternatywy H;: m=my.

Funkcja wiarygodnos$ci ma posta¢

_n 7%i(Xf7m)2
L(m,0;X)=Qrc?) 2e >

Stad (m,6)=(X, /52";()@ —X)* )= ENW[(m,o)]. Wobec tego
i=1

_n 7%2i()(,7)?)2 _n_n
L(m,6;X)=Q2a6%) e A =(276?%) e

Podobnie przy prawdziwosci hipotezy Hy funkcja wiarygodno$ci ma postac

_n 7%i(Xi7m0)2 &
L(o;X)=Q2rc?) 2e 7 . Skad tatwo wida¢, ze o = \/%Z(Xi —-m,)* )=ENW[o] i

i=1

P N X.— 2
7 X) = £2\72 2("2;( ) - N |
L(c;X)=Q2nc") *e 27o7) e *.

Wobec tego
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3 (X, —my)’ X, - X+ (X =)’
C={X:AX) >k} ={X B>k ={X: = - >k, )=
(X, -X)’ X, -X)?

i=1 i=1

Z”:(Xi —X)? +n(X —my)*

v 2 v 2
P e S FRLLC St VA S WS RLLC T VA
(X, -X)’ DX, -X)? DX, -X)?
(e el
ﬁZ(Xi_)_()z
\/;()_(_mo)

ma rozktad ¢,

Wiadomo, Ze przy prawdziwos$ci H, statystyka testowa #(X) =

\/,,lliuc - X

S 72
\/;()?_mo) i iZ=I:(Xi )

(o}

Studenta o n-1 stopniach swobody, gdyz zmienne losowe 5 maja
o

odpowiednio rozktady N(0,1)i y>_, oraz sg one niezalezne (tw Fishera -wniosek z tw. Basu).

Wobec tego test oparty na ilorazie wiarygodnosci hipotezy Hy: m=m, wobec alternatywy H,: m=m;

\/;|)?—m0|
\/,,lliwi—)?)z

kwantylem rzedu p rozktadu #-Studenta o n stopniach swobody.

ma obszar krytyczny postaci C ={X :|t(X)|= >t(1-4%,n-1)} gdzie ¢(p,n)jest

Przyklad 2 testowanie rownosci $rednich w rozktadach normalnych.
Niech X=(X,,...,X,,) i Y=(Y1,...,Y,) beda niezaleznymi probami prostymi z rozkladow N(m,,c”) i
N(m,, ©%) z nieznanymi parametrami ., my 1 o’. Testujemy hipoteze

Ho: m,= m,=u wobec alternatywy H;: m,# m,

Funkcja wiarygodnos$ci ma posta¢

Cen —zfz{f](x,—mx>2+ﬁ](Y,-—m,,>2}
L(mx’my’o-; X’ Y) 2(271'0'2) Ep i=1 Jj=1 )

a jej logarytm

202

lm,,m,, 03 X,Y) = =22 In(27) = (m+ m) Ino = <L (S (X, = m,)? + 3(¥, - m,)?}
i=1 j=l

Latwo wida¢, ze
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m+n
i=1 j=1

(;hx,;ﬁy,&)z()?,?,\/ L {i(Xi—)?)2+Zn:(Yj—I7)2)=ENW[(mx,my,a)].

m+n

Stad L, 1h,,6,X,Y)=(226%) " € * .
W przypadku prawdziwosci Ho: m,= m,=u funkcja wiarygodnosci przybiera posta¢

m+n

L(u,0;X,Y)=(2n0%) " e

20

D X)) ()
i=1 Jj=1

Stad

202

(1,03 X,Y) = =22 In(27) — (m+ m)Ino - (S (X, = 1)* + XY, - 1)*}
i=1 j=l
1 w konsekwencji

(#,6) = (525 X + 3 Y,\/ A = 2 Y0 - ) )= ENW( ).

Wobec tego

m+n

L5 X, Y)=(2n6") e
Test oparty na ilorazie wiarygodnosci Hy przeciwko H; ma obszar krytyczny postaci
DX, - )+ D, - )
C={(X,Y): AX,Y) >k} ={(X,¥): = >k, )=
DX =X (Y, Y
i=1 j=1

(X, =X+ (K= @) + Y (7, =Ty + (¥ = )

{(va) = m . >k2}:
DX X))+ -Y)?
B - _ ../=1 P
(X,Y):1+ mm(X_”) +”n(Y_”)2 >ky b ={(X, Y): X f) > k)=
2 (X, =X)*+ (¥, =7)° DX, - X))+ (¥, 1)

YD | X Y |
>k}
\/Z (X, = X))+ (Y, -Y)
i=1 j=1

Wiadomo, ze przy prawdziwosci hipotezy H, statystyka #(X,Y) ma rozktad 7-Studenta o n+m-2

(X, Y):e(X,Y) =

stopniach swobody ¢+, , gdyz:

I & = 1 & = . . .
—Z(Xi —X)2~;(§H , _zz(Xi —X)2~;(571 1 wszystkie zmienne
i=1 O o

X~N(u %), Y~Nuw%), —

(o}

sg niezalezne. Wobec tego X -Y ~N(0, (L +h0?)=N(0,2:257)

1 & —a, 1 =
— DX, = X)+— > (X, - X)’~ g, (tw. 0 dodawaniu)
o 0 O =1

i obie zmienne sg niezalezne.
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mn(n+m-2) ()?v _ Y)
Stad z definicji rozktadu #-Studenta #(X,Y) = das ~t

Ji(){i _XP+ Y, T
i=1 j=1

m+n-2"*

Graniczny rozkfad ilorazu wiarygodnosci

Tw. Przy pewnych warunkach regularnosci (regularny model Cramera-Rao) statystyka 2InA(X) ma dla
kazdego e O, (czyli przy prawdziwosci Ho) graniczny rozktad y” o r stopniach swobody, gdzie r jest
liczba ograniczen nalozonych na @potrzebnych do wyspecyfikowania Hy.

Uwaga. W przykladach 112 statystyka 2InA(X) ma graniczny rozklad y;

Uwaga. Aproksymacja /2y —vJ2n—1 ~ N(0,1) (dla dostatecznie duzych n)

Przeglad wybranych testow

Testy dotyczace wartosci oczekiwanej w rozkfadzie normalnym i problem
testowania rownosci Srednich w dwéch zaleznych populacjach o rozkiadzie

normalnym.

Model 1. Niech X=(X,,....X,) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,o”) przy czym o jest znane.
Testujemy hipoteze

1.  Hp.: m>m, wobec alternatywy H,,: m<my

2. Hgy: m<my wobec alternatywy H,: m>my

3. Hg:: m=my wobec alternatywy H.: m=m

Statystyka testowg jest

T(X)=n X"

(o}

m—my

ktéra przy ustalonym m ma rozktad N (\/; ,1) . Zbior krytyczny (odrzucenia Hy) C na poziomie &

o

konstruujemy nastepujaco:

. C={X:T(X)Zu,} dla alternatywy H,: m<my
2. C={X:T(X)>u,,} dla alternatywy Hy,: m>my
3. C={X: [T(X)|2u .} dla alternatywy H;.: m#my

gdzie u, jest kwantylem rzedu o rozktadu N(0,1)
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Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnieje.

Model 2. Niech X=(X,,...,X,) bedzie probg prosta z rozktadu N(m,o) przy czym o jest nieznane.
Testujemy hipoteze

1. Ho,: m>m, wobec alternatywy H,: m<m,

2. Hoy: m<my wobec alternatywy H,: m>mj

3. Ho.: m=my wobec alternatywy Hi.: m=m

Statystyka testowa jest

}_ _ n n _
Smo,gdzie X=13x,, 82=LNY(Xx,-X), ,
" i=1 i=1

T(X)=+n

ktora przy prawdziwosci Hyp ma niecentralny rozktad #-Studenta o n-1 stopniach swobody i parametrze
niecentralnoéci A =+/n = (ezyli t,1.; ). Zbiér krytyczny (odrzucenia Hp) C na poziomie o

konstruujemy nastepujaco:

. C={X:T(X)Zu,} dla alternatywy H,: m<my
2. C={X:T(X)2u_,} dla alternatywy Hip: m>my
3. C={X: [T(X)|2u .} dla alternatywy H.: m#my

gdzie u, jest kwantylem rzedu o rozktadu centralnego ¢ Studenta ¢, .
Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnieje. Dla n >30 rozkfad #-Studenta aproksymujemy rozktadem normalnym N(O,1).

Powyzsze testy moga by¢ uzyte do poréwnywania wartosci oczekiwanych w dwoch prébach

zaleznych o rozkladzie normalnym.

Niech (X1,1),...,(X,,Y,) bedzie proba prosta z dwuwymiarowego rozkladu normalnego
m, Vx ny .

N( , ) . Chcemy testowac hipoteze
m C V

y yx y

Hy: my=m, przeciwko alternatywie Hy: m#m,
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Z powyzszym problemem mamy do czynienia, gdy dla tego samego pacjenta rejestrujemy dwa
pomiary pewnej wielko$ci przed i po zazyciu leku.
Definiujgc zmienng Z=Y-X , ktérag mozemy interpretowac jako poprawe spowodowang zazyciem leku
dostajemy probe prosta (Z,....,Z,) z rozkladu N(m.,o?) , gdzie
V. C, ||-1
. 2 x Xy
.= M- My 1 =-11
e 7 [ ]{ny Vy}{l}

i problem sprowadza si¢ do testowania hipotezy Hy: m.=0 wobec alternatywy H;: m,=0 (lub m >0

Testowanie rownosci Srednich w dwoéch niezaleznych populacjach o
rozktadzie normalnym.
Niech X=(Xi,...,X;) i Y=(Y,,...,Y,,) beda niezaleznymi prébami prostymi z rozktadéow N(m,,o%) i
N(m,, &%) odpowiednio. Nieznana wariancja o” jest taka sama w obu rozktadach.
Testujemy hipoteze
Hy: my=m, wobec jednej z alternatyw H,: m,<m, , Hy,: m>m,,, Hie: mzm,
Statystyka testowg jest
X-Y
n N m A2 ’
L& X0+ 3, )

ktora przy prawdziwosci Hy ma rozktad ¢-Studenta o n+m-2 stopniach swobody (czyli #,+,.2). Zbidr

T(X, Y) — nm(n+m-2)

n+m

krytyczny (odrzucenia Hy) C na poziomie & konstruujemy nastgpujaco:

l. C={X:T(X)<u,} dla alternatywy H,: m,<m,
2. C={X:T(X)>u, ,} dla alternatywy Hy: m>m,
3. C={X: |T(X)|>u,_,} dla alternatywy Hi.: m,#m,

gdzie u, jest kwantylem rzedu o rozktadu ¢, .
Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnieje. Dla n >30 rozkfad #-Studenta aproksymujemy rozktadem normalnym N(O,1).

Nieparametryczne odpowiedniki powyzszych modeli testowania hipotez -testy
Wilcoxona i Manna-Whitneya.

Rozwazmy jeszcze raz problem porownywania dwoch prob zaleznych. Niech (X,Y)), ..., (X,,Y,)
bedzie proba prosta z pewnego dwuwymiarowego rozktadu ciaglego. Sytuacja taka odpowiada np.
pomiarowi pewnej zmiennej dla tych samych jednostek eksperymentalnych przed i po zastosowaniu
terapii. Definiujac zmienng Z=Y-X , ktérg mozemy interpretowac jako poprawe spowodowang terapig

dostajemy probe prosta (Z,...,Z,) z pewnego rozkladu ciaglego. Jesli terapia jest nieskuteczna, czyli
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zmienne X i Y majg taki sam rozktad, to zmienna Z ma rozktad symetryczny wokoét 0. Oznacza to ze
zmienne Z (poprawa) i —Z (pogorszenie) majg taki sam rozktad. Oznaczajac przez Fy(f) dystrybuante
zmiennej Z widaé, ze F.({)=P(-Z<t)=1-P(-Z>t)=1-P(Z<-t)=1-F4(-t). Warunek symetrycznosci (wokot
0) rozkltadu zmiennej Z przybiera posta¢ F(t)+FA-¢)=1 dla kazdego teR. Jezeli skutkiem terapii jest
przesunigcie rozktadu, to zmienna Z ma dystrybuante F(#-60) gdzie F jest nieznang dystrybuanta
rozkladu symetrycznego wzgledem 0 a € nieznanym parametrem przesuni¢cia. Testowanie
skutecznosci terapii sprowadza si¢ do testowania hipotezy o parametrze przesunigcia 6.

Niech Zi, ...,Z, bedzie probg prosta z pewnego rozkladu F(z-6) gdzie F jest ciagla dystrybuantg

rozkladu symetrycznego. Jest o oczywiscie nieparametryczna rodzina rozkltadow. Parametrem jest

para (F, @) eFsmxR (Fsym jest zbiorem symetrycznych absolutnie ciagtych dystrybuant na R.

Testujemy hipoteze
Hy: 6=0 (terapia jest nieskuteczna)

wobec jednej z alternatyw
Hi,: 6<0 albo H: 6>0 albo H;.: 6£0
F jest w tym przypadku parametrem zaklocajacym. Problem testowania jest niezmienniczy wzgledem
grupy wszystkich transformacji z, = f(z,), i=l,..,n takich, ze f jest ciagla, nieparzysta i $cisle
rosnaca. Transformacje powyzsze zachowujg znaki obserwacji i porzadek bezwzglednych wartosci
obserwacji.
Oznaczmy przez R=ranga | Z;| wsrod |Z,],...,|Z,|
Mozna pokaza¢ (Lehmann) , Ze maksymalnym niezmiennikiem jest zbior rang R,,..., R, .Redukcja
przez statystyki dostateczne zastosowana do maksymalnego niezmiennika prowadzi do rang R ,..., R}

, odpowiadajacych dodatnim obserwacjom Zj, ...,Z, ( ktorych jest k).

Statystyka oparta na tym niezmienniku ma rozklad niezalezny od dystrybuanty F'e¥gm. Statystyka

testowa jest statystyka Wilcoxona

k
W=>R'
i=1

n
1 _ n(ntl) _ n(n+1)(2n+1)
T2 R =7 Viw)==—"7F—".
i=1

Przy prawdziwosci Hy E(W) =

W zalezno$ci od hipotezy alternatywnej obszar krytyczny konstruujemy lewostronny prawostronny,
obustronny. Rozktad statystyki W jest stablicowany (Zielinski R, Zielinski W., Tablice statystyczne)

Dla n>16 stosujemy aproksymacj¢ gaussowska

n(n+1)
T4

w
’ n(n+1)(2n+1)
24

Statystyka ma dla #>16 w przyblizeniu rozktad N(0,1).
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Test Manna-Whitneya-Wilcoxona jest nieparametrycznym odpowiednikiem testu ¢ Studenta dla
grup niezaleznych

Niech Xi,...,X,, oraz Y),..,Y, beda dwiema niezaleznymi probami prostymi z rozkladow o

dystrybuantach F(x- m,) i F(y- m,) gdzie F jest pewna nieznang dystrybuanta ze zbioru ¥, absolutnie

ciggtych dystrybuant na R. Mamy tu do czynienia z rodzing rozktadow parametryzowang parametrem
(F,my,m,) czyli z nieparametryczna rodzing rozkladow. Testujemy hipoteze
Hoy: m=m,
wobec jednej z alternatyw

Hi,: m<m, albo Hip: m>m, albo H,.: m=m,
Powyzszy problem jest niezmienniczy wzgledem grupy transformacji x; = f(x,), y/ =f(;)(

(i=1,....m , j=1,...,n) gdzie f jest ciagla i $cisle rosnacg bijekcja zbioru R na siebie. Niech Ry,...,R,, oraz
S1,...,S beda rangami (kolejnymi numerami) odpowiednio obserwacji Xj,...,X,, oraz Yi,..,Y,, w tej
polfaczonej probie. Maksymalnym niezmiennikiem jest zbior rang Ry,...,Ry, Si,...,5, . Redukcja przed
statystyki dostateczne maksymalnego niezmiennika prowadzi do rang Si,...,S, (czyli do rang Y-kow)
Statystyka testowg jest statystyka Manna-Whitneya-Wilcoxona (MWW), ktora dla testowania Hy:
m,=m, przeciwko H;,: m,<m, albo H,,: m,>m, ma postac¢
W= Z S ((czyli suma rang Y-kow)
Jj=1
Duze wartosci W $wiadcza przeciwko Hi,: m,<m, a male przeciwko H,: m>m, . Z kolei duze
wartoSci statystyki | Z S; - Z R, | $wiadcza przeciwko H.: m=#m,, .
j=1 i=1
Znane sg rozklady statystyk testowych dla matych m i n (ktére nie zalezg od F).(zobacz ZielinskiR.
Siedem wykladow...)) i aproksymacja (twierdzenie Hoeffdinga) normalna dla duzych m i n.

__ n(m+n+l)
2

[ nm(m+n+1)
12

jest wystarczajaco doktadna dla min(m,n)>4 i m+n>20 (Plucinska)

Statystyka ma rozkfad zbiezny do rozktadu N(0,1), gdy min(m,n)—c0. Aproksymacja ta

Test zgodnosci Kotmogorowa

Niech X=(Xj,...,X,) bedzie proba prosta z rozkladu o ciaglej dystrybuancie Fe%. Niech FyeX bedzie
ustalong ciagla dystrybuanta. Testujemy hipoteze
Ho: F=Fy
wobec jednej z alternatyw
H,.: F<F, albo H,: F>F, albo H;.: F#F,.
Oznaczmy przez F, dystrybuant¢ empiryczng i rozwazmy nastepujgce statystyki Kotmogorowa:
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D, =sup(F,(x) - Fy(x)),

n

D, =sup(F,(x)-F,(x)),
D, =sup| F,(x) = Fy(x)].

Niech (Xi.n,...,Xn) bedzie wektorem statystyk pozycyjnych (proba uporzadkowang).

Dowodzi si¢, ze D, =max(£{—-Fy(X,,)), D, =max(Fy(X,)-£Y), D, =max{D,,D,}. Przy

prawdziwosci Hy rozklady statystyk Kotmogorowa nie zalezg od Fj i sa znane. Znane s3 rowniez
rozklady graniczne wyzej wymienionych statystyk. Duze wartosci statystyki D, $wiadcza na
korzys$¢ Hy, (przeciwko Hy). Podobnie duze statystyki D $wiadcza na korzy$¢ Hyy (przeciwko Hy) a
duze statystyki D, $wiadczg na korzys$¢ H,. (przeciwko Hy) .

Jezeli F jest dystrybuanta rozktadu N(m,o?), ktérego parametry m i o nie sg znane lub dystrybuantg
rozktadu wyktadniczego E(A) z nieznanym parametrem A , to dokladny rozklad statystyki D, zostal

wyznaczony przez Lillieforsa. Test Kolmogorowa Lillieforsa moze by¢ wige uzyty do testowania

hipotezy o normalno$ci rozktadu.

Test zgodnosci chi- kwadrat

Rozwazmy probe z rozktadu wielomianowego

noo. L k
P(X,=n,..X, =n)= d AR A dp;=1Yn,=n
n!l..n! =] =

Chcemy testowac hipoteze

Ho: (pses ) =(p),..., p}) (hipoteza prosta)
przeciwko

Hi: (pyees D) # (plo,...,p,?) (hipoteza ztozona)

Pearson udowodnil, ze statystyka
k _ 02
Z% ma graniczny rozktad y;_
i=1 np;
Poniewaz statystyka Pearsona jest pewng miarg odstepstw liczno$ci obserwowanych od oczekiwanych

przy prawdziwosci Hy , "duze" warto$ci statystyki Pearsona $wiadcza przeciwko hipotezie Hy . Wobec

k 042
. . L L n;, —np;
tego Hy nalezy odrzuci¢ na poziomie ¢, jezeli Z #

i=1 i

> yi (1-a), gdzie y; (1-a) oznacza

kwantyl rzedu 1-& rozktadu 7 ;.

Testowanie ztozonej hipotezy zgodnosci
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Ho: (pysees Pi) = (p1(O),..., P, (0)) , gdzie OeR’ ; s<k-2 przeciwko H;: ~H,.

Niech 6 bedzie estymatorem najwickszej wiarygodnosci parametru 6. Oznaczmy D, =D, (é) ;i=1,.k.
L (n = ”f?-)z : 2

Woweczas statystyka Z% ma graniczny rozktad y; ..
i=1 D,

Dalsza procedura jest kopia powyzszej z jedyna modyfikacja dotyczaca iloSci stopni swobody

granicznego rozktadu y; | ..

Test Shapiro-Wilka

Jest to powszechnie uznany uniwersalny (mocny przy szerokiej klasie alternatyw) test normalnosci.
Niech X=(X},...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu o cigglej dystrybuancie Fe.%.
Testujemy hipoteze

Ho: F= F, , gdzie Fj jest dystrybuanta rozktadu N(m,o2 ), ktoérego parametry m i o nie Sg znane,
wobec alternatywy

Hi: F#F)

Statystyka testowa jest postaci
2] ?
Z a; (X(n+lfi) - X(i))
i=1

> (X, - X

W =

Gdzie wspotczynniki a, sa tablicowane dla #n <50 . Dla n > 50 s3 dostgpne programy komputerowe

wyliczajace te wspotczynniki. Test jest powszechnie dostgpny w statystycznych programach
komputerowych.
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