Réwnania rekurencyjne

Permutacje. Oznaczmy przez a, liczbg permutacji zbioru [n] = {1,2,...,n} . Kazda taka
permutacje mozna otrzymac z permutacji zbioru [n-1] przez wstawienie liczby # na jedno z n
miejsc, wiec @, =hna,_, 1 a; =1. Stad a, = n! (indukcja matematyczna)
Proste na plaszczyznie 1. Na ile spojnych obszaréw dzieli ptaszczyzng n prostych z ktorych
zadne dwie nie sg rownolegle a zadne trzy nie przecinajg si¢ w jednym punkcie.
Oznaczmy szukang liczbg przez a,. Mamy q, =1, a, =2 . Prowadzac n-ta prosta przetniemy
wszystkie n-1 poprzednie, a to oznacza ze przetniemy na 2 czgsci n obszarow spojnych
zwigkszajac tym samym ich liczbe o n. Mamy wigc a, =a,_, +n. Indukcyjnie mozna
pokazal, ze a, =1+ (”;1).
Proste na plaszczyznie II. Ile jest punktow przecigcia n prostych, z ktdrych £ jest wzajemnie
rownolegtych, jesli wiadomo, ze zadne inne nie sg rownolegte i zadne trzy nie przecinajg si¢
w tym samym punkcie? Ponumerujmy kolejne proste nierownolegle (do pierwszych
rownolegtych k prostych) kolejnymi numerami 1,2,..., n-k. Oznaczmy przez S, liczbg
punktéw przecigcia po dorysowaniu i-tej prostej. Oczywiscie §; =S, | +k +i—1 z warunkiem
n—k
S =k .Stad S, , =D (k+i-1)=""200
i=1

Uwaga. W obu zagadnieniach dotyczacych prostych na ptaszczyznie przyrosty liczby
obiektéw w kolejnych krokach tworza ciggi arytmetyczne

Podzbiory bez sasiadow. lle podzbiorow zbioru [n] = {1,2,...,n} wliczajgc zbior pusty nie
zawiera sasiednich liczb?

Oznaczmy szukang liczbe przez a, 1 podzielmy podzbiory tego typu na dwie klasy: te do
ktorych nie nalezy liczba 1 i te do ktorych liczba 1 nalezy. Tych pierwszych jest tyle ile
podzbioréw bez sasiadow zbioru {2, 3,...,n}, czyli a, , atych drugich tyleile podzbiorow
bez sgsiadow zbioru {3,...,n}, czyli a,_,.Stad a,=a, , +a, , przy warunkach

poczatkowych a, =1, a,=2.

Nieporzadki. Nieporzadkiem nazywamy permutacj¢ bez punktow statych.

Oznaczmy przez D, liczb¢ nieporzadkoéw permutacji n-elementowej. Oczywiscie D, =0,
D, =1. Przyjmiemy, ze D, =1. Podzielimy nieporzadki rzedu » na dwie klasy. Do pierwszej
zaliczymy te nieporzadki w ktorych » 1 jakas inna liczba i zamienity si¢ miejscami. Liczbe i
mozna wybra¢ na n-1 sposobow. Przy ustalonym i liczba nieporzadkow w tej klasie wynosi

D, ,.Zatem do pierwszej klasy nalezy (n—1)D,_, nieporzadkow. Do drugiej klasy zaliczymy



wszystkie pozostale nieporzadki. Na ostatnim miejscu moze sta¢ dowolna liczba i ze zbioru
[n—1]={1,2,...,n—1} ale wtedy n nie moze sta¢ na i-tym miejscu. Zatem przy ustalonym i
pozostale n-1 elementéw permutujemy tak aby zadne j#n nie stato na swoim miejscu i aby n
nie stalo na miejscu i-tym. Sg to nieporzadki rzedu n-1, gdzie zamiast liczby i jest liczba n
petniaca jej obowiazki. Stad w drugiej klasie jest (n —1)D, ,nieporzadkow. Ostatecznie dla
n>2 D,=(n-1)(D,,+D,_,).

e Liczby Bella. Niech B, bedzie liczba podzialow zbioru n- elementowego na rozlaczne 1
niepuste podzbiory, ktérych kolejno$¢ jest nieistotna. Znajdziemy rownanie rekurencyjne na

B,.,. Ten zbior podziatu ktéry zawiera element n+1 moze ponadto zawiera¢ i (0<i<n)

innych elementéw. Mozna je wybrac na (rj)sposobéw a reszt¢ podziatu na B, ,sposobow.
Ostatecznie B,,, = Z (’f )B,H = Z (’f )Bi z warunkiem B =1.

e Inne przyktady roéwnan rekurencyjnych pojawig si¢ po omdéwieniu prawdopodobienstwa

warunkowego

Rozwigzywanie réwnan rekurencyjnych poprzez funkcje tworzace

Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym. Wowczas szereg potggowy o dodatnim promieniu zbieznos$ci

f(x)= Za x" nazywamy zwykla funkcja tworzaca. Wiadomo (wyktad z analizy) , ze a, ] )(0) .

n=0
Jesli wyrazy ciagu (a,) rosna zbyt szybko, moze si¢ okaza¢ ze promien zbiezno$ci zwyklego szeregu

potegowego Zanx” jest rowny 0. Aby omina¢ ten problem wprowadzimy wyktadnicza funkcje

n=0

tworzac x)= Y Z=x"ktorej promien zbieznosci jest zwykle dodatni.
acq g P 1R ] wy.
n=0

Przyktady zastosowan funkcji tworzacych

['e]

Uzupelnienie: rozwini¢cie Taylora (1+x)" = Z (,’{ )xk ,gdzie (;)z M <1
k=0

dla » > —1szereg jest zbiezny rowniez w punkcie x=1 a dla » > 0 jest zbiezny w obu punktach
brzegowych x==1.

Przykiad (1-x)~° = Z(k k)" —Z( Dt D ke 234 w2k i(m)x

k=0 k=0 k=0



e Proste na plaszczyznie I

a,=1,a,=2,a,=a, ,+n.

f(x)= Zanx” =1+Z:an+1x”+1 =1+Z(an +n+1)x"! =1+x2anx” +x2(n+l)x” =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
=1+xf(x)+x)_ (n+1x"
n=0

(I=x)f(x)=

S(x)= T (17);)3 = ix” +x[i (n +1)x”J[ian Zx +xz (2(1 +D))x" =
n=0 i=0
Zx + xz (”+1)(”+2) =1+ 2(1+ n(n+1))

Stad @, =1+ —1+(””)

e Proste na plaszczyznie I1

Sy=0,8,=k 8=8,_ +k+i-1

f(x)= iSnx" = iSnx" = xi S,ax" = xi (a, +n+1)x" =xf(x)+ i(n + !
n=0 n=l1 n=0 -

f(x)zﬁi(n+k)x” :x[ix”J[Z(n+k)x J_xZ(Z(Z_,_k))x :i2k+n(n+1)xn+l Z(ka D

n=0 i=0 n=0 n=1

Stad S, = n(Zk;rnfl) al§, = (n—k)(;chn D

e Nieporzadki D, =(m-1)D, ,+D,,) dan>2 ,D,=1 D =0,D,=1.

Tworzymy wyktadnicza funkcje tworzaca g(x) = Z%x” .

n=0
Zauwazmy ze
_ N D, _ N N N Dir _k+1 N k+1)(D++D) k+1 N D++D) k+1
g'(x)‘Z”T ‘Z(n =D [0 Z Elm = 3 e
=1 n=2 k=0 -0 k=0
_ Z(Dk+l+Dk) ko k+l k +x27x =xg (x)+xg(x)
k=0

Dostahsrny roOwnanie ozmczkowe (1-x)g'(x) = xg(x), ktére mozna zapisa¢ w postaci

MS



g _ _x
gx) 1-x

zapisac¢ jako iloczyn dwoch szeregow

= (in )(z%) = {iloczyn Cauchy'ego} = Z(z%)x”
=0 j=0

n=0 k=0

e
1—

g(x)=

n!

ok LN
Wida¢, 7¢ === Stad D, =nly -
k=0 k=0

e Liczby Bella B,=1, B,, =Zn:(';)3,.

i=0

Tworzymy wyktadnicza funkcje tworzaca g(x) = Z%x” . Wowczas

n=0
o0 o0 o0 o0 n o0 o0
1 B, _n-1 By -\'2
gl(x) =D naay" =y Dy =y ey =2[2(7)3,J%—272(f,)'
n=0 n=1 n=0 n=0\_i=0 i=0 n=i
Tak wiec % =e* 1g(0)=1. Stad g(x)=¢° ~'. Rozwijajac w szereg
o0 o0 o0 o0 o0 00
2 (k)" — k
gl=e" =1 g =1 ) 4D =2 G s wiee By =) &
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0 k=0

. Z warunkiem poczatkowym g(0)=1 ma ono rozwigzanie g(x)= c

—X

. Mozna go



