Rachunek prawdopodobienstwa jest dyscypling matematyczng o cechach pokrewnych do tych
jakie maja na przyklad geometria i mechanika teoretyczna. W kazdej dyscyplinie musimy starannie
wyrozni¢ trzy aspekty teorii:

e formalng tre$¢ logiczna,

e podloze intuicyjne,

e zastosowania.

Formalna tres$¢ logiczna. 7 aksjomatycznego punktu widzenia matematyka zajmuje si¢ jedynie

relacjami pomiedzy obiektami niezdefiniowanymi. Na przykfad geometria nie troszczy si¢ o to czym sg
,»W rZeczywistosci” punkt i linia prosta. W geometrii sg to pojecia pierwotne (a wigc niezdefiniowane) a
pewniki (aksjomaty) geometrii ustalajg relacje miedzy nimi: np. dwa punkty wyznaczaja jedng prosta.
Podobnie gr¢ w szachy mozna jedynie okresli¢ poprzez podanie zbioru przepiséw i nie ma sensu mowic

o definicji czy prawdziwej naturze pionka.

Podloze intuicyjne. W przeciwienstwie do szachow aksjomaty geometrii i mechaniki dotycza

istniejacego podloza intuicyjnego. Intuicja geometryczna jest na tyle silna, ze ma sktonno$¢ wybiegac
przed logiczne rozumowanie. Wiadomo, ze intuicje mozna ¢wiczy¢ i rozwijaé. Poczatkujacy szachista
porusza si¢ ostroznie przypominajac sobie ruchy, podczas gdy doswiadczony gracz ocenia sytuacje na
jeden rzut oka i czesto nie potrafi racjonalnie uzasadni¢ swojej intuicji. Podobnie intuicje matematyczne
rozwija si¢ wraz z doswiadczeniem i mozna wyrobi¢ sobie poczucie dla takich poj¢¢ jak na przyktad
przestrzen czterowymiarowa, n-wymiarowa, nieskonczenie wymiarowa. Wydaje sie¢, ze zbiorowa
intuicja ludzko$ci czyni pewne postepy. Na przyktad wprowadzone przez Newtona pojecie pola sil, czy
wprowadzona przez Maxwella koncepcja fal elektromagnetycznych nie budzg dzisiaj zadnych emocji a
wprowadzane byly jako ,, nie dajace si¢ pomysle¢” i ,,sprzeczne z intuicja”. Podobnie wspotczesny
student nie docenia trudnos$ci z ktérymi musiata boryka¢ si¢ teoria prawdopodobienstwa w poczatkowej
fazie swego rozwoju. Dzisiaj, gdy $rodki masowego przekazu zasypuja nas wynikami badan opinii

publicznej kazdy przyswoit sobie intuicyjne pojecie prawdopodobienstwa.

Zastosowania. Pojecia geometrii i mechaniki utozsamia si¢ zazwyczaj z pewnymi obiektami
fizycznymi. Pojecie ciata sztywnego jest jednym z podstawowych poje¢ mechaniki pomimo, Ze nie
istnieja w praktyce ciata sztywne. W zaleznosci od celu teorii zaniedbujemy czasami strukture atomowg
materii i traktujemy stonce jako kule materii ciaglej, a czasem jako punkt materialny. W zastosowaniach
abstrakcyjne modele matematyczne stuzg jako $rodki opisu rzeczywistosci i réozne modele moga

opisywac t¢ sama sytuacje empiryczng.

Pojeciem pierwotnym w rachunku prawdopodobienstwa jest: przestrzen zdarzen elementarnych

Q, ktorej elementy nazywamy zdarzeniami elementarnymi oznaczajac je przez o. W zagadnieniach



praktycznych przez przestrzen zdarzen elementarnych rozumie si¢ zbior

niepodzielnych(nierozktadalnych) wynikow eksperymentu czy obserwacji.

Przyklad (ToTo). Z 49 liczb losujemy 6 liczb. Q={@={w\,..., 0s}: 1<0<49, izj=>; oy }.

Przyklad. Niech T oznacza sp6znienie okreslonego studenta na wyktad trwajacy 90 min. Wowczas
0=[0,90]. Dla dwoch studentow Q2=[0,90]x[0,90].

Podzbiory danej przestrzeni zdarzen elementarnych bedziemy traktowac jako zdarzenia losowe.
Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie kazdy podzbidr przestrzeni {2 moze by¢ traktowany jako zdarzenia
losowe, gdyz nie dla kazdego podzbioru zbioru 2 mozna okresli¢ sensownie jego prawdopodobienstwo.
Rozktad prawdopodobienstwa bedacy rzeczywista funkcja zbioru podobnie jak pole czy objetos¢ musi

mie¢ swoja dziedzing, ktora bedzie wiasnie rodzina zdarzen losowych.
Formalizacja. Niech Q bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych. Przez 29 oznaczamy rodzing

wszystkich podzbiorow wilasciwych i niewtasciwych przestrzeni Q2.

Def. Rodzing S < 2 podzbioréw przestrzeni Q nazywamy o-cialem jezeli spetnia ona warunki:

(S) Qe S
(S)) AeS=> A=Q-A4e S

(S3) Ai, As€S = UdeS

i=l
Z definicji wida¢, ze o-cialo jest niepusta rodzina podzbioréw zamknig¢ta ze wzgledu na dopelnienie i przeliczalne sumowanie. Z praw de

Morgana wynika , Ze jest to rodzina zamknigta ze wzgledu na przeliczalne iloczyny. Oczywiscie zbior &J rowniez nalezy do o-ciata.

Parg (Q , S) nazywamy przestrzenig mierzalng.

Def. Rozktadem prawdopodobienstwa w przestrzeni mierzalnej (€2,S) nazywamy rzeczywista funkcje

P okreslong na o-ciele S czyli P: S34 — P(A) €R spekniajaca nastepujace warunki (tzw. postulaty

Kolmogorowa):
(P) V Ae S P(A)>0
P PQ-=I
(Ps) V Ay, Ay €S (4N A= dla i) :»P(('lei )=§;1P(Ai)

Warunek P; jest zwany warunkiem przeliczalnej addytywnosci funkcji zbioru P.



Trojke (Q,S,P) gdzie Q jest przestrzenig zdarzen elementarnych, S o-cialem podzbiorow przestrzeni QO

(speliajacym S;, S, i S;) a P rozkladem prawdopodobienstwa na rodzinie S zdarzen losowych

(spemiajacym Py, P, i P;) nazywamy przestrzenia probabilistyczng .

Ogolne wlasnosci rozkladu prawdopodobienstwa w przestrzeniach probabilistycznych.

1. P(0)=0

2. V 4,Be S A c B = P(4) < P(B) (monotoniczno$¢ miary)
3. V 4e S P(A)=1-P(4)

4. V A4,Be S P( AUB)=P(A)+P(B) -P(ANB)

5.V dpesdye S P A4)=P(4)- S P4 nA)+
toeensdly € (U 4)=2 P(4)- D P( ;)

i=1 I<i<j<n

+ ZP(Ai NA; NA )+ + (~D)"™'P(4, N A,..nA4,) (wzér whczen i wylgczen)

1<i<j<k<n

6. V A4,,..,4, €8 P(LHJ A;) ZZP(Ai)— ZP(Ai N A;) (oszacowanie od dotu)
i=1 ’

i=1 I<i<j<n

7. ¥V A,..4, €S P(LHJ A;) SZP(Ai) (skonczona subaddytywnosc)
i=1

i=1

8. VAcAdcds,.e S P(UA)=limP(4,) (ciaglos¢ z dotu)
i=1 11—

9. VA4 >54,04;5,..€8 P(ﬁAi) =lim P(A4,) (ciaglos¢ z gory)
i=1 11—

10.V 4,,45,...e S P(D A;) SZP(Ai) (przeliczalna subaddytywnosc)
i=1

i=1
11. Vi P(4)=0 = P(L) 4,)=0
i=1

12.Vi PU)=1 = P(N\P(4,) =



Ad. 8 Definiujemy nowy ciag zbiorow roziacznych B\=A4,, B,=A, -4,... Wida¢, ze A, = LnJBi . Stad

i=1
P(4,)=3 P(B,). Wobec tego P(J 4, )=P(JB,)=3 P(B,)=lim 5 P(B,)=lim P(A).
i=l i=1 i=1 i=1 n—o ;| n—»0

Ad. 9 Jest to bezposredni wniosek z 1, 5 1 praw de Morgana.
Uwaga. Wilasnosci 8 1 9 nazywamy wilasno$ciami cigglosci miar probabilistycznych (rozkladow

prawdopodobienstwa

Przyklady o -cial.

° S:zQ

.« S={T, Q)

o lloczyn mnogosciowy dowolnej ilosci o-ciat jest o-cialem (Lojasiewicz str. 73)
e o-cialem generowanym przez rodzing zbiorow 4 nazywamy najmniejsze o-cialo zawierajace rodzing

zbiorow A. Jest to czg§¢ wspolna wszystkich o-cial zawierajacych rodzing 4. Oznaczamy to o-ciato
przez o(A).

e o-cialo generowane przez podzial Q=B;, , B; " B;=J dla i #j to o-ciato, ktérego elementami

i=1
sa sumy co najwyzej przeliczalne zbioréw rodziny {B,}}, .

e Zadanie. Niech 4 — Qi B < Q. Znalez¢ o({4,B}). Wida¢, ze o({4,B})= o({ ANB, A-B, B-A,
AUBY) i zbiory ANB, A-B, B-A, AU B stanowig podzial . Tworzac wszystkie mozliwe sumy
zbiordéw ANB, A-B, B-A, AU B (lacznie ze zbiorem pustym) otrzymamy 16 elementowe o-ciato.

e Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng. Borelowskim o-cialem AX) nazywamy o-ciato
generowane przez rodzing zbiorow otwartych. W R" o-ciato zbiorow borelowskich jest identyczne z
o-cialem generowanym przez rodzing przedzialow, bo kazdy zbior otwarty w R” jest przeliczalng
sumg przedzialdow domknigtych (mianowicie wszystkich przedzialow domknigtych zawartych w
danym zbiorze otwartym o wierzchotkach wymiernych).
Kazdy zbior liniowy (w R) otwarty moze by¢ przedstawiony jako suma skonczonej lub przeliczalnej
ilosci przedzialow otwartych rozlacznych i przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnos$cia do
kolejnosci zbiorow- Hartman, Mikusinski str. 11.
Kazdy zbior otwarty R” mozna przedstawic jako przeliczalng sumg przedzialow domknigtych o
roztgcznych wnetrzach Hartman, Mikusinski str. 112.

e Problem konstruowania o-ciat od wewnatrz (odpowiedZ negatywna) poprzez kolejne dolaczanie

przeliczalnych sum i ich dopeien - Billingsley-str. 39.



e Niech ( X1,S)) bedzie przestrzenig mierzalng a f: X,—X, odwzorowaniem zbioru X, na X;. Funkcja f

indukuje w X, o-cialo S; sktadajace si¢ z podzbiorow X, , ktorych przeciwobrazy naleza do S; .

Jezeli BEX, , to f'(B)={xe Xi : fix) eB}cX; . Wiadomo, ze przeciwobraz zachowuje wszystkie

operacje teoriomnogo$ciowe np. £ (UA4)=Uf""(4,).
iel iel

Przyklady konstrukcji przestrzeni probabilistycznej.

. O={w;,m,,...} jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Jako rodzing zdarzen losowych przyjmujemy
rodzing wszystkich mozliwych podzbioréw zbioru Q, czyli S =2%= 9(Q). Rozklad

prawdopodobienstwa jest w pelni okre§lony przez podanie prawdopodobienstw dla wszystkich

zdarzen elementarnych:

P({w;}) =p>0, ipi =1. Wowczas P(A)= X p;
i=1

{i:w;ed}

Przypadek szczegdlny : Q={w,...,0n},

Vi:P({o})=v ,
Ae =22 P(4)=14

prowadzi do klasycznej definicji (Laplace’a) rozktadu prawdopodobienstwa.

II. Niech Q bedzie dowolnym niepustym zbiorem a w,€Q dowolnym punktem zwanym atomem. Na

rodzinie S =2 okreslamy rozktad prawdopodobienstwa nastepujacym wzorem

I, gdy o,e€4

P(A)= .
0, gdy w,e4

Rozklad ten nazywamy atomowsg miarg Diraca skupiong w punkcie ¢ i oznaczamy &, (-).

III. Niech Q bedzie dowolnym zbiorem z wyrdznionym ciggiem punktow y,w,,... zwanych atomami.

Z ciaggiem tym kojarzymy cigg liczbowy pi=0 , i p; =1. Na rodzinie 8=2° okreslamy rozklad
i=1

prawdopodobienstwa nastgpujacym wzorem P(4) = i p;0, (A) . Miara zbioru jest wigc suma miar
i=1 '



atomow wchodzacych w sklad zbioru. Funkcje zbioru ié‘wv(‘) nazywamy miarg liczaca. Miara
=l

liczaca nie jest oczywiscie miara probabilistyczng. Miara liczaca danego zbioru jest rowna liczbie

atomow wchodzacych w sktad zbioru i nie jest oczywiscie miara skonczong.

IV. Q=R . W tym przypadku nie mozemy przyja¢ za rodzing zdarzen losowych rodziny wszystkich
podzbioréw, gdyz na tak szerokiej klasie zbiorow nie da si¢ skonstruowaé rozktadu

prawdopodobienstwa o pozadanych wiasnosciach np. nie posiadajacego atomow. Jako rodzing

zdarzen losowych S przyjmujemy rodzing AR ) zbioréw borelowskich, czyli o-cialo generowane

przez rodzing zbioréw otwartych w R . Jest to rowniez o-cialo generowane przez rodzing
przedzialow postaci [a, b). Okre§limy wigc najpierw rozklad prawdopodobienstwa na rodzinie
przedzialow (nie jest ona o-ciatem) za pomoca pomocniczej funkcji punktu zwanej dystrybuantg a
nastgpnie rozszerzymy skonstruowany rozktad na AR).
Def. Rzeczywista funkcj¢ F' zmiennej rzeczywistej nazywamy dystrybuanta, jezeli spetnia ona warunki:
1. Fjest niemalejaca,

2. lim F(x)=0, limF(x)=1,

3. Fjest lewostronnie ciggla .

Majac dystrybuante okreslamy prawdopodobienstwo (miarg) przedziatu wzorem P([a,b))=F(b)-F(a) a
nastgpnie przedtuzamy zdefiniowang funkcje na tzw. o-cialo zbioréw mierzalnych zawierajace AR) za
pomocy :

e o0goblnej procedury rozszerzania miary Caratheodory’ego (Lojasiewicz str 93, Dziubinski str. 214
Billingsley str. 168) - ktora w duzym skrodcie polega na zdefiniowaniu za pomoca funkcji zbioru P
miary zewnetrznej P na rodzinie wszystkich podzbioréw i zdefiniowaniu o-ciala z
wykorzystaniem P° . Miara P~ obcicta do skonstruowanego o-ciala jest juz rozktadem
prawdopodobienstwa (zupelnym). Miar¢ t¢ mozna obcigé do  o-ciala AR ) i uzyskaé
poszukiwane jednoznaczne rozszerzenie miary P na AR ). Miara ta nie jest zupela, bo
podzbiér zbioru borelowskiego miary 0 nie musi by¢ zbiorem borelowskim. Mozna ja
uzupetni¢ standardowg procedurg uzupehiania miary.

e rozszerzy¢ P na klas¢ zbioréw otwartych wykorzystujac mozliwo$¢ przedstawienia zbiorow
otwartych w postaci przeliczalnych sum przedzialéw a naste¢pnie zdefiniowac klasg¢ zbiorow
mierzalnych w nastepujacy sposob: zbior 4 jest P mierzalny jezeli dla kazdego € istniejg
dwa zbiory otwarte U i V takie, ze AcU ,U-AcV i P(V)<e. Zdefiniowana klasa zbiorow
mierzalnych zawiera w sobie AR ). Dalsze postgpowanie jest identyczne jak w powyzszym

przypadku.



Uwaga. Poniewaz {x,} = ﬁ[xo ,Xo +1) z ciggloéci miary probabilistycznej wynika, ze

n=1
P({xo})=lim P([xy,x, + 1)) =lim(F(x, + 1) = F(x,)) = F(x; )= F(x,)). Jezeli x, jest punktem

ciggloéci dystrybuanty F , to P({xo})=0. Z przeliczalnej addytywnosci wynika, ze jezeli F jest
funkcja ciagla, to prawdopodobienstwo dla dowolnego zbioru przeliczalnego np. dla zbioru liczb
wymiernych jest rowne 0. W zwiazku z powyzszym z faktu, Ze prawdopodobienstwo zdarzenia
jest rowne 0 nie wynika, Ze jest to zdarzenie niemozliwe.

Jezeli dystrybuanta jest funkcja ciagla, to odpowiadajacy jej rozklad prawdopodobienstwa
nazywamy rozkladem cigglym . Jezeli dystrybuanta spelnia mocniejszy warunek tzw. absolutnej

cigglosci to istnieje jednoznacznie (z dokltadnoscig do zbiorow miary 0) wyznaczona nieujemna

funkcja f>0 zwana funkcja gestosci i F(x) = [ f(#)dt . W dalszych rozwazaniach przez rozklady

ciagle rozumie¢ bedziemy rozklady absolutnie ciggle (w odroznieniu od rozkladéw osobliwych).

Rozktady takie na prostej zadane sa wige funkcja ggstosci w nastepujacy sposob: P(A) = [ f(x)dx
A
Dystrybuanta osobliwa Cantora

Przedstawmy przedziat [0,1] w postaci [0,1] = AU B, gdzie

=GHVIEHVEIVIGH VG H VG VE IV
U[(3 V() U(3 =, 3; D] =4, Uy A, U[4y U 4y, U Ay U Ay ]V
uld, vd4,v-4 . ]U--

B=[01]-4
0, dax<0
Okre$lmy na zbiorze R — B funkcje F(x)= Zk L, dla xe 4,
l , dla x>1
Na zbiorze B (czyli dla t € B) funkcje F okreslamy wzorem F'(f) = sup F(x) .

x< t,xed
A F(r)
l +

_." Tak okreslona funkcja jest dystrybuantg
I ciagla i jej pochodna jest rowna 0 dla

kazdego x € A, czyli prawie wszedzie.




Oczywiscie F(x)=P((-,x)). Jezeli rozkltad prawdopodobienstwa na prostej jest czysto atomowy to
odpowiada mu dystrybuanta schodkowa o skokach zlokalizowanych w atomach. Wartosci skokow sa

rowne prawdopodobienstwom przypisanym poszczegolnym atomom.

Tw. Lebesgue’a. Kazda dystrybuante¢ mozna przedstawi¢ w postaci F=c|Faysiet C1F% gt C1Fosobl.
¢20, citertes=1.
Przyklad. Prom kursuje pomigdzy przystaniami 4 i B odleglymi o & km. Prawdopodobienstwo
znajdowania si¢ promu w A4 jest réwne 0.1 a w B rowne 0.2. Prom ptynie ze statg predkoscia pomigdzy
A i B. Niech X oznacza odleglo$¢ promu od A. Znalez¢ rozktad (dystrybuantg) i dokona¢ dekompozycji
na czg$¢ ciagla 1 dyskretna.

V. Q=R". W tym przypadku podobnie jak w poprzednim jako rodzing zdarzen losowych S przyjmujemy

rodzing AR') zbioro6w borelowskich. AR' ) generowane przez rodzing zbioréw otwartych jest
rOwniez generowane przez rodzing przedziatow w R'  (np. postaci [a,b)). Rozkiad
prawdopodobienstwa na rodzinie wielowymiarowych przedzialow — okre§lamy za pomoca
dystrybuanty a nastgpnie rozszerzymy skonstruowany rozklad na AR'). Z uwagi na prostote
ograniczymy dalsze rozwazania do n=2.

Def. Rzeczywista funkcje F(x,y) zmiennych rzeczywistych x,y nazywamy dystrybuanta jezeli
spetia ona warunki:

1. Fjest niemalejaca ze wzgledu na kazda ze zmiennych z osobna,

2. Vy lim F(x,y)=0, Vx lim F(x,y)=0, lim F(x,y)=1,
X—>—00 y—o>—0 X—>0

yow
3. Fjest lewostronnie ciggta ze wzgledu na kazda ze zmiennych z osobna,
4. V x; x5, ¥y Sy, Flay)- Foop)- Foay)t Flx,x) 2 0.
Majac dystrybuante definiujemy P([x1,%2)% [V1,02) ) = F(x2,02)- F(x2,01)- F(x1,)2)+ F(x1,x1) a nastepnie
rozszerzamy rozktad na AR") tak jak w poprzednim przypadku.

) I, dla x;,x, > 0,max(x,,x,)>1 ) . . .
Uwaga: Funkcja F(x,x,)= spetnia 1,2 1 3 a nie spelia 4.
0, w pozostatych przypadkach

Wowczas np. P([0.5, 2)x [0.5, 2) )=1-1-1+ 0 = -1 - sprzeczno$¢. Warunek 4 jest wigc istotny. Jezeli
dystrybuanta jest absolutnie ciagla, to P(4) = [[ f(x, y)dxdy
A



Prawdopodobienstwo geometryczne- uwagi - przyklady
1. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pierwiastki rownania ¥ ax+b=0 sa rzeczywiste dodatnie, jezeli (a,b) jest losowo

wybranym punktem prostokata {(a,b): |a| <2, |b| <1}.

2. Kawalek drutu o dtugosci 20 cm zgigto pod katem prostym w przypadkowo wzigtym punkcie. Nastgpnie zgigto drut
jeszcze w dwoch punktach, tak by utworzyta si¢ ramka prostokatna o obwodzie 20 cm . Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze pole ramki nie przekroczy 21 cm*?

3. Zadanie Buffona. Plaszczyzn¢ podzielono prostymi rownolegltymi odlegltymi o 2a. Na ptaszczyzng t¢ rzucamy w sposob
przypadkowy odcinek o dtugosci 2/<2a . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze odcinek przetnie jedng z prostych ?

4. Pani X1 pani Y idac z domu do biura maja do przebycia pewien wspdlny odcinek drogi 4B z tym, ze przebywaja go w
przeciwnych kierunkach. Pani X przybywa do punktu 4 za$ pani Y do B w przypadkowym momencie czasu pomi¢dzy
godzing 7° i 7% i idzie ze staly predkoscig. Kazda z pafh przechodzi odcinek 4B w ciggu 5 min. Obliczyé
prawdopodobienstwo p. spotkania si¢ pan X1 Y.

5. Odcinek o dtugosci 10 cm zostat podzielony w sposob losowy na 3 czesci . Obliczy¢é prawdopodobiefistwo, ze z tych

cze$ci mozna zbudowac trojkat.

Uzupetnienie

Niech bedzie dana przestrzen probabilistyczna (€,S,P) i zdarzenia losowe A44,...,4, € S. Zdarzenie

n
U 4, oznacza, ze zaszlo przynajmniej jedno ze zdarzen A;,...,4,.
i=1

Dowodzi sie, ze

() P(IQ Ai)=ZH:P(Ai)— ZP(AimA_j)+ ZP(AimA_jmAk)+...+(—1)””P(A1mAz...mAn)

i=1 I<i<j<n I<i<j<k<n

Uwaga ; Dowod metoda indukcji matematycznej jest uciazliwy. Elegancki lub i bardzo ksztalcacy dowod uzyskuje sie metoda wiaczen i

wylaczen - (zobacz Jakubowski J, Sztencel R. Rachunek prawdopodobienstwa dla prawie kazdego wyd 11 str 43)

Przyktady zastosowan

e Sekretarka wklada losowo 10 tomow akt do 3 szuflad. jakie jest prawdopodobienstwo, ze

co najmniej jedna szuflada bedzie pusta

Rozwiazanie I . Szuflady i akta sg rozréznialne. Numerujemy szuflady i akta. Kazdej teczce z aktami
przypisujemy numer szuflady do ktorej ta teczka trafia. Oznaczmy @, , k=1,...,10 numer szuflady do
ktorej trafia k-ta teczka.

Q={o=(a,..,w0): 0, €{1,2,3} k=1+10}.

Zdarzeniami elementarnymi sg 10-cio elementowe wariacje z powtdrzeniem ze zbioru 3 elementowego.

3
Oznaczmy teraz A, - i-ta szuflada jest pusta. Zdarzenie |J 4; oznacza , ze przynajmniej jedna szuflada

i=1

jest pusta . Z wzoru (*)



P(G A4) = P(4) + P(4y) + P(4;) — P(4 N A) — P(4 N A4y) —P(4, N A) + P(4, N Ay, N 4y) =
i=l

=3(3)" -3 +0=251

Rozwiazanie II. Szuflady sg rozréznialne a akta sa nierozroznialne.

Q= {w =(By>--->B10)) * By S Gy S ... < @) @ € {1,2,3} k =1+10} . Mamy tu do czynienia z
rozmieszczeniem 10-ciu nierozréznialnych kul (akt) w 3 rozréznialnych szufladach Zdarzeniami
elementarnymi sg tu 10-cio elementowe kombinacje z powtorzeniem ze zbioru 3-elementowego.
Obliczymy najpierw prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, ze zadna szuflada nie jest pusta.

Wkladamy wiec po jednej teczce do kazdej szuflady a pozostale 7 teczek rozmieszczamy dowolnie w 3

szufladach na C)**™' = CJ sposobow. Stad P(U A)=1- C‘Z )

o Sekretarka wklada losowo n listéw do n kopert. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze cho¢
jeden list dotrze do adresata.
Tu musimy potraktowac listy i koperty jako rozréznialne. Numerujemy wiec listy (kule) i koperty
(szuflady). Kazdemu listowi przypisujemy numer koperty do ktorej trafia. Oznaczmy @, i=1,...,n
numer koperty do ktorej trafia i-ty list. Zdarzeniami elementarnymi sa permutacje zbioru 10-cio

elementowego Q = {w =(@,...,010) @, =1+10,i=1+10, i # ] > @, # @;}

Oznaczmy teraz 4, - i-ty list trafia do (wlasciwego) adresata (@, =i, czyli w permutacji

{a) =(w,,...,m,) na i-tej pozycji jest koincydencja). Zdarzenie |J A; oznacza, ze przynajmniej jeden list
i=1

trafia do adresata . Zauwazmy, ze

P(4)=""" =L P4 ~nd)=""= P4, A e A

n(n 1)°

P(U A) ( )(f’l D! (2)(f’l 2)! (3)(!! 3)‘ --'+(—1)”+1#=1—L+%+"'+(—1)n+1#z1—671 z06321

2!

< (n+1)' , co oznacza, ze juz dla niewielkich n»

Z wzoru Taylora mamy ‘P(UA) (I-el<

i=1
prawdopodobienstwo P(|J 4;) praktycznie nie zalezy od n.
i=1
Oznaczmy p,, =1- P(LHJ A) = P[(LHJ Ai)') =1 —2+-+(-1)"L~e" prawdopodobiefstwo, ze zaden
i=1 i=1 ’ ’ ’

sposrod n listow nie dotrze do adresata (w permutacji nie ma zadnej koincydencji.

Problem. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia B, ze doktadnie k sposrdd n listow dotrze do adresata

(inaczej w permutacji mamy doktadnie & koincydencji).
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Aby doktadnie & sposrod n listow dotarto do adresata  (doktadnie k-koincydencji) wybieramy k sposrod n

listow ktoére trafiaja do wiasciwych kopert na C ,f = (’,Z)sposobéw i zliczamy wszystkie permutacje n-k

elementowe w ktorych zaden element nie jest na swoim miejscu (0 koincydencji). Oznaczmy przez ny ,

liczbg tych permutacji. Z poczatkowego fragmentu rozumowania wynika, ze p,, , = :;71;"),

Ny nk = Po,n—k “(n—k)!

Mors ()pons - (n—k) N
P(B)Z(k)”:z); k:(k) : knv =gl —gty— (D k(n—lkﬂ]

e 7 talii 52 kart wybrano 13. Jakie jest prawdopodobienstwo ze
a) brak bedzie przynajmniej jednego koloru,

b) brak bedzie doktadnie jednego koloru.
Odp. Oznaczmy przez A4,,---, A, zdarzenia brak trefli, kar, kieréw i pikow. Oznaczmy

Cy Cx Cs
p=P(4)= 13,p2=P(A1ﬁA2)= 13 s D3=PA N4, N A4)= 3
Cs, 52 Cs,

Ad a) Z wzoru wlaczen 1 wylaczen mamy prawdopodobienstwo braku co najmniej 1 koloru
4
b =P J4)=4p,~6p, +4p,
i=l

Ad b) podobnie jak w pkt a obliczamy prawdopodobienstwo braku co najmniej 2 kolorow

. Stad

bz =P(A1 ﬁAZ UUA3 ﬁA4)=6p2 —12p3 +4p3(3 sposrod 15 iloczynow (147 ﬂA/)ﬂ(Ak ﬂAl) sg puste a 4

iloczyny (Al M A/) M (Ak M Al) M (Am M An) sposrod 20 sa niepuste i majg prawdopodobienstwa réwne p5). Stad

prawdopodobienstwo braku doktadnie 1 koloru jest réwne dl = bl —bz =4 P~ 12 2 +12 D5 - Oczywiscie dO =1 _bl s

d,=b,—b,.d,=b,=4p,
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Prawdopodobienstwo warunkowe.
Niech ( Q, S, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng i niech BeS bedzie dowolnym ustalonym
zdarzeniem o niezerowym prawdopodobienstwie P(B) >0.

Def. Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia 4€S pod warunkiem B nazywamy liczbe

P(4NB)

P(A4 B)= P(B)

Def. Funkcj¢ P(: |B ): 83 A—>P(A4|B)€ R nazywamy warunkowym rozktadem prawdopodobienstwa .

Z definicji wida¢ ze P(AB)= P(4|B) P(B)

Q Informacja, ze zaszlo zdarzenie B powoduje zastapienie wyj$ciowego
n rozkltadu rozkladem warunkowym w  ktéorym cata masa

' prawdopodobienstwa jest skupiona w B. Zdarzenia roztagczne z B

musza mie¢ prawdopodobienstwo 0. Jezeli zdarzenia A4, i A, sa

zawarte w B to stosunek ich prawdopodobienstw powinien by¢
zachowany. Dla kazdego zdarzenia 4 rozktad warunkowy przypisuje
wigc przeskalowane prawdopodobiefistwo czgsci wspolnej ANB.

Niezaleinosé zdarzen.

Niezaleznos¢ jest kluczowym pojeciem, odrozniajacym rachunek prawdopodobienstwa od innych
dziatéw matematyki. Wigze si¢ z prawdopodobienstwem warunkowym w ten sposob, ze zdarzenia 4 i B
sa niezalezne, jezeli wiedza o zajSciu zdarzenia B nie ma wplywu na prawdopodobienstwo zajscia

zdarzenia 4. W przypadku, gdy P(B)>0 powyzszy warunek jest rtownowazny warunkowi

P(A|B)= P(A), z ktorego wynika warunek P(ANB)= P(A)P(B). Ostatni warunek ma sens nawet

wowczas, gdy P(B)=0 i symetrycznie traktuje ona zdarzania 4 i B. Motywuje to nastepujgca definicje.
Def. Zdarzenia 4 i B sa niezalezne jezeli P(ANB)= P(4A)P(B).

Nie zawsze na podstawie stownego opisu zdarzen mozna zorientowac si¢, czy sg one niezalezne.

Swiadczy o tym ponizszy przyklad.

Przyklad. Wybieramy jedng rodzing sposrdd wszystkich rodzin majacych n dzieci. Niech 4 oznacza
zdarzenie, ze w wybranej rodzinie jest co najwyzej jedna dziewczynka, natomiast zdarzenie B polega na

tym ze w rodzinie sa dzieci obojga pfci.
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Zdarzeniami elementarnymi sg n-elementowe ciagi np. (DC...DDC) uporzadkowane wg. starszenstwa

+1 . . . . .
dzieci). Oczywis'cieP(A)zn7 (n ciagbw z jedna literka D i 1 ciagg samych C). Natomiast

2" -2

n

P(B) = ( ze zbioru 2" ciggébw wykluczamy 2 ciagi samych D i samych C). Natomiast

P(ANB)= % (doktadnie jedna dziewczynka). Warunek niezaleznosci P(A N B) = P(A)P(B) jest

n+12"-2 n - L . .
réwnowazny YREEY. = X oSn+1=2""<n=3. Okazuje si¢, ze zdarzenia majace

identyczny opis stowny raz sg niezalezne (n = 3) a innym razem sg zalezne (1 # 3).

Dla wigkszej liczby zdarzen definicja jest bardziej skomplikowana.

Def. Zdarzenia 4,,---,A4, sa niezalezne gdy P(4, N A4, N---N4 )=P(4,)P(4,)---P(4, ) da
wszystkich ciagow wskaznikow (i;,--,i,), gdzie 1 <i, <i, <---<i, <n), k=23,---,n.

Ponizsze przyklady wskazuja, ze nie mozna zredukowa¢ liczby warunkoéw (2" —n —1). Mozna jedynie
nieco je przeformutowac.

Przyklad. Dla n=3 z niezaleznoéci parami zdarzen A ,A,i A;nie wynika ich niezaleznos¢.
Wystarczy przyjac Q ={o,,0,,0,,0,}i P({w,})=1 oraz A={w,0.}i=123. Oczywiicie
P(4)=5 , P(4.nA4,)=P({o})=1=P(4)P(4,) dla i# j.Ale

P(A4, N A, " 4)=P({w}) =+ # P(4)P(4,)P(4,) .

Mozna takze pokazaé, ze P(A N A, N A4,)=P(A)P(A,)P(4,) nie pociaga za soba niezaleznosci
parami

Przyklad. Rzucamy kostka w ksztalcie o§mioscianu foremnego ktorego Scianki sg ponumerowane
cyframi  od 1 do 8. Niech 4 ={1,23,4},4,=4,={1506,7}. Wida¢, ze P(4)=1 i
P(A4, N A, N 4,)=P({1}) =5 = P(4,)P(4,)P(4,) natomiast Zadne dwa sposrod zdarzen 4, 4,1

A, nie sg niezalezne.
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Tw. (o prawdopodobienstwie calkowitym)

Jezeli Q=UJB,, i# = BNB~D, PBY>0Vi to, P(4)=3P(4|B)P(B,)
i=1

i=1

Dowdd :

P(A)y= PAND)=P(J(ANB,) =S P(ANB,) =

- éP(A | B)P(B,)

Z powyzszego wynika nastepujacy wzor Bayesa:

(8 | 4y~ PAIBIPB)
" S P(4|B)P(B))

Zadanie. Trzech mysliwych strzelito jednoczesnie do dzika. Dzika zabita jedna kula Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
dzika trafil drugi mys$liwy, jezeli mysliwi strzelajg niezaleznie a prawdopodobienstwa trafienia do celu dla poszczegdlnych

mysliwych sa rowne 0.2, 0.4, 0.6. (Odp. 0.277).

Paradoks Simpsona

Firmy A i B prowadzg takie same szkolenia. Dokonano analizy ilo$¢ osob konczacych szkolenia z oceng
pozytywng, z podzialem na ptec:

. mezezyzni:
e firma A: 210 os6b zdato, 190 — nie zdato (zdawalnos¢ 52,5%)
e firma B: 30 o0s6b zdato, 70 — nie zdato (zdawalnos¢ 30,0%)
o kobiety:
e firma A: 590 os6b zdato, 10 — nie zdato (zdawalnos¢ 98,3%)
e firma B: 870 os6b zdato, 30 — nie zdato (zdawalnos¢ 96,7%)
Zaréwno dla kobiet jak i mgzczyzn oddzielnie firma A ksztatci lepiej. Jednak dokonujac analizy
cato$ciowe;j:

o firma A: 800 os6b zdato, 200 — nie zdato (zdawalnos¢ 80%)
o firma B: 900 osdb zdato, 100 — nie zdato (zdawalnos¢ 90%)
wynika, ze firma B jest lepsza!

Moze si¢ wiec zdarzy¢, ze
P(Z|ANM)>P(Z| BN M),
P(Z|ANnK)>P(Z|BNK),

a P(Z|A)<P(Z|B).

Rzeczywiscie
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P(ZNA) :P((ZmAmM)u(ZmAmK)) :P((ZmAmM)+P((ZmAmK) _

PEID=="50) P(4) P(4) P(4)
_P((ZmAmM)P(AmM)+P((ZmAmK)P(AmK)_
 P(ANM) P(A) P(ANK) P(4)
=P(Z|ANM)P(M | A)+ P(Z | AN K)P(K | A)

Podobnie

P(Z|B)_P(ZmB)_P((ZmBmM)u(ZmBmK))_P((ZmBmM)+P((ZmBmK)_
~ PB) P(B) - P(B) P(B) -
_P((ZmBmM)P(BmM)+P((ZmBmK)P(BmK)_
~ P(BNAM) P(B) P(BNK) P(B)

= P(Z|BAM)P(M | B)+ P(Z| BAK)P(K | B)

Widaé, ze P(Z | A) jest srednig wazong prawdopodobienstw P(Z| ANM)i P(Z|ANK) z
wagami P(M | A) i P(K | A).
Podobnie P(Z | B) jest srednig wazong prawdopodobienstw P(Z|BNM) i P(Z|BNK) z
wagami P(M | B) i P(K | B).

4 6 1 9
Unas PIM|A)=— P(K|A)=— PM|B)=— P(K|B)=—
@] 4) 10 &1 10 (] 5) 10 (K18) 10

PRIV LN I R

30 1 8709 9
400 10 600 10 10

10010 900 10 10

Wazona $rednia pary liczb mniejszych od ich odpowiednikéw w drugiej parze moze by¢ wieksza od

wazonej $redniej (z innymi wagami niz poprzednio) liczb drugiej pary.
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Zmienne losowe.

W rdéznych zagadnieniach praktycznych przestrzen zdarzen elementarnych Q moze mie¢ rdzne
postacie. Aby ujednolici¢ sposob opisu dokonujemy odwzorowania przestrzeni 2 w R a w bardziej
ztozonych przypadkach w R' za pomoca funkcji zwanej zmienng losowa. Jezeli zbidr wartosci tej
funkcji jest podzbiorem R , to méwimy o jednowymiarowej zmiennej losowej. Jezeli zbidér wartosci tej
funkcji jest podzbiorem R', to méwimy o n-wymiarowej zmiennej losowej. Szczeg6lnie interesowac nas

beda 1 i 2 wymiarowe zmienne losowe.
Def. Niech (Q,S,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Jednowymiarowa zmienng losowa
nazywamy rzeczywistg funkcje X: (>o—>X(w)eR spehiajgcg warunek:

(m) VxeR {o:X(w)<x} eS.

Warunek (m) zwany warunkiem mierzalno$ci umozliwia przeniesienie rozktadu prawdopodo-

bienstwa z (Q,S,P) do przestrzeni mierzalnej (R, AR)) poprzez zdefiniowanie dystrybuanty w R za

pomoca standardowej formuty Fy(x)=P"((-00,x))=P({0:X(®)<x}). Dystrybuante Fy nazywamy

dystrybuanta  zmiennej losowej X.  Przestrzen mierzalna (R, AR )) wyposazona w rozklad

prawdopodobienstwa P" staje si¢ przestrzenig probabilistyczng (R, AR),P*) stowarzyszong z (Q,S,P).

Jednowymiarowe dyskretne zmienne losowe.
Jednowymiarowa zmienng losowa X nazywamy zmienng dyskretng jezeli zbior & jej wartosci jest

skonczony lub przeliczalny.

Wybrane rozklady jednowymiarowych dyskretnych zmiennych losowych.
e Rozklad jednopunktowy - A={x¢} ; P{w: X(w)=x}=1
e Rozklad dwupunktowy - ={x;, x,}; P{o: X(0)=x}=p, P{o: X(o)y=x,}=¢=1-p, pe(0, 1)

e Rozklad dwumianowy %(n, p) - X={0,1,...,n} ; P{o : X(w)=k}=(Z)pkql'k - pojawia si¢

wowczas, gdy w niezmiennych warunkach wykonujemy » razy eksperyment w wyniku ktérego moze
pojawic si¢ zdarzenie 4 zwane sukcesem z prawdopodobienstwem p lub zdarzenie przeciwne zwane
porazkg z prawdopodobienstwem g=1-p (schemat dwumianowy, proby Bernouliego). Rozklad

dwumianowy podaje prawdopodobienstwo k sukces6w w n probach Bernouliego.

k

e Rozklad Poissona A1) - 24={0,1,...} ; P{w:X(w):k}://iyeﬂ
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Tw. Poissona. Niech X, bedzie ciggiem zmiennych losowych o rozkltadach dwumianowych B(#n,p,).

k
Jezeli limnp, =21 >0, to limP(X, = k)=’;eﬂ .

n—>0
Rzeczywiscie oznaczajac np, =4, —> A

P(X, =k) =5 pi(l—p,)" =2l (b (g Zuyrk o

k!
1y A Ay \1 Ay \— ko
10—y (-2 A-22)"(1-2)" 5 2
Oszacowanie bledu aproksymacji rozkladu dwumianowego rozkladem Poissona podaje ponizsza

nieréwnos¢ prawdziwa dla kazdego zbioru borelowskiego B
12

| P, (B) = Fp) (B) < .
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze rozklad Poissona mozna uwazal za graniczny przypadek
rozkladu dwumianowego. Aproksymacja rozkladu dwumianowego rozkladem Poissona jest
wystarczajaco dokladna, gdy n jest duze, p-male a mp-Srednie. Czgsto interpretuje si¢ rozklad
Poissona jako rozklad zmiennej losowej, ktora przybiera wiele réznych wartosci ale z matymi
prawdopodobienstwami. Z tego powodu rozktad Poissona nazywa si¢ czasami prawem malych liczb.
Rozktad Poissona modeluje ilo$¢ zgloszen w systemach masowej obshugi. Jest rowniez punktem
wyjscia do konstrukcji rozkladow ztozonych uzytecznych np. w matematyce ubezpieczeniowe;.

Przykfady

1 Po terenie miasta jezdzi 1000 samochodow. Prawdopodobienstwo wezwania pogotowia
technicznego przez jeden samochod wynosi p=0.002. Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(A4)
wezwania pogotowia przez ktérykolwiek z samochodéw zakladajac, ze wezwania sg zdarzeniami
niezaleznymi. Poda¢ wynik dokladny 1 przyblizony uzyskany z aproksymacji rozktadu
dwumianowego rozkladem Poissona. Oszacowaé teoretycznie blad tego przyblizenia i sprawdzi¢

jego doktadnos¢ w rozwazanym przypadku.
(Odp. dokt. P(4)=1-0.998'"" =0.864935; przybl. P(4)=1-e= 0.864665, oszacowanie btedu: blad <0.004.)

2 Tekst broszury zawiera 100000 znakéw. W trakcie pisania kazdy znak moze zosta¢ blednie
wprowadzony z prawdopodobienstwem 0.001. Z kolei redaktor znajduje kazdy z blgdow z
prawdopodobienstwem 0.9, po czym tekst wraca do autora, ktéry znajduje kazdy z pozostatych
bledéw z prawdopodobienstwem 0.5. Jaka jest szansa, ze po obu korektach broszura bedzie
zawierala nie wigcej niz 3 bledy. (Odp. Przyblizenie rozkladem Poissona z parametrem
A=5=0.001-0.1-0.5 p=iPoisson(3;5)=0.26503+0.00025)

17



Rozklad hipergeometryczny- H(N,D,n) - (Rohatgi str. 335)

W urnie jest D kul biatych i N-D czarnych. Z urny losujemy n <
N kul. Niech X bedzie zmienng losowg oznaczajaca ilo$é¢
biatych kul wérod n wylosowanych. X moze przybieraé¢ wartosci
ze zbioru A={max(0,n+D-N),....min(D,n)}. Rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej X zwany rozkladem
hipergeometrycznym jest zadany wzorem :

P(X =x)= (f‘))((N”N)"D) xe[max{0,n+D-N}, min{D,n}].

Rozktad hipergeometryczny ma zastosowanie do szacowania liczno$ci populacji zwierzat np. ryb w

stawie

Wybrane rozklady jednowymiarowych ciaglych zmiennych losowych.

Jednowymiarowe rozklady ciggle zadane sg funkcjami gestosci (wzgledem miary Lebesgue’a)

1
e Rozklad jednostajny U(a,b) - f(x)=<p_4’

¢ Rozklad normalny N(m,0) - f(x)=

Standaryzacja: X ~ N(m,0) <

x€(a,b)
0, x¢(ab)
| e

e
2o

~ N(0,1) . Dystrybuanta standaryzowanego rozkladu

normalnego jest dostepna w tablicach lub w postaci procedur komputerowych .

de™, x>0

e Rozklad wykladniczy &4) - f(x) ={ . Rozkltad wykfadniczy ma szerokie

0, x<0

zastosowania w teorii niezawodnosci do modelowania czasu zycia elementu i w systemach masowej

obstugi do modelowania czasu oczekiwania na ustuge. Niech 7 bedzie zmienng losowa oznaczajaca

czas zycia elementu. Niech F(f) oznacza dystrybuant¢ zmiennej losowej 7. W analizie czasu zycia

wprowadza si¢ dwie uzyteczne funkcje:

*  funkcje przezycia (survival function) S(f)=1- F(¢{)=P(1=t) , ktora okresla prawdopodobienstwo, ze

element przezyje co najmniej ¢
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S

* funkcje awaryjnos$ci ( hazard function, failure rate) A(¢)= ROR

ktoéra interpretujemy jako gestosé

warunkowa prawdopodobienstwa wystapienia awarii pod warunkiem, ze element przezyl t.

Rzeczywiscie P(T €[t,t + Af)|T > ) = LILEAD o JOY _ 3(1)A¢ . Funkeja A(f) jednoznacznie

P(T>1) S(t)

S _ =S
NG NGRS

wyznacza gestosé, gdyz A(r) = Rozwigzujagc réwnanie rdézniczkowe otrzymujemy

t

7J‘ﬂ.(u)du —jﬂ.(u)du
S(t)=e® a nastepnie f(£)=A(t)e ° dla ~0. Wida¢ ,ze jesli funkcja awaryjnosci jest
stafa, to czas zycia elementu ma rozktad wyktadniczy. Stalo§¢ funkcji awaryjnosci oznacza, ze

element nie starzeje si¢, co w wielu realnych sytuacjach jest nie do przyjecia. Przyjmujac jako
funkcje awaryjnosci funkcje potegowa — A(¢) =%t“71 otrzymujemy funkcje gestosci rozktadu

a

t

Weibulla f(1)=2¢t""e ? | t>0.

a
B

_a” . .p-l,-ax
Rozklad gamma G(a,p), a,p>0 - f(x)= { X e, X >0

, gdzie I'(p) =.[t”’1e”dt. Rodzina
0 s x<0 0

rozkladow gamma jest szerokg rodzing rozktadéw obejmujaca m.in. rodzing rozktadow wyktadniczych.

Twierdzenia o dodawaniu

Xl NB(nlap)
X, ~8B(n,, p) =X, +X, ~B(n, +n,,p)l

X,,X, niezalezne

X, ~P4)
X, ~P4,) =X, +X,~PA +4,)

X,,X, niezalezne

X, ~N(m,,0))
X, ~N(m,,0,) + =X, +X, ~N(m, +m,, o +0;)

X,,X, niezalezne

X, ~6G(a,p)
X, ~G(a,p,) =X, +X,~G(a,p, +p,)
X,,X, niezalezne
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Proces Poissona

Rozwazmy rodzing zmiennych losowych {N, ;¢ > 0} indeksowana ciagtym parametrem ¢ € [0,0).
Rodzing {N,;t > 0} nazywamy procesem stochastycznym. Funkcj¢ N(-,@): R, >t — R nazywamy
realizacja procesu albo trajektorig. Niech {N, ;¢ > 0} bedzie procesem zliczajacym interesujace nas

zdarzenia tzn.

N, = liczba zdarzen w przedziale [0,t].
Zaktadamy dodatkowo, ze P(N, =0)=1.

Niech 7;,7,,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie

wykladniczym & A), ktdry interpretujemy jako czasy pomiedzy kolejnymi zdarzeniami. Wowczas

0 ,dla T >
No=\sup{T +T,+--+T <t, dla T <t

jest tzw. jednorodnym procesem Poissona na potprostej R, =[0,00).
Oznaczajac przez S, =T, +1,+---+ 1 moment pojawienia si¢ n-tego sygnalu (zdarzenia) mozemy

tatwo wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej S, . Rzeczywiscie zmienna S, jest sumg niezaleznych

zmiennych losowych o rozktadzie & 1)=G(1 ,1). Stosujac twierdzenie o dodawaniu dla rozktadu

G(4,1) otrzymujemy natychmiast ze zmienna losowa S, ma rozklad G(4,n)

o funkcji gestosci
intnfl
e
(n—1)!

g,(t)= 71’1(0,00)(1‘)

1 dystrybuancie

G, = [ g, G =1~ [ g, @ = 1= 3 E,,,, ),

Ten szczegdlny przypadek rozkladu gamma jest znany jako rozklad Erlanga.
Lawo zauwazy¢, ze

P(N,=k)=P(S, £t,5,,,>t)=P(S, <)+ P(S,,, >t)—-P({S, <t} u{S,, >t} =

=G, ()+1-G,,(0))-1= 6,1,(/7}{_1")1{'
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Zatem zmienna losowa N, ma rozktad Poissona z parametrem A¢. Oczywiscie P(N, =0) =1 i proces

ma prawostronnie ciggte trajektorie. Ponadto proces Poissona jest procesem przyrostach niezaleznych,

tzn. dla dowolnych chwil 0 =17, <¢, <?, <...<t?, zmienne losowe

N, -N,,N, =N, ,...N, =N,

. saniezalezne i N, — N (dla >s) ma rozklad Poissona z

parametrem A(Z —s).

Przyklad. Klienci przychodza do banku zgodnie z procesem Poissona o intensywnos$ci A klientow na
godzing. Wiadomo, Ze e ciggu pierwszej godziny bank odwiedzito 2 klientow. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze
a. Pierwszy klient przyszedt w ciagu pierwszych 30 minut a drugi w ciggu nastepnych 30 minut
b. Pierwszy klient przyszedt w ciggu pierwszych 15 minut a drugi w ciggu ostatnich 15 minut
c. Zaden klient nie przyszedt w ciggu pierwszych 15 minut.

PN, =1,N,=N, =1,N, =2)
P(N, =2)

P(N, =LN,~N, =1|N,=2)=

Ada) PN, SLNG=Ny =D PN =DPOV =N =) /;e%/;e% |
P(N, =2) - P(N, =2) 2 - 2
2 €
PN, =1L,N, =N, =0,N,=N, =1)
PN, =1,N, =Ny =1|N, =2)= i _
Adb) PN, =DP(Ny =N, =0)P(N, =N, =1) je% e -je% |
P(N, =2) 2, K
7!6
P(N, =0,N,—-N, =2) P(N, =0)P(N,~N,, =2)
P(N, =0|N, =2)=—* Tk 4
Y P(N, =2) P(N, =2)
Adc) e (34;) S 9
- /126'1 " 16

Przyklad. Niech {N,;¢ > 0} bedzie procesem jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A .
Niech §, oznacza moment zajscia n-tego zdarzenia. Wyznaczy¢ dystrybuantg i gesto§¢ rozktadu
warunkowego S, gdy wiadomo, ze N, =2.
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Uwaga. Wiadomo, ze{S, >t} = {N, <3}. Rzeczywiscie czwarte zdarzenie pojawi si¢ po chwili t,

czyli w przedziale (¢,0), gdy w przedziale czasu [0,f] zaobserwujemy co najwyzej 3 zdarzenia.
Dla t>1 mamy

Fy ()= P(S, <t|N,=2)=1-P(S,>1|N, =2)=1-P(N, <3| N, =2) =
_PWN, <3N, =2) PN, =2,N,-N <) PN, =2)P(N, =N, <1) _
P(N, =2) P(N, =2) P(N, =2)

I—P(Nt _Nl < 1) =1_(1+ ﬁ“(tl'_l))eﬂ(zl)'

Stad fs4uv1:z (t) =2 —De ™™ 1,.,().
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Wartosé¢ oczekiwana, wariancja i inne momenty zmiennej losowej.

Def. Wartoécia oczekiwang zmiennej losowej X okreSlonej na przestrzeni (Q2,S,P) nazywamy

skonczong caltke zmiennej X wzgledem rozkladu P (o ile calka istnieje) (istnieje, gdy catka z |X] jest

skonczona) tzn.

E(X)= j X (0)P(do).

Warto$¢ oczekiwana jest odpowiednikiem pojecia $rodka (jednostkowej) masy i jest traktowana jako

tzw. parametr polozenia zmiennej losowej . Warto§¢ oczekiwana nie musi istnie¢ np. rozklad

1
7r(1+x2)

Cauchy’ego o funkcji gestosci f(x) = . Czasami istnieje wigc potrzeba uzywania innych

parametréw potozenia np. mediany.

Niech X bedzie zmienng losowg okreslong na przestrzeni (Q,%,P) a g pewna funkcja rzeczywista taka,
ze g(X) jest zmienng losowa (g musi by¢ funkcja borelowska).

Def. Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej g(X) nazywamy (o ile istnieje) skonczong catke

E(g(X)= j(gX)(co)P(dm) = jg(X(m))P(dm) = {zmiana zmiennych x = X (w)} = jg(x)dPX
) ) R

Def. Momentem zwyklym rzedu k& nazywamy liczbe m=E(X") (o ile istnieje). Np. m=E(X) m;=E(X’).
Def. Momentem centralnym rzedu & nazywamy liczbe (o ile istnieje) z=E(X -E(X))".

Latwo zauwazy¢, ze u=E(X -E(X))=0. Drugi moment centralny z,=E(X-E(X))’ nazywamy wariancja
zmiennej losowej X i oznaczamy J(X). Wariancja zmiennej losowe]j jest odpowiednikiem pojecia
momentu bezwladnosci jednostkowej masy wzgledem srodka masy i jest miarg rozrzutu wartoSci
zmiennej losowej wokot wartosci oczekiwane;.
Bezposrednio z wlasnosci catki wg. miary (rozktadu prawdopodobienstwa) wynika, ze

o FE(aX+b)=aE(X)+b

o WaX+by=d"V(X)

o VX)= w=my-m’

W tabeli 1 podano wartosci oczekiwane i1 wariancje dla wczesniej rozwazanych rozktadow

prawdopodobienstwa.
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Tabela 1.

Rozklad Posta¢é rozkladu EX) MX)
jednopunktowy P{o: X(w)=xo}=1 Xo 0
dwupunktowy P{o: X(0)=x,}=p, P{o:X(w)=x,}=¢=1-p pxX1Itgx; Pg(xi-x,)’
. 1V _|n k 1-k
dwumianowy - B(n,p) Plo: X((D)_k}_(k )P g~ ,k=0,1,..,n np npq
A
Poissona - P()) P{COLX(CO)=/€}=;€7 , k=12, 2 2
| e OO0
hipergeometryczny (X'=x)= W nD nD N—D N—n
" N ‘N N N-I
H(N,D,n) xe€[max{0,n+D-N}, min{D,n}].
jednostajny - U(a,b) flx) = ﬁ , xe(a,b) a+h (b-a)
0, xe(ab) ? 12
1 7():—/71)2
normalny - N(m,o0) (x) = e 20 m ol
J&) N2mo
. 1) = leijx, x>0 1 1
wykladniczy - &A1) 1o, x<o 2 2
f(x)= ra(p)xp1 oo . 7
- P a a’
gamma G(a.p) 0 <o

Przyktady obliczania E(X) 1 V(X)

e rozklad dwumianowy

E(X)= %k(k Jptq
k=0

. . n_ 2 () k (n—k) («
Wiadomo, ze Vp,geR (p+q)" = D )P ()

k=0
Wzér (*) przedstawi wielomian dwoch zmiennych p i ¢ (czyli funkcje¢ rozniczkowalng . Rozniczkujac
czastkowo (*) wzgledem p otrzymujemy

n
Vp,geR n(p+q)" g > k(Z)pk - lq(” -k Mnozac obie strony przez p otrzymujemy

k=0

n-1_ < n) k n—k) cex
mp(p+q)" = 2 kK |p"q (**)
Py

Vp,qg € R
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n
W szczegdlnosci dla ptg=1 E(X)= 3 k(Z)pkq(n —k) _ np .
k=0

Roézniczkujac (**)wzgledem p mamy

n
Vp.geR  n(p+q)" tnpn-D(p+q)" %= Z ( ) g

Mnozac przez p Vp,q € R np(p+q)n_1 +np2(n —l)(p+q)n_2 =

k

™M=

kz(z)pkqn_k) . Stad dla
0
2 z - 2 22 2
ptg=1 EX%)= > kz(z)pkqn k) =np+np (n—-)=np+n~p~ —np~.
k=0

Wobec tego V(V)=E(X2)—E2(X)=np+i12p2 —np2 —n2p2 =np—np2 =np(1- p) =npq

e Rozklad Poissona
0 /1/( 0 k #

E(X)= ¥ ke Aoty kk et A=1
k=0 k=0

ok
Wiadomo z kursu analizy matematycznej, ze VA € R et = Z /17 Powyzszy szereg potggowy

) k-1
mozna rézniczkowac wyraz po wyrazie wigc VA € R et = > k /1— . Mnozac obustronnie przez
k=0
A otrzymujemy VA e R 2e* Z k—(#)
k=0 ®
Roézniczkujac (#) mamy VAieR: e +2e” = ) k ' i stad
k=0 k!
A4 8 o
VAeR: A" +21%e" = ) k“—(#H)
k!
k=0
o0 k gk #
FxY)= S B2 i et S 2 L g Ry = A 2
k=0 ¥ k=0 ¥

Wobec tego V(V)= E(X2)—EZ(X)=A+ 1> - 2% =2

e Rozklad normalny

0 7(x7m)2
E(X)Z\/%O' jxe 20° g
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0 ()rfm)2
1 BTy . , L.

j e 29 dx=1 Mamy wigc w polptaszczyznie RxR,
N2ro 7
0 ()rfm)2

! j e 29 dx=1.Roézniczkujemy ta funkcje czastkowo
N2mo 7

0 7():7/71)2

i(G(m, o)) = i( ! j e 29 dx)=0. Wykorzystujac mozliwo$¢ zmiany kolejnosci
m om \2zo ?

Wiadomo, ze V(m,0)e RxR,

okreslong stalg funkcje G(m,o) =

rozniczkowania i calkowania (jedno z tw dotyczacych zmiany kolejno$ci limesowania) otrzymujemy

1 0 7():7/71)2 1 o0 7():7/71)2

(x—m) 202 — 202 —
— | ="e dx=0=> J.(x—m)e dx=0=>
\N27mo '[ 7 \N27mo Y
0 ()rfm)2 o0 7():7/71)2

1 - 252 2
xe 2 di-m—|e 2 dx=0=>EX)-m=0=>E(X)=m
'[ \/2720'[

Jaro ,

V(m,0)e RxR,

Roézniczkujac czqstkowoa— uzyskang w powyzszym rozumowaniu tozsamos¢
m

0 7():7/71)2
0 j (x—m)e 27 dx= aim(O) =0 uzyskujemy

om Voro )

0 ()rfm)2 _(x=m)” m)

V(m,0)e RxR,

1 0

o Ty dx + (x—m)” m) 20t dx=——(0)=0 )
ije x ﬁaj =0 Jo'=

—00

o (x-m )2 o0 _ ()rfm)2

2

1 > 1 >
—ot—|e ¥ di+— |(x—-m)’e ¥ di=0=-c’+V(X)=0=V(X)=0"
\/2720'[) \/2720'[0

e Rozklad gamma G(a,p), Va,p >0

F(p

0

p-1_—ax g _ q” (p+D)-1_-ax _ a? F(p+1) al*! (p+D)-1 e P
E(X)=-+~ F(p J.x-x e dx——F(p)J.x e “dx = ORI (p+1).|. dx]=~
0

Podobnie

2
E(X*) =45 T® o T

J. p 1 7axdx — J. (p+2)— l dx — aP F(p+2) aP*? J‘ (p+2)-1 axd ] p(p+1)
F(p)
0 0 1]

2

Stad V' (X)=E(X*)-E*(X) =252 L - L

a a
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Na momentach oparte sg uzyteczne parametry opisowe rozktadu zmiennej losowe;:

o ¥ = H % wspotczynnik asymetrii lub sko$noSci (skewness)
Ha
o y,= Z; -3 wspolczynnik sptaszczenia (kurtosis)
2

Nierownos¢ Czebyszewa.

V(X)
82 .

Tw. Jezeli zmienna losowa X ma (skonczong) wariancje, to Ve>0 P(| X -E(X)[z¢) <
Dowéd. V(X) = [(X(0)— E(X)) P(dw)=
)

= [(X(@-EX)Pdo)+  [(X(0)=E(X))’ P(do)>

{0: | X (0)-E(X)|2¢} {0:| X (0)-E(X)|<&}

[(X(0) - E(X))’ P(do) > & [P(do)=&*P(| X —E(X) |2 ¢).
{o:| X (0)-E(X)2¢} {o:| X (0)-E(X)Re}
Korzystajac z wzoru na prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego otrzymujemy

Ve>0 P(X-EX) |<g)z1—V(7f .
&

Przyklad. Dla zmiennej losowej o rozkladzie normalnym N(m,o) oszacowac P(|[X-m|<3c)

e 7a pomocg nierownosci Czebyszewa - P(|X-m|<3 o) >1- ;;22 =0.8889

e wykorzystujgc postac rozktadu - P(|X-m|<3 o) =0.9973.

Regula 3o . Dla rozkladu normalnego praktycznie wszystkie wartosci zmiennej losowej zawarte sg w

przedziale (m-3 o, m+3 o).

Kwantyle

Z uwagi na to, ze momenty zmiennej losowej nie musza istnie¢ (np. rozktad Cauchy’ego)

istnieje potrzeba uzycia innych parametréw opisowych, ktore tej wady nie maja.

Def. Kwantylem rzedu p zmiennej losowej o dystrybuancie F' nazywamy kazda liczbe x,

spetniajaca warunek F(x,)<p< F( x; ).

Jezeli dystrybuanta jest ciagla i monotoniczna, to kwantyl jest wyznaczony jednoznacznie przez
réwnos¢ F(x,)=p. W przypadku, gdy dystrybuanta przyjmuje warto§¢ p na pewnym przedziale, to
kwantylem rzedu p jest kazda liczba z tego przedzialu. Kwantyl rzedu 0.5 nazywamy mediana.

Mediana jest konkurencyjnym w stosunku do warto$ci oczekiwanej parametrem potozenia. Kwantyl
27



rzgdu 0.25 (tzn. xp,s5) nazywamy dolnym kwartylem a kwantyl rzedu 0.75 (tzn. x¢75) géornym
kwartylem. Roznicg pomiedzy gornym i dolnym kwartylem ( tzn. xo75-x025) nazywamy odlegloscia
miedzykwartylowa, ktora jest konkurencyjnym w stosunku do odchylenia standardowego

(SD(X)=-/V (X) ) parametrem rozproszenia.

Przyklad. Punkt materialny M porusza si¢ ze stalg predkoscia po okrggu o promieniu 7 . Niech P
bedzie ustalonym punktem okregu a X odlegloscia punktu M od punktu P . Znalez¢ E(X) i N(X).

Rozw. Niech O bedzie srodkiem kota i niech ® oznacza kat pomiedzy OP i OM. Z uwagi na stata
predkos$¢ katowa @ ma rozklad jednostajny na przedziale [0,27) .Odleglo$¢ X (losowa) pomigdzy
punktami P i M jest zwigzana z katem @ wzorem X =2rSin(%) . Przyjmijmy ¥=2.

Oczywiscie ¥ =% ~U([0,7)i X =2rSin(¥). Dla x €[0,2r) wyznaczamy warto$¢ dystrybuanty

Fyo(x) = P(X < x) = P(2rSin(¥) < x) = P(Sin(¥) < &) =
P(‘P €[0,arcsin=5) U (7 —arcsiny-, 72')) = % arcsin5-

Funkcja ggsto$ci jest postaci £, (x) = Fy, (x) = ﬁl[o,zm(")

Wartos$¢ oczekiwang mozna obliczy¢ dwoma sposobami
V4 2r

E(X)=EQrsin¥)= 2rJ' sint(Ldry=4, E(X)= J.xfx(x)dy = 4z Podobnie mozna obliczy¢
0 0

E(X?)=2r 1 V(X)= E(X?) - E*(X) =2r" = (&)’ =(2-1%)r?

Przyklad. Dany jest rozktad zmiennej losowej X postaci P* = 0,26, 4, +0,30,, + -1, gdzie

f(x) =ae™a [ oznacza miare Lebesgue’ana R .

a. Wyznaczy¢ dystrybuante tego rozkladu i naszkicowac jej wykres

4

deX=1 - 0,2+0,3+aje*')"dx=1 — g=1.
R

R

X

1 =1 . < _
4.[6 dt; x<-4 Lot ix<—4
[ 241" _4<x<0
F(x)= %+%jefltldl‘;—4<x§1 F(x)=4 " *° 7 (wersja lewostr. cg.)
i Bti(l-e");0<x<1
i I5 4 11— ") -
%+%je""dt;x>l g +y(l=e™) s x>1
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1,0
0,9 |
0,8 |
0,7 |
0,6 |

04}
03}
02}
01}
0,0

b. Obliczy¢ P(X >0) i P(-0,5< X <2)

P(X>0)=1-P(X<0)=1-F(0,)=0,55
P(-05< X <2)=F(2)-F(-0,5)=3-1(e? +e*)=0,6145

X+2, dlaX <-2
¢. Niech Y =40, dla —2<X <0 . Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Y .
4X, dlaxX >0

Wykres funkciji
Funkcja = (X+2)*(x<-2)+4*x*(x>0)
14 ——— —
13+
12 ¢
17
10

©

= O =2 N W H ol OO N ©

b N

-4

5-4-3-2-1012 34
X
Najpierw wyznaczymy dystrybuante zmiennej losowej Y .
le?? y<2

-2<y<0

o .

F(y-2):y<0 |utie”
y=2);y<
Fy(y)=P(Y<y)={ =

= |

FGiy>0 | f-te

0

;0<y<4

—_

-y
l-te*;y>4
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107
09t
0,8t
0,7 1
0,6
2 05}
04
037t
0,2t

0,17t

0,0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Stad uzyskujemy rozklad P"
-y

P =026, +025(1—e)0 +038,, +| L’ 1 () +ie* 1, () |1
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Wielowymiarowe zmienne losowe (wektory losowe)

Z uwagi na zakres zastosowan i prostot¢ rozwazan ograniczymy nasze zainteresowanie do

dwuwymiarowych zmiennych losowych. Niech (€2,S,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng.

Def. Dwuwymiarowg zmienng losowa nazywamy pare rzeczywistych funkcji okreslonych na

(X,Y): Q30—(X(o),Y(®))eR? speliajaca warunek:

(m) YV (x,))eR?  {oX(w)<x, Y(0)<y} € S.

Warunek (m) zwany warunkiem mierzalno$ci umozliwia przeniesienie rozktadu prawdopodo-
bienstwa z (Q,S,P) do przestrzeni mierzalnej (R % 4R?)) poprzez zdefiniowanie dystrybuanty w R* za
pomocg standardowej formuly Fyy(x,y)=P({0:X(0)<x,Y(®w)<y}). Dystrybuant¢ Fyy nazywamy

dystrybuanta  zmiennej losowej (X,Y) Przestrzen mierzalna (R AR)) wyposazona w rozktad

prawdopodobienstwa P staje si¢ przestrzenig probabilistyczng (R, AR ),P*" ) stowarzyszong z

(©Q,S,P).

Z rozkladu dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) natychmiast uzyskujemy rozktady
zmiennych X1 Y. Sg to tzw. rozktady brzegowe. Ich dystrybuanty dane sa wzorami:
Fy(0)=P({orX(@)<x})= lim P({: X(@)<x, Y@)<y})= lim Fxy)
y—o© y—o©

FYp)=P({o:Y(o)<y})=lim P(io: X(oy<x, Xo)<yh)= lim Fxy) .

Zmienne losowe X i Y s niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy Fxy(x,y)= Fx(x) Fy).

Jezeli (X,Y) jest dwuwymiarowa dyskretna zmienna losowa zmienng losowa tzn. zbidr jej wartosci
(czyli zbior par (x;);) jest skonczony lub przeliczalny, to rozklad prawdopodobiefistwa moze by¢

zadany za pomocg funkeji rozkladu dwuwymiarowej zmiennej losowej

pi=P({o: X(w)= x;,Y(@)= y; }).

Z powyzszej funkcji natychmiast otrzymujemy funkcje rozkladu jednowymiarowych zmiennych
losowych: .

PPl X@)=x1)= 2 p; » prPUOX @)= =2 p; -

Warunek niezalezno$ci mozna zapisa¢ w postaci:

dyskretne zmienne losowe X i Y sa niezalezne < Vij p;= pip.; .
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W przypadku, gdy dyskretna zmienna losowa (X,Y) przyjmuje skonczong ilos¢ wartosci rozktad podaje

si¢ w postaci tzw. tablicy wielodzielcze;.

Nyl o | e
X1 | P - - | Pis | D1e
Xr | Pr1 . . Prs | Dre
Py |Da| - | - |pes| ]

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego ustalonego 1</<s ciag liczb p,; =%, i=1,...,r moze by¢
interpretowany jako rozklad prawdopodobienstwa , bo p;>0 iz p,;; =1. Jest to rozklad warunkowy

P(X=X1,Y=J’/)

Pij =y = P(X =x;|Y =y,).Podobnie definiuje si¢ inne rozktady warunkowe.

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) jest zmienna losowa zmienna losowa typu ciaglego, jezeli

istnieje nieujemna funkcja fyy(x,y)>0 spelniajaca warunek ” Syy(x,y)dxdy =1 zwana funkcja
RZ

gestosSci (wzglgdem  miary  Lebesgue’a) a  dystrybuanta ~ wyraza  si¢  wzorem

x ¥
Fyy(x,y)= [ [ fxy(u,v)dudv. Funkcja gestosci jest wiec z doktadnoscig do zbioru miary (L) 0O

pochodng dystrybuanty:
O*Fyy(x,9)
X,y)=—""""-.
f x,y( ») P!

Funkcje gestosci rozkladow brzegowych sg postaci

S =1 fry Corddy s £ = [fier (e

Warunek niezalezno$ci mozna zapisa¢ w postaci:
ciggle zmienne losowe X i Y s niezalezne < fy y(x,)= fx(x) f(y) prawie wszedzie (L)

Def. Dystrybuantg warunkowg zmiennej losowej X ze wzgledu na zdarzenie B (P(B)>0) nazywamy
funkcje

_P({e: X (@) <x}nB})

F. XIB(X) P(B)

, XER.

32



Jezeli zdarzenie B jest okreslone za pomoca zmiennej losowej ¥ w nastgpujacy sposob

B={w: y-Ay<Y(®)<y+Ay}, to przechodzac do granicy z Ay—0 dystrybuantg¢ warunkowego rozktadu

zmiennej X przy ustalonej warto$ci zmiennej Y=y

_ _ o PorX(0)<x,y-Ay<Y(0)<y+Ay}) _
Fore ) = B = i ey — Ay < V(@) < y + Ay}

x y+Ay

(u,v)dudy
F(X,Y)(x7y+Ay)_F(X,Y)(x’y—Ay) ) 7{(})};&{/\’,}’ )
" = lim

im. B _ 50° y+Ay
w0t Fy(y+ay) - Fy (v - Ay) o0 J fy (v
y-Ay
_ ]‘ Mdu zakladajac, ze f(y)>0.
o fy(»)

Funkcja gestosci rozktadu warunkowego zmiennej X pod warunkiem Y=y wyraza si¢ wzorem

fx,y (x,¥)

fX|Y=y (x) = f)(|y (x) = e

dla y speliajacych warunek f1(y)>0 a dystrybuanta

FX|Y=y (x)= jJEf)qy (u)du .

fx,y (x,¥)

Podobnie fy . (¥) = fy.(¥) = [y (x)

s Fyxe, (0) = ijlx (v)dv.

Z powyzszych definicji wynika, ze dla ciaglej dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) prawdziwy jest
wzOr:
Vxe R VBe B(R) P({o: X(w)<x, V(®)eB})=[Fy, (x)fy(y)dy .
B

Dla dwuwymiarowej dyskretnej zmiennej losowej (X,Y) powyzszy wzor przybiera postac:

Vxe R VBe B(R) P({o: X(0)<x, {(w)eB})= > Fy, (X)p.;.
T J -

JyeB}

Wzory te mozna zapisac tgcznie w postaci

Vxe R VBe ®(R) P({o: X(w)<x, ¥(®)eB}) = j Fyyy (P (d) = [Fyy(, ()P(d0)

y™'(B)

We wzorze tym mozna wyraznie dostrzec wersj¢ znanego wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.
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Dwuwymiarowa zmienna losowa o rozkladzie normalnym N (m,, m,,c;,0;,p).

Rozktad normalny N (m,,m,,os,0;,p) dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ) jest zadany

funkcja gestosci wzgledem dwuwymiarowej miary Lebesgue’a

_ 1 X—my 272 X=my Y My + y-my 2)
2(1—/)2)(( o ) 2PN oy )+( oy )

fx,y(an’):me ,  c>0,0>0,-1<p<l.

Po prostych rachunkach otrzymujemy:

2
(x—m)? 7()’*’”,')
20,7

fx@) = [feyopdy=rloe 2 . [y = [fryndi=ptoe ™7, cayli
o ! T2ro,

2ro,

rozkltady brzegowe dwuwymiarowej zmiennej losowej o rozkladzie N(m,,m,,o;,0,,0) sa

Jjednowymiarowymi rozkltadami normalnymi N (m,,c;) 1 N (m,,0;) . Ponadto

(xfm;pj—;(y—my )

Sary = te 0 ~ N(m, +pZ(y=m,),0,1-p")

9y 2
7(yfmy —pg (x=my))

20 2(1-p2 o,
fY|x=x(y)=me y 4= ~ N(my+,0ch(x—mx),O'ywll—p2 ),

czyli rozklady warunkowe rowniez sa normalne z warto$cig oczekiwang bedaca liniowa funkcja
warunku i wariancjg niezalezng od warunku mniejszg niz wariancja w odpowiednim rozkladzie
bezwarunkowym. Z postaci funkcji gestosci dwuwymiarowego rozkladu normalnego wynika, ze

sktadowe X i Y sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy o=0.

Momenty wielowymiarowej zmiennej losowej
Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa a g: R*—> R funkcja borelowska. Wowczas
g(X.Y) jest jednowymiarowg zmienng losowa dla ktérej mozemy zdefiniowa¢ warto$¢ oczekiwang ( o ile

istnieje) wzorem
E(gX.1) =[[g(X (0).Y (@))P(dw),
Q
ktory w przypadku, gdy (X,Y) jest dyskretng zmienng losowa przybiera postaé

E(e(X.0) =Xg(x.,y,)p; »

a w przypadku cigglym
E(g(X.1)) = [] g, )y (x, y)dxdy .
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Oczywiscie warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia E(g(X,Y)) jest sumowalnos¢ g(X,Y).

Def. Momentem zwyklym rzedu k+/ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) nazywamy liczbe
m=E(X*Y') (o ile istnieje).
W szczegblnosci
m=EX ), mo=E(Y ), my=E(X"), mp=E(Y"), m=E(XY).

Def. Momentem centralnym rzgdu k+/ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) nazywamy

liczbg

w—E((X-EX) (Y-E(Y))') (o ile istnigje).
W szczegblnosci

1070 , 101=0, o=NX), t=NY).

Moment mieszany z,= E((X-E(X))(Y-E(Y))) nazywamy kowariancja zmiennych X i Y, ktora

oznaczamy Cov(X,Y)= w, .Bezposredni rachunek pokazuje, ze 1= my- mio mo; .

Latwo zauwazy¢, ze jezeli X1 Y sa niezalezne, to Cov(X.Y)= 0.

Def. Wspétezynnikiem korelacji zmiennych losowych Xi Y nazywamy liczbe

COV(XaY) _ lull

X,Y) = = .
AXD \/V(X)V(Y) \/,Uzofuoz

Przyklad. Jezeli (X,Y)~N (m,, m,,ox,0;,p), to p(X,Y)= p.
Lemat. | Cov(X,Y)|< [V (X)V(Y)
Dowéd. V(X+aY)=E[(X-E(X))/+ o Y-E(Y))]* = E[ (X-E(X))’ + 2o X-E(X))(Y-E(Y)) + &Z(Y-E(Y))*] =

=V(X)F2aCov(X,Y)+ o/ V(Y) >0 dla kazdego a. Stad A =4 Cov* (X,Y)-4V(X)V(Y) <O co jest

rownowazne tezie lematu.
Z lematu wynika
Tw. [pX,D)<1
Ponadto prawdziwe jest nastepujace

Tw. Jezeli |p(X,Y)|=1, to istniejg takie state o, S, y , ze P({w :oX(o)+pYw)=y})=1 tzn. z

prawdopodobienstwem 1 pomigdzy zmiennymi X i ¥ zachodzi zalezno$¢ liniowa.
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Dowdd. Wyznaczajac wariancje kombinacji liniowej aX+fY jak w lemacie wnioskujemy z rownosci
|o(X, Y)|=1, ze istniejg takie o, £, ze & + [ >0 1 V(aX+BY )=0, co oznacza, ze zmienna losowa

oX+ Y ma rozklad jednopunktowy skupiony np. w punkcie y co konczy dowdd.
Z powyzszych faktow otrzymujemy
Tw. Jezeli zmienne losowe X i Y sg niezalezne , to p(X,Y)=0.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (np. rozklad jednostajny na kole).
Wspotczynnik korelacji jest miarg stochastycznej liniowej zalezno$ci pomigdzy zmiennymi losowymi .

Dla n wymiarowej zmiennej losowej X =(X,...,X,) ktora traktowac bedziemy jako wektor kolumnowy

X 1
X=| odpowiednikami warto$ci oczekiwanej i wariancji sg wektor warto$ci oczekiwanych
Xl’l
E(X))
EX)=
E(Xn)

1 macierz kowariancyjna

VX, Cov(X,,X,) -+ Cov(X,X,)
V(X)= COV(X:z:Xl) V():(z) COV(X:z:Xn) '
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) - V(Xx,)

Latwo zauwazy¢, dla dowolnego n wymiarowego wektora I mamy

E('X)=I'EX) i I'X)= E(I' X-EX))X-EX))'1 )= I' X)L,

Z ostatniej réwnosci wynika, Ze macierz kowariancyjna jest nieujemnie okreslona . Stad natychmiast

dostajemy nierownosci detM(X)>0 a w szczegdlnosci Cov® (X,Y)-V(X)(Y) <0.

Warunkowa wartos¢ oczekiwana i momenty warunkowe.

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa. Przez Py, oznaczymy warunkowy rozktad
zmiennej losowej X pod warunkiem Y=y. Podobnie Py, oznacza warunkowy rozktad zmiennej losowej Y
pod warunkiem X=x. W zwykly sposob definiuje si¢ wartosci oczekiwane w powyzszych rozktadach
warunkowych jako catki wzgledem odpowiednich warunkowych rozkladéw prawdopodobienstwa i

nazywa si¢ je (o ile istniejg) warunkowymi warto§ciami oczekiwanymi
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BOT=)=E )= [ X (0) Py, (do) BB~ [Y(0)Fy, (o).
Powyzsze wzory przybieraja postaé

EQ)= [xf,()ds. EO0)= [3fy () w przypadi ciaglym i

EXyy)= leip(xi Y=y,), Ek)= %y_,p(y_, | X =x,) w przypadku dyskretnym.

Analogicznie definiujemy warunkowg wariancj¢ i pozostale momenty warunkowe. Z powyzszych

wzorow jasno wynika, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana jest funkcja warunku.

Regresja pierwszego i drugiego rodzaju

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa a E(Y]x) warunkowa wartoscia oczekiwana

zmiennej losowej ¥ pod warunkiem X=x.

Def. Linig regresji pierwszego rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem zmiennej losowej X

nazywamy wykres warunkowej wartosci oczekiwanej E(Y|x) tzn. zbior punktéw (x, E(Y]x)).

Def. Prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem zmiennej losowej X

nazywamy prosta y=ax-+b, ktorej parametru a i b spelniaja warunek E(Y-aX-b)*=min.

Widaé, ze y(a,b)=E(Y-aX-by'=E(Y*)+a’E(X*)+b*-2a E(XY)-2bE(Y)+2abE(X). Rozwiazujac zagadnienie

minimalizacji w(a,b) z warunku koniecznego istnienia ekstremum otrzymujemy uktad
EX?) EX)|a]_[EXY)
EX) 1 |b] | EM |

z ktorego otrzymujemy a = C”;g’)y) =p % ,  b=E(Y)-aE(X) co po uwzglednieniu warunku

wystarczajacego prowadzi do rownania prostej regresji drugiego rodzaju

y—my __ X—my
Oy

Ox

Zadanie. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad o funkcji ggstosci f{x,y)=cxy, dla 0<x<y<1.
Wyznaczy¢ :  a) stalg c,

b) wspotczynnik korelacji pix vy zmiennych X1 Y. Czy zmienne X 1 Y sg niezalezne?

c) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres),

d) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres).

0<x<l1

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X, Y) skupiony jest na trojkacie 7: { <<l
x<y<
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a) Z warunku [[ f(x,y)dxdy =1 otrzymujemy ¢=8.
T

1
b) Dla 0<x<l  fu(x)=[8xydy = 4x(1—x*), podobnie dla 0<y<I fy(y)zfsxydx=4y3. Stad
x 0

EX)=L% ,EYy=%, EX)=1, E¥)=2, VX)=1L, NY)=2% , EXY)= 8£jx2y2dxdy=§.
4_ 84
9 155 _ 4 _
Wobec tego p(X,Y) = ~ 5 = i =0.4924
225 75

c) Dla dowolnego ustalonego 0<x<1 wyznaczamy funkcje fm(y):% = 1iy< 7, Xx<y<l, a nastepnie

E(YIx)= nym(y)dy 2ot

X—m

d) Prosta regresji I rodzaju wyznaczamy z ogdlnego wzoru %’:y =p TXX . Podstawiajac odpowiednie
warto$ci otrzymujemy y=0.6060+0.3636x. Ponizszy rysunek przedstawia obie linie regresji na tle

nosnika rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowe;.

0.4

0.2

0.0 =
0.0 0.2 04 06 08 1.0

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze

E(E(Y|X)=]? X;—fl”dp_j al ;x+1fx( )l j—L:”H (1—x?)dx =

Q

:.[%x(l—f)dx:%:E(Y)

V(E(Y | X)) =V(p(X)) =0,0065878, V(p (X)) =0,00646465
VETIX) _ 2473 VWX _ 62424
ey vy

Powyzsze ilorazy korelacyjne pokazujg, Ze najlepsza $redniokwadratowa aproksymacja zmiennej Y

wyjasnia ja w 24,7% , natomiast najlepsza sredniokwadratowa liniowa aproksymacja zmiennej Y
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wyjasnia ja w 24,2%. W tym przypadku regresja liniowa jest prawie tak dobra jak optymalna regresja

nieliniowa .

Jak zaznaczono wcze$niej warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Y]x) jest funkcja warunku x. Traktujac
warunek x jako warto$¢ zmiennej losowej X(w) dla pewnego ® mozemy traktowa¢ warunkowa wartos¢

oczekiwang jako zmienng losowa bedacg funkcjg zmiennej losowej X czyli warunku . Dokladniej
E(YX): 250 — E(YIX)(w)= E(Y]X=x), gdy X(@)=x
Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Y]X) jest to zmienna losowa speliajgca dwa warunki

e jest ona stata na warstwicach warunkujacej zmiennej losowej X czyli jest mierzalna wzgledem

podciata o(X) generowanego przez zmienng losowg X
oV Aeo(X) j Y(w)dP = j E(Y | X)()dP .
4

Uzasadnienie: Kazdy zbior 4 € o(X) jest przeciwobrazem przez zmienng losowa X pewnego zbioru

borelowskiego Be AR) czyli A =X"'(B). Stad

[rar= [roar- {zX(“’)}= [ = [[or, ey = j[jyf“( ) 11, (o)

x'(B) y=Y(a)) (x,y)eBxR (x,y)EBXR f ( )
= j E(Y | X =x)f, (x)dx = {x = X ()} = j E(Y | X)(w)dP = j E(Y | X)(0)dP
XYB)

Z drugiego warunku przyjmujac 4 =Q wynika natychmiast bardzo uzyteczny wzér na iterowanie

wartosci oczekiwanych

j Y(w)dP = j E(Y | X)(@)dP czyli E(Y=E[E(YIX)],
Q Q

ktory mozna uwaza¢ za probabilistyczng wersje twierdzenia Fubiniego.

Uwaga. Warunkowa wartoé¢ oczekiwana E(Y1X) ma bardzo wazng wlasnos¢. Wyrazenie E(Y-g(X))’,
ktoére mozna traktowac jako blad $redniokwadratowy aproksymacji zmiennej losowej Y poprzez zmienng
losowg g(X) przyjmuje warto$¢ minimalng wowczas, gdy g(X)= E(Y|X) z prawdopodobienstwem 1.
Rzeczywiscie

E(Y-g(X))’= E(Y- EMX)+ E(YIX) -g(X))’=E(Y- E(Y\X))* +2E((Y- EQYX)(E(YIX) -g(X)))+
+E(E(YIX) -g(X))’= E(Y- E(YX))+ E(E(Y)X) -g(X))’,

bo  E((Y-E(YIX)NEYX)-g(X))=E[E((Y-E(YX)NEYX)-g(X))X)I=E[(E(YIX)-g(X) E(Y-E(YIX)|X)]=0,
gdyz E(Y- E(Y1X))1X))=0.
Wida¢, ze wyrazenie E(Y-g(X))* przybiera najmniejsza wartosé gdy E(E(YX) -g(X))*=0, co ma migjsce

wowczas, gdy g(X)= E(Y]X) z prawdopodobienstwem 1.
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Poréwnujac regresje pierwszego i drugiego rodzaju widzimy, Ze regresja pierwszego rodzaju
minimalizuje blad $redniokwadratowy E(Y-g(X))* aproksymacji zmiennej losowej Y poprzez zmienna
losowg g(X) w klasie wszystkich zmiennych losowych g(X) o skonczonej wariancji a regresja liniowa
drugiego rodzaju minimalizuje ten blad w wezszej klasie zmiennych losowych bedacych liniowymi
(wlasciwie afinicznymi) funkcjami warunku. Do wyznaczenia regresji pierwszego rodzaju niezbedna
jest znajomos$¢ tacznego rozktadu zmiennych X i Y a do wyznaczenia regresji liniowej drugiego rodzaju
wystarczy znajomo$¢ momentow rzgdu pierwszego i drugiego.

Powyzsze rozwazania mozna fatwo uogolni¢ na wielowymiarowe zmienna losowe. Ponadto w
zagadnieniu regresji drugiego rodzaju mozna klas¢ funkcji liniowych zastapi¢ dowolng parametryczng
klasa mierzalnych funkcji warunku. Wyznaczenie parametrow regresji drugiego rodzaju prowadzi do
poszukiwania minimum funkcji nieliniowej (ze wzgledu na parametry) i moze by¢ zrealizowane

numerycznie za pomocg tatwo dostgpnego oprogramowania.

Wielowymiarowy rozklad normalny

Wielowymiarowy rozkltad normalny podobnie jak weze$niej omawiany dwuwymiarowy rozktad
normalny moze by¢ zdefiniowany poprzez funkcje gestosci wzgledem odpowiedniej wielowymiarowej
miary Lebesgue’a , lecz sposdb ten prowadzi czesto do uciazliwych rachunkow. Wygodniej jest
wprowadzi¢ n wymiarowy rozklad normalny w oparciu o twierdzenie Cramera-Wolda gloszace, ze
rozktad »n wymiarowe] zmiennej losowej X jest catkowicie okreslony poprzez podanie
jednowymiarowych rozktadéw funkcji liniowych ['X dla wszystkich I € R" (symbol ' oznacza
transpozycje¢ wektora traktowanego jako macierz kolumnowg). To podej$cie moze by¢ takze uzyte do
zdefiniowania rozkladu normalnego w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach funkcyjnych
Banacha czy Hilberta: wystarczy postulowa¢ aby funkcjonal liniowy miat jednowymiarowy rozktad
normalny (Frechet 1951).

X,
Niech X=| : | bedzie n wymiarowg zmienng losowa, m=FE(X) wektorem warto$ci oczekiwanych a V

X

n

=MX) macierzg kowariancyjna.

Def. Zmienna losowa X ma n wymiarowy rozktad normalny N,(m,V) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla kazdego wektora / € R" jednowymiarowa zmienna losowa {' X ma rozktad normalny N(I'm, I'VI).
Z powyzszej definicji tatwo wynikaja nastgpujace wlasnosci:

e jezeli A jest macierza typu (¢,n) a n wymiarowa zmienna losowa X ma rozklad N,(m.,V) , to g

wymiarowa zmienna losowa ¥=AX ma rozktad normalny N,(4m, AVA")
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X,

e rozwazmy p+q wymiarowa zmienng losowg X={ } przy czym p pierwszych skladowych tworzy

2
p wymiarowa zmienng X; a pozostate ¢ wymiarowa zmienng losowa X,. Dokonujac odpowiedniego

podziatu na bloki mozemy przedstawi¢ wektor wartosci oczekiwanych m 1 macierz kowariancyjng V

. Lo My AV Vi . ¢ m ||V Vp
w postaci blokowej m= V= . Jezeli ~ Npiq , ,to X,
m, Vai Vo X, m, | |[Vy Vi

~ p(m1,V11), Xo~ q(m2, sz)
Xi| X2~ N, (ml +V, Vo (X, —my), VW, — V12V2;1V21)
X0l X, ~Nq(m2 +V, Vi (X —m)),Vy, _V21V1I1V12)

e jezeli macierz kowariancyjna V' n wymiarowej zmiennej losowej X o rozktadzie N,(m,V) jest
nieosobliwa, to istnieje gestos¢ tego rozkladu wzgledem n wymiarowej miary Lebesgue’a i wyraza

1 7%(x7m)TV71(x7m)

si¢ wzorem f, (x)=

Q@ay" 2w
0 4 0 -1
Zadanie. Zmienna losowa (X,Y,Z) ma trojwymiarowy rozklad N(m,V), gdziem=|y|, V=| ¢ 4 o
2 -1 0 4

Wyznaczy¢ :  a) funkcje gestosci fx,),z),
b) wspotczynnik korelacji pxz) ,
¢) P(-1<X < 2|Y-Z=1).

[ES
(=]

a) Poniewaz V'=| natychmiast otrzymujemy funkcje gestosci

|~ = &l

o=
S &=
I

L (16x2+15y% +16(z—2) +8x(z-2))

f(xa Vs Z) = (zﬁ)sl/zm efﬁ

b) ,0()(,Z)=i1

X

, , - X 1 0 0 Sy, . . . X

c) Z réwnosci = Y | wida¢, ze dwuwymiarowa zmienna losowa ma
Y-Z 01 -1 7 Y-Z

4

1
: 8} ,skad tatwo uzyskujemy warunkowy

0
dwuwymiarowy rozklad normalny o parametrach[ 2} [

rozklad zmiennej X pod warunkiem Y-Z=1 jako rozklad normalny o warto$ci oczekiwanej

0+14(Y-Z+2)=2 i warancji 4—§=3 a stad po standaryzacji uzyskujemy szukane

prawdopodobiefistwo P(-1<X < 2|Y-Z=1)=¢( ﬁ )+ d( % ) =0.921.
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Twierdzenia graniczne

Niech X1,X5,... bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na tej samej przestrzeni probabilisty-
cznej (Q, S, P ). Pojawia si¢ naturalne pytanie: Jak zdefiniowac pojecie granicy ciggu zmiennych
losowych? Poniewaz kazda ze zmiennych losowych X; jest (mierzalng) funkcjg z QQ—R, wiec zbieznos¢
ciagu zmiennych losowych Xi,X;,... mozna rozumie¢ tak jak zbiezno$¢ ciggéw funkcyjnych. Moéwiac o
zbiezno$ci punktowej ciggu funkcji rzeczywistych okreslonych na wspoélnej dziedzinie, zagdamy w
kazdym punkcie dziedziny zbieznosci odpowiedniego ciggu liczbowego. W analizie matematycznej
zbieznos¢ punktowa jest w wielu przypadkach zbyt slaba i zastgpuje si¢ ja mocniejszg zbiezno$cig
jednostajna. W rachunku prawdopodobienstwa zadanie zbieznosci w kazdym punkcie o przestrzeni Q
jest zbyt ostre. Chcemy zdefiniowaé zbiezno$¢ ciagu zmiennych losowych nawet wowczas, jezeli nie
zachodzi ona dla pewnych punktow (zdarzen elementarnych), ktore tworza zbidr (zdarzenie losowe) o
prawdopodobienstwie:
e rownym 0

® bardzo matym dazacym do 0 gdy n—o0
Def. (zbieznosci wg. prawdopodobienstwa - P-lim)

X, Lo XoVe>0 limP({o:| X, (0)- X(0)|<e})=1

Def. (zbieznosci z prawdopodobienstwem 1- prawie na pewno- p.n.-lim)

X, L5 X< P(Ho:limX,(0)=X(0)})=1

Dla zmiennych losowych posiadajacych (skonczone) momenty rzgdu » wprowadzamy
Def. (zbieznosci wg. r-§redniej- L,-lim)

Xt Xo lmE|X,(0)-X ()| =0

Def. (zbieznosci wedtug dystrybuant — staba zbiezno$¢- d-lim)

X, — 53X < limF v (x) = F (x) w kazdym punkcie cigglosci dystrybuanty granicznej Fy.

n—>0
Interesujacym faktem jest to, ze cigg dystrybuant moze by¢ zbiezny do funkcji, ktéra nie ma wiasnosci
dystrybuanty np. dla ciggu zmiennych losowych Xi,X5,... o rozktadach jednopunktowych P(X,= -n)=1 ciag
dystrybuant jest zbiezny do funkcji statej F(x)=1, ktora nie jest dystrybuanty. Zadanie w definicji stabej
zbieznosci, aby granica ciggu dystrybuant byta dystrybuantg jest wiec istotne.

Kazdy z typow zbieznosci P-lim, p.n.-lim, L,-lim reprezentuje dla dostatecznie duzych n pewien rodzaj

aproksymacji zmiennych losowych X, 1 X jako funkcji ® . Oznacza to, ze rozktady zmiennych X, i X nie moga

42



si¢ zbyt r6zni¢, a zatem powinna mie¢ miejsce aproksymacja wedhug rozktadu. Z drugiej strony zbiezno$¢ d-lim
zalezy tylko od dystrybuant i odpowiednie zmienne losowe nie musza by¢ sobie bliskie jako funkcje @ . W
rzeczywistosci slaba zbiezno$¢ nawet nie wymaga tego, aby zmienne losowe byly okre§lone na tej samej

przestrzeni probabilistyczne;.

Relacje pomigdzy réznymi rodzajami zbieznosci przedstawia ponizszy schemat

Uwaga 1. Korzystajac z cigglosci miar probabilistycznych (wh. 8 1 9 str.3) mozna pokazac, ze pojawiajace si¢
tam monotoniczne przejscie do granicy mozna uogodlni¢ zastgpujac indeks » indeksem cigglym. Przypusémy, na
przyktad, ze 4,€ £ dla >0, 4, < 4, dla s<ti A=UA4, . Jezeli t,—>,to 4, T 41 P(4, )T P(4) z ciagtosci miar

t>0
probabilistycznych. Ale prawdopodobienstwa P(4;) sa niemalejace wzgledem ¢ i dlatego dla o0 maja granice
rowna lim P(4, ). Stad zbieznos¢ 4, T4 implikuje zbiezno$¢ P(4, )T P(4). Ponadto z monotonicznosci

n—w

wynika U4, =U 4, € %, co dowodzi mierzalnosci granicznego zbioru (por. Billingsley str. 36)

Uwaga 2. Z uwagi 1 i definicji granicy wynika, ze réwnowaznos$¢
P({o:lim X, (0) = X(0)}) =1 Ve>0 1i££1P(ﬁ{m: | X, (0)—X(0)|<e}h) =1

m=n

z ktorej w oczywisty sposob wynika, ze zbiezno$¢ p.n. pociaga za soba zbieznos¢ wedhug P.

Uwaga 3. Nasladujac dowdd nieréwnosci Czebyszewa uzyskujemy nierowno$¢ E( |[X-E(X)) |"> & P(|X-E(X)|<g)
z ktorej natychmiast wynika, ze zbiezno$¢ L, pociaga za sobg zbiezno$¢ zbiezno$¢ wedtug P. Ponadto z
nieréwnosci Jensena E(g(X))>g(E(X), g-funkcja wypukta) wynika, ze ¥>s=zbieznos¢ L, implikuje zbieznos¢ L;.

Uwaga 4. Mozna pokaza¢, ze zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienstwa do zera jest rdwnowazna stabej
zbieznos$ci do zera, czyli zbieznosci ciggu dystrybuant F, do dystrybuanty F rozkladu jednopunktowego
skupionego w zerze w kazdym punkcie roznym od zera. Rzeczywiscie , zakladajac, ze ciag zmiennych
losowych X, jest zbiezny wg. prawdopodobienstwa do zera, otrzymujemy dla dowolnego £ >0

F.(e)=P(X,<e)= P(|X,|<e)—>1, gdy n—w , F,(-e)=P(X,< -&)< P([X,[>¢)—0, gdy n—,
co dowozi stabej zbieznosci ciagu X,,.
Podobnie zaktadajac zbieznos¢ ciagu dystrybuant F,, do dystrybuanty F rozktadu jednopunktowego skupionego
w zerze w kazdym punkcie réznym od zera mamy dla dowolnego £>0

P(X,|ze)= P(X,2e)+ P(X,<-¢)> 1- P(X,<e)+ P(X,<-&2)=1- F,(&)+F,(-&/2)—0, gdy n—o.
W ogélnym przypadku zbiezno$¢ wedlug P jedynie implikuje zbiezno$¢ d (wniosek z tw. Shuckiego—por.
Serfling str. 28). W przypadku stabej zbieznosci nie mozna jej zdefiniowac za pomoca zbieznosci do zera ciggu
odpowiednich réznic.

Podstawowymi zagadnieniami granicznymi sg wlasnosci sum zmiennych losowych, gdy liczba

sktadnikow dazy do nieskonczonosci, czyli wlasnosci szeregéw zmiennych losowych. Rozwaza si¢ sumy
postaci  a, ij . bedace iloczynami dwu czynnikéw, z ktorych jeden dazy do zera a wariancja
k=1

drugiego dazy do nieskonczono$ci. Wsrdd twierdzen granicznych dotyczacych powyzszych sum
szczeg6lng rolg odgrywaja te twierdzenia w ktorych rozkladem granicznym jest rozklad jednopunktowy-
43



sg to prawa wielkich liczb (PWL), oraz te w ktérych rozktadem granicznym jest rozklad normalny- sg
to centralne twierdzenia graniczne (CTG). Pomocnicza i wielce uzyteczng role odgrywaja réwniez
prawa iterowanego logarytmu (PIL) charakteryzujace ekstremalne fluktuacje ciggu $rednich lub sum

czesciowych, ktore tu nie beda omawiane.

Prawa wielkich liczb (PWL)

Niech X1,X5,... bedzie ciggiem zmiennych losowych okreslonych na tej samej przestrzeni probabilisty-

cznej (Q,%, P) i posiadajacych (skonczone) wartosci oczekiwane E(X;).

Jezeli %fj (X, —E(X,))—L>0, to méwimy, ze dla ciggu X,,X,,... zachodzi stabe prawo wielkich liczb
i-1

(SPWL).

Jezeli %i()( . —E(X;)—2>0, to mowimy, ze dla ciagu X;,Xa,... zachodzi mocne prawo wielkich
i=1

liczb (MPWL).

Bezposrednio z nierownosci Czebyszewa wynika nastgpujace:

SPWL Markowa. Jezeli dla ciagu X,Xp,..Jest spelniony warunek (Markowa)

lim LV (3 X,) =0, to dla ciagu X;,X,,... zachodzi SPWL.
n—o N i=1

Jego szczegblnym przypadkiem jest
SPWL Czebyszewa. Jezeli zmienne losowe X1,X;,... s3 niezalezne a ich wariancje sa wspolnie
ograniczone (tzn. 3o > Vi V(X;)<o%), to dla ciagu X;,X5,... zachodzi SPWL.

Znacznie trudniejsze do udowodnienia (por. Billingsley) sa nastgpujace:

MPWL Kolmogorowa. Jezeli X, X;,... jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie (i.i.d) o skonczonej wartosci oczekiwanej , to dla ciagu X;,X5,... zachodzi
MPWL.

MPWL Kolmogorowa. Jezeli Xi,X,,... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o

wariancjach spetniajacych warunek 5 Y. < o , to dla ciagu X;,Xo,... zachodzi MPWL.
n=1 "

1

Zastepujac czynnik a, = wolniej zbieznym do zera czynnikiem a, = ﬁ otrzymujemy przy

roznych dodatkowych zalozeniach centralne twierdzenia graniczne z ktorych szczegdlnie

uzyteczne w statystyce matematycznej jest nastepujace:
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Centralne twierdzenie graniczne CTG Lindeberga-Levy’ego. Niech X,,.X;,... jest

ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie (i.i.d) z wartoscia

oczekiwang m 1 wariancja o . Niech U L= ﬁi

i=1

X;—m
o

1 F; (w)=PU, <u). Wowczas

Vu limFy, (u)=—7- [e = dx

—00

Uogolnienia podstawowego CTG Lindeberga-Levy’ego ida w r6znych kierunkach:
o tw. Lapunowa zastg¢puje zatozenie identycznos$ci rozkladow pewnymi warunkami na momenty
¢ CTG dla zaleznych zmiennych losowych
¢ CTG w jezyku procesow stochastycznych (Donsker)

Przyklad. Waga pasazeréw samolotow jest pewna zmienng losowa o wartosci oczekiwanej £4=70 kg i
odchyleniu standardowym ;=8 kg . Takze catkowity ci¢zar bagazu pasazera (tzn. facznie z bagazem
recznym) jest zmienng losowg o wartosci oczekiwanej (=21 kg 1 odchyleniu standardowym =5 kg .
Zakladajac, ze powyzsze zmienne losowe sg niezalezne obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze 292 osoby
acznie z bagazem nie waza wigcej niz 26500 kg .

Oznaczenia:

X; — waga i-tego pasazera

Y; — waga bagazu i-tego pasazera

W;= X+ Y; — faczna waga i-tego pasazera z bagazem

X, Y;:,1=1,...,n niezalezne

Z powyzszych faktéw wynika, ze W; , i=1,...,n jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym (nieznanym) rozkladzie z wartoicia oczekiwana (=E(W;)= m+w i wariancja o=V(W;=

2 2
o1 toy.

= | Wem 1 26500-292u
P(EIWi < 26500) =P(@ Zjl s <o . ) =P(U, < —-0.4546) = 0.32
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Dodatek 1. Wybrane porzadkowe wlasnosci zbiorow liczbowych

(N, <) jest dobrze uporzadkowany <> V ,_,

nmA

(tzn .w kazdym podzbiorze zbioru N istnieje element najmniejszy)

(O, <) jest ggsto uporzadkowany < V' ;3,1 x<z <y (uwaga a<b < a<bia#b)
x<y

(tzn. pomigedzy dwoma liczbami wymiernymi zawsze mozna znalez¢ trzecig liczb¢ wymierng)

(R, 2) jest uporzadkowany w sposéb ciagly :
Zasada ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych

e kazdy ograniczony od gory podzbior zbioru liczb rzeczywistych posiada kres gorny
e kazdy ograniczony od dotu podzbidr zbioru liczb rzeczywistych posiada kres dolny.

Definicje kresow podzbiorow zbioru R

Vi X2a
a=supAd <

V.s:x<a

a=infd &
vg>03yg/1 a—&gsy /) {V E]yEAa-l-é‘Zy

>0

Zastosowanie zasady ciaglo$ci do zdefiniowania potegi o dowolnym wykladniku aeR..

e potgga o wykfadniku catkowitym " =g---a ,a"=—, a’ =1
n—razy

e potega o wyktadniku wymiernym a" =inf{xe Q:x>0Ax" >a}; ar = [a%J

e potgga o wykladniku rzeczywistym
dlag>1 a’ =inf{a* :xeQAax2p}; daol<a<l o’ =(L1)”

Uwagi o zasadzie indukcji matematycznej {7'(ny) A (V ., T(n)=T(n+1)} =V ., T(n)

nzng

Zasada indukcji matematycznej jest konsekwencja dobrego uporzadkowaniu zbioru N liczb
naturalnych, czyli w kazdym zbiorze dobrze uporzadkowanym prawdziwa jest zasada indukcji
matematycznej.

Dowéd. Zatozmy, ze {T'(ny) A (Y, T(n)=T(n+1))}, czyli ze prawdziwy jest poprzednik implikacji w

zasadzie indukcji matematycznej. Niech Z={n>ny: T(n) nie jest prawdziwa}. Jezeli Z={, to zachodzi zasada
indukcji matematycznej. Jezeli Z#{, to w Z istnieje element najmniejszy (dobre uporzadkowanie Z) powiedzmy
moeZ. Uwaga.: my>ny bo T(ng) jest prawdziwe. Poniewaz my-1¢Z wigc prawdziwe jest T(mo-1) a z zalozenia
otrzymujemy, ze prawdziwe jest T(my), czyli mozZ — sprzecznos¢ !

Dodatek 2. Rodziny zbiordw i dzialania uogolnione
X — ustalony zbior (przestrzen), T#¢ niepusty zbior indekséw. Funkcja

>4, X
okresla rodzing zbiorow {4, },., indeksowana indeksami ¢ ze zbioru indeksow 7.

Suma (unia) zbioréw rodziny {4, },_;
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UA,={xeX:EI

teT

xed}

teT

zbior wszystkich tych elementow, ktore naleza do przynajmniej jednego zbioru 4, z rodziny {4, }, ,

TIloczyn (przekroj-czg$¢ wspdlna) zbioréw rodziny {4, }

teT *

ﬂA, ={xeX:V,,xeAd}-

teT

zbior wszystkich tych elementow, ktore naleza do wszystkich zbiorow A, rodziny {4, },_ , .

Przyklad. a) U[1+1.2+1]=(, 3] , b) NG-25+11=[3 51,
n=1 n=l1

o ¥ +x+Lx+41=(15) . [ )= +2x-3,x7 +10] = (-=2,10].

x€(0,1) X€eR

Rozwazmy ciag zbioréw (4,),<v ,bedacych podzbiorami zbioru (2.

Def. Granica gorna lim sup 4, ciagu zbiordw (4,),<v nazywamy zbior limsup 4, = ﬁ GAm .

n=1 m=n
Granicg dolna lim inf 4, ciagu zbiordw (4,),ev nazywamy zbior liminf 4, = J 1 4,, .
n—om n—o n=1 m=n
tatwo zauwazyc, ze

xelimsup 4, <V neIN Im=2n x€d,,

n—»0

co oznacza, ze granica gorna ciggu zbiorow jest zbiorem skladajacym si¢ z elementdw, ktore nalezg do
nieskonczenie wielu zbioréw ciagu (4,) sev -

Podobnie

xe liminf 4, &3nelN YV m=n xe4d,,

n—»0

co oznacza, ze granica dolna ciggu zbiordw jest zbiorem skladajacym si¢ z elementdw, ktore nalezg do
prawie wszystkich zbioréw ciagu (4,) sev .

Bezposrednio z definicji widac, ze

ﬁA” c liminf 4, c limsup4,c GA” .
n=1

n=1 n—»o n—om

Jezeli liminf 4, = limsup4,, to méwimy, ze ciag zbiordw (4,) e jest zbiezny do granicy

n—»0 n—>0
lim 4,=liminf 4,= limsup 4, .
n—>0 n—>0 n—>0

Przyklad. A,,:( 771 , 1+ (i lim inf A” :[0, 1), lim sup A” :[0, 1 ] (koniec uzupetnien)

n b
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Dodatek 3.Rownoliczno$é¢ zbiorow

Def: ArlB <3 f: A« B (istnigje bijekcja jednego zbioru na drugi)

Przyklad. {a,b,c} i {1,2} —nie sg rownoliczne

Przyklad. A=NiB={xe N:x=2k—-1,ke N} ={1,3,5,...} — sa rownoliczne, bo istnieje bijekcja
f(k)=2k—1 zbioru 4 na zbior B.

Def:  Zbior A4 jest skoficzony jezeli jest rownoliczny ze zbiorem {1,....,n} dla n € N .

Zbior A jest nieskonczony <> ~( A4 jest skonczony)

Charakteryzacja zbioréw nieskonczonych

Zbior A jest nieskonczony<> 3 Bc A, B# A: ArlB

(czyli zbior nieskonczony jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym).

Twierdzanie Cantora —Bernsteina

{Arl B.cB ABrlAycA} => ArlB

Def: Zbior A jest przeliczalny < A4 r/ N (inaczej elementy zbioru przeliczalnego mozna ponumerowac
liczbami naturalnymi)
Zbior A jest co najwyzej przeliczalny <> 4 jest skonczony lub przeliczalny
Zbior A jest nieprzeliczalny < A jest nieskonczony i ~(4 vl N)
Fakty: (metodg przekatniowa mozna pokazac, ze)
e lloczyn kartezjanski zbiorow przeliczalnych jest przeliczalny.

Zbiory A 1 B sa przeliczalne wiec 4 = {a,,a,,a;,...}, B=1{b,,b,,b;,...}

(a,,b)), (a;,b,), (a;,b;), (a;,b,),
(ay,0));  (ay,0y)s  (ay,by)s  (a,,b,),
AxB=(a;,b,)s (a3,b,)y (as3,b5);; (as,b,)5
(as,0))10  (a4,05)1 (a4,05)19  (a4,04)55

£ = (i+j—1)§i+j—2)

+i jest bijekcja Nx Nna N (znalezé f ' - éwiczenia)

(Wskazowka: element(i,j) jest i-tym elementem na na (i+j-1)-szej przekatnej )

e O jest przeliczalny, (jako wniosek, bo O < Z x N (przel.) i NcQ
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e Suma (mnogos$ciowa) przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym
Dowad jak dla iloczynu kartezjanskiego
e R jest nieprzeliczalny ( R 7/ (0,1) a (0,1) jest nieprzeliczalny- dowdd nie wprost metoda

przekatniowa lub zasadg szufladkowa Dirichleta)

Funkcja arctg(<+1)jest bijekcja zbioru R na przedziat (0,1). Po przyjeciu umowy, ze te
rozwinigcia dziesi¢tne liczb wymiernych , ktore sa skonczone zastepujemy rozwinigciami
nieskonczonymi mamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ mi¢dzy liczbami rzeczywistymi
z przedziatu (0,1) a ciggami cyfr rozwini¢cia dziesigtnego).

Dla dowodu nie wprost zatdézmy, ze wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu (0,1) mozna
ustawi¢ w ciag (ponumerowac liczbami naturalnymi)

a, = O,al,laual,},...
a, = 0,a2,1a2,2a2,3,...

a; =0,a;,a;,0a;5,...

Rozwazmy liczbg ¢ = 0,c¢,c,c; -~z przedziatu (0,1) takg, ze ¢, # a, ;. Liczba c rézni sig od
kazdej z liczb a; i-ta cyfra rozwinigcia dziesigtnego, wiec nie wystepuje w tym ciagu -

sprzecznos$¢!
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Dodatek 4. Calka wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa(wzgledem miary). (Plucinska)

Catka wzgledem rozktadu prawdopodobienstwa to catka wzgledem miary probabilistycznej. Jej konstrukcja jest podobna do konstrukcji
klasycznej catki Lebesgue’a znanej z kursu analizy matematycznej. Catka Lebesgue’a to catka wzgledem miary Lebesgue’a (czyli nieujemne;j,
zerujacej si¢ na zbiorze pustym, przeliczalnie addytywnej funkcji zbioru, ktora przedziatowi przypisuje jego dtugos¢). W przypadku catki funkcji
jednej zmiennej rzeczywistej catki Riemanna i Lebesgue’a mozna okresli¢ jako granice odpowiednich sum catkowych. Zasadnicza roznica
pomiedzy catka Riemanna a catka Lebesgue’a sprowadza si¢ do metody segregacji punktow na osi x. Metoda (L) polega na segregacji punktow
na osi x wedlug wartodci , ktore funkcja na nich przyjmuje, podczas gdy w metodzie (R) grupuje si¢ punkty w kolejne przedziaty
wykorzystujac naturalny porzadek na osi  x . Przyroéwnywano metod¢ Riemanna do liczenia pieniedzy rozdzielonych byle jak na kupki, droga
przeliczania ich po kolei w kazdej kupce i dodawania, a metode Lebesgue’a do rozdzielenia monet na kupki wedtug ich wartosci i zsumowania
wartos$ci poszczeg6lnych kupek (Hartman, Mikusinski). Roznice migdzy riemannowska a lebesgue’owska definicja catki mozna dostrzec, gdy

funkcja jest przedziatami stata. Wezmy np. funkcj¢ rowng 1 w przedziatach [0, 1) 1[4, 5] 2 w przedziatach [1,2) i [3, 4) i 3 w przedziale [2, 3).

Obliczamy catke (sumg) Riemanna (podziat odcinka [0, 5] na osi x
1-(1-0)+2-(2-1)+3-(3-2)+2-(4-3)+1-(54) =9

14

Obliczamy calke (sumg) Lebesgue’a (podziat odcinka [1, 3+3) na osi y
1-[(1-0)+(5-4)]+2-[(2-1)+(4-3)]+3-(3-2) =9.
Calki te sa sobie rowne. Dowodzi si¢ ze gdy catka Riemanna istnieje, to istnieje tez catka

Lebesgue’a i obie catki sa sobie rowne. Poniewaz implikacja odwrotna jest falszywa

v

(funkcja Dirichleta) catka Lebesgue’a jest wigc uogélnieniem catki Riemanna. Najwigksza 0 1 5 3
korzys¢ z wprowadzenia calki Lebesgue’a polega na swobodzie dokonywania przej$¢

granicznych. Jedna z najwigkszych trudnosci spotykanych w teorii Riemanna, polega na tym, Ze granica ciggu funkcji catkowalnych w sensie
Riemanna (lub nawet cigglych) moze nie by¢ catkowalna w sensie Riemanna. W teorii Lebesgue’a trudno$¢ ta jest prawie catkowicie
wyeliminowana, bo granice funkcji mierzalnych sa zawsze mierzalne.

Niech ( Q, 2,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng a X: Q—>9Cc R zmienng losowa okres$long na tej

przestrzeni.

l,dla xe 4

Funkcjg charakterystyczng (indykatorem) zbioru 4 nazywamy funkcje¢ 7 ,(w) = 0.dl N
,dla x ¢

Zmienng losowa nazywamy prosta, jezeli zbidr < jej warto$ci jest skonczony to znaczy A={x,...,x,}.

Kazdg zmienng losowg prosta mozna zapisa¢ w postaci
X3, @),

gdzie Ay jest odpowiednio dobranym uktadem zupelnym zdarzen tzn. QQ = U A, , #H=>AnAFD.

k=1
1. Calka zmiennej losowej prostej.

Calke zmiennej losowej prostej wzgledem rozktadu (miary) P po zbiorze Q definiujemy wzorem
[X(@)P@o) =) x,P{{o: X(0)=x,}) =D x,p,
0 k=1 k=1

a po zbiorze AeS wzorem

[ X(0)Pdo) = [ X(0)] ,(0)Pdo).
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2. Calka zmiennej losowej ograniczone;j.

Jezeli X jest nieujemng zmienng losowg ograniczona, to ma nast¢pujgce wlasnosci:

W1. Istnieje niemalejacy ciag {X,} zmiennych losowych prostych zbieznych do zmiennej losowej X.

W2. Jesli {X, }i {X, } sa niemalejacymi ciagami zmiennych losowych prostych zbieznych do tej samej
zmiennej losowej X', to (Kotodziej str. 300)

lim [ X, P(do) = lim [ X, P(do)
Q e Q

n—>0

Calke nieujemnej ograniczonej zmiennej losowej X wzgledem rozkltadu P po zbiorze Q definiujemy

wzorem

[ X(0)P(dw) = lim [ X, (@P(dw),

gdzie {X,} jest dowolnym niemalejacym ciggiem zmiennych losowych prostych zbieznym do zmiennej
losowej X. Aby zdefiniowa¢ catk¢ z dowolnej zmiennej losowej ograniczonej wykorzystujemy
dekompozycje:

X(o)=X(0)-X (), gdzie X.(®w)=max{X(®),0}, X(w)=max{0,-X(w)}. Stad

j X (0)P(dw) = j X, (0)P(do) - j X (0)P(do).

Q Q Q

Analogicznie definiujemy catke po zbiorze 4. Calka zdefiniowana w powyzszy sposéb ma nastepujace
wiasnosci:

W3. Jezeli 4 stanowig zupehy ukfad zdarzen, to

j X(0)Pdw) =Y j X(0)P(do).

W4. Calka jest funkcjonatem liniowym
[(@X, (@) + BX, (0))P(do) = a] X, (0)Pdo) + B[ X, (0) Pdw).

Q

W5. Jezeli X, (0) < X, (0) dla kazdego o, to j X, (0)P(dw) < j X, (0)Pdo).
Q Q

W6. Warto$¢ bezwzgledna catki jest nie wicksza od catki z bezwzglednej warto$ci tzn.

| [ X(@)P@o)< [| X ()| Pdo).

3. Calka zmiennej losowej w ogélnym przypadku

Dla X > 0 catkg definiujemy wzorem

[ X(0)P(dw) = lim [ X(0)P(do)

{o: X (w)<n}
o ile ta granica istnieje. Zmienng losowg X przyjmujgcg dowolne warto$ci przedstawiamy w postaci

X(w)=X\(0)-X(w), a nast¢pnie przyjmujemy
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j X (0)Pdw) = j X, (0)P(dw) - j X_(0)P(dw)

ile obie catki po prawej stronie istniejg 1 przynajmniej jedna jest skonczona. Jezeli obie catki sg

skonczone, to zmienng losowa nazywamy sumowalng. (X sumowalna <> j | X(®)| P(do) <©).
Q

Bezposrednio z definicji catki i definicji rozkladu Py zmiennej losowej X wynika, ze

j X (0)P(dw) = j xP, (dx)

Mozna wykaza¢, ze jesli X jest dyskretng zmienng losowa, to

jX(co)P(dco) = ZXkP({co X(w)=x,})= Zkak , 0 ile szereg jest zbiezny.
Q k k

a jesli X jest zmienng losowa (absolutnie) ciagla o funkcji gestosci f',to

j X(0)P(dw) = j x f(x)dx o ile calka istnicje.
Q e

Jezeli X jest zmienng losowa o rozktadzie mieszanym P=c|Pgysat 2P ,t0

[X(©)Pdw) = ¢, X(0)P,,, (do) + ¢, [ X(0)P, (do).

lyskr
Twierdzenie Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej. Jezeli (X,,) niemalejacym ciggiem nieujemnych

n—>0

zmiennych losowych (czyli 0<X,TX), to lim j X,dP = j XdP
) )

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznoS$ci ograniczonej. Jezeli dla pewnej calkowalnej zmiennej losowej ¥

zachodzg nieréwnosci |X,| < Y, nel, to wszystkie zmienne losowe X, sa catkowalne, a ponadto, jesli

X, —2%— X, to X jest catkowalna i

n—>0

limj|Xn—X|dP=0 (inaczej X, —1—>X)
)
oraz

mj){ndp = [ xap
Q Q

Zamiana zmiennych. (Billingsley 214) Niech (€2,X) oraz (Q',X") beda przestrzeniami mierzalnymi i niech 7:

Q) bedzie odwzorowaniem /%’ mierzalnym. Dla miary xna o-ciele £ definiujemy miare

v=u T' na c=ciele ¥’ wzorem UA")=u T'(4Ay=u (I'(4")). Zalézmy, ze g jest X' mierzalna funkcja

rzeczywistg na zbiorze )’ ; stad ztozenie g7 jest X mierzalng funkcja rzeczywista na zbiorze (2

Tw. Jezeli g jest funkcja catkowalng , to
[g@W(do) =] eT(@)utdo) . [geW(do)= [g(T()u(dw).

774
Dowdd. Dla g=I, twierdzenie sprowadza si¢ do wzoru definiujacego transport miary. Na mocy

liniowos$ci calki twierdzenie jest prawdziwe dla nieujemnych funkcji prostych a z tw. o zbieznosci
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monotonicznej jest prawdziwe dla nieujemnych funkcji g . Dla funkcji catkowalnej rozkltadamy jg na

cze$¢ dodatnig 1 ujemng 1 stosujemy wczesniej uzyskany wynik.

Uzupelnienie. Calkowanie przez sprowadzenie do calki iterowanej.

Niech g bedzie funkcjg okres$long na podzbiorze 4 przestrzeni R'=R"™ xR"™  (n=n;+n,).

Przyjmijmy oznaczenia:
A(x))={x,e R™ : (x1,x;) €4} dla kazdego x,e R" ,

A={x1€R™ : A(x))= D) /\

Jezeli x;e Ay, to xp—>g(x1, x») jest dobrze okreslong funkcja A(xy) A
na zbiorze A(x;), catke tej funkcji (o ile istnieje) oznaczal
bedziemy przez

g= [gx.x)dx,-

Alx)

v

Jezeli catka po prawej stronie istnieje przynajmniej prawie
wszgdzie na zbiorze A4, to okreslona jest tym wzorem prawie
wszedzie na zbiorze 4, funkcja g . Catke funkcji g tzn.

4,

J 2(x,)dx, = J ( J g(x,,x,)dx,)dx, DAZywamy calka iterowang.
AI

A4, A(x)

Tw. (Fubiniego) Zatbézmy, ze zbiér Ac R’ i jego rzut 4, na R™ sg zbiorami mierzalnymi. Jezeli funkcja
g jest funkcja (L) calkowalng na 4 , to prawie dla kazdego x;€4; funkcja x,—>g(x;, xz) jest (L)
calkowalna na A(x;) a okreslona prawie wszgdzie na A, funkcja g= [g(x,x,)dx, jest (L) catkowalna na

Alx;)

Ai 1 ”g(xlaxz)dxldxz = Idxl fg(xl,xz)dxz .

4 4 A(x)
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Dodatek 5. Funkcja I’ Eulera jest dla x > 0 definiowana wzorem

e I'(x)= .[tHe*tdt.
0

00 1 0
Rozbijajac catke niewtasciwg na sume catek .[ e dt = .[tHe*t dt + .[tHe*tdt mozna pokazac, ze
0 0 1

catka niewlasciwa wystepujaca w definicji funkcji I jest zbiezna. Rzeczywiscie dla ¢ € (0,1] i

1
ot et e 1 . .
dowolnego x > 0 mamy0 < ¢ 'e™ <¢*' i .[t 'dt =— < oo , natomiast dla ¢ € [1,0) i dowolnego
X
0

[x] [x]
. . w1 o 1 t x]+2)! .
x > 0 prawdziwe jest oszacowanie 0<t""'e” <—< = { ]2 ) i
t

[Lx1+2

([x]+2)!

T ([x]+2)! . Toxt oo .
.[([x]t—2)dt = ([x]+2)!, wiec catka .[tx 'e”'dt jest zbiezna.
1 1
Z definicji widaé , ze

o I'(H=1
Calkujac przez czesci tatwo pokazac , ze

o I'(x+1)=xI(x)
Rzeczywiscie

[(x+1)= j te’'dt = {
0

Stad I'(n+1) =n!

f= tx,l g0)= ei} =—re| + xT re'dt = xT'(x).
f'O=xt" gt)=-e '

0

. r(g):jtilefdt:{t=x2}=2j’ex2dx=2g=x/; , gdyz
0 0

4

I* = Texzdx:‘feyzdy = .”e’()‘zwz)dxdy = jd(ﬂTerzrdV foerz’”d’” = %Te“du =% »astad
0 0 [0,00)? 0o 0 0 0
I = Te)‘zdx =%.
0

T (x)
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