Zadania z rachunku prawdopodobienstwa

Kazda trdjka sposrdd czterech nukleotydow A,C, G i T koduje jeden aminokwas w tancuchu nici
DNA. Ile jest mozliwych a priori réznych aminokwaséw? (Odp Wf =4’ =64, 432-24 aminokwaséw o

3 roznych nukleotydach 4-3-3=36 aminokwasow o 2 réznych nukleotydach i 4 o wszystkich jednakowych nukleotydach.)

Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 10 roznych kul w 10 ponumerowanych szufladach tak, aby
doktadnie dwie szuflady byly puste. Odp (lg X(? 104 (§ )%) =1360800000 . Wybieramy niepustych 8

3!

szuflad (lub réwnowaznie 2 puste) na (lg ) sposobow, a nastgpnie rozmieszczamy 10 kul w 8 niepustych

szufladach. Sg mozliwe 2 sytuacje w jednej z 8 niepustych komorek beda 3 kule a w pozostatych 7 po
jednej lub w dwoch z 8 beda po dwie kule a w 6 pozostatych po jednej). Pierwsza sytuacje realizujemy
wybierajac komorke z 3 kulami na ? sposobow i zliczamy ilos¢ nierozroznialnych permutacji 10 kul (3
kule ktore trafig do jednej komorki prowadza to tego samego rozmieszczenia. Podobnie w drugim

scenariuszu wybieramy 2 szuflady w ktoérej beda po dwie kule na (2) sposobow i zliczamy ilos¢

nierozroznialnych permutacji 10 kul .

Drziesig¢ 0sob zajmuje miejsca przy okrqglym stole. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze osoby
A 1 B beda siedzie¢ obok siebie. Jakie bgdzie prawdopodobienstwo tego samego zdarzenia jesli te
osoby beda zajmowa¢ miejsca w jednym rzedzie? (Odp £ ,+

Obliczy¢ czy jednakowe jest prawdopodobienstwo wygrania w loterii zawierajacej n losow, sposrod

ktorych jeden wygrywa i w loterii zawierajacej 2n loséw, sposrod ktorych dwa wygrywaja, jesli:

a) gracz kupuje jeden los, b) gracz kupuje dwa losy. (Odpa)L .1 ) 2 2 — n(ziﬂ) )
Dwudziestoosobowa grupa studencka, w ktorej jest 6 kobiet otrzymata 5 biletow do teatru. Bilety
rozdziela si¢ droga losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrod posiadaczy biletow
znajda si¢ dokladnie 3 kobiety? 0dp it )
Sposréd 20 ucznidw do klasowki przygotowalo si¢ 5. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy
losowym podziale klasy na dwie rowne grupy w kazdej znajdzie si¢ co najmniej jeden uczen
przygotowany do klasowki? (odp. 1 — 288 s 0,967)

clo T 646
Rzucamy 4 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczby wyrzuconych oczek tworza ciag
Y ce
Scisle rosngcy. (Odp. W—(; Wskazowka —istnieje wzajemna odpowiednio$¢ pomig¢dzy ciggami monotonicznymi a zbiorami)
6

Do tramwaju skladajacego si¢ z trzech wagonow wsiada 9 pasazerow. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze

a)do kazdego wagonu wsigdzie po 3 pasazerow

b)do pierwszego wagonu wsiadzie 4 pasazerow

Odp Wariant I - pasazerowie s3 rozroznialni:
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cicics o1

a), ———— = — lub rozktad (dwu)wielomianowy ,
) wy (3n*3° (@ww) Y
CH(C3+CE+--+CYY _ Ciw; o’ 1
b) ——3 =2 =2 lub rozktad dwumianowy 4 sukcesy w 9 probach z p=~+
) w? we 41513° Wy Yy p pP=3 )
Wariant II- pasazerowie nierozroznialni a) C;z = 5—15 b) C+ = % ,gdy rozwazymy wagon pierwszy i rozny od
11 10

1

. Cs 6
pierwszego lub—;-
Ciy

350 gdy rozwazamy trzy wagony .

Z talii 52 kart wybrano 13. Jakie jest prawdopodobienstwo ze a) wybrano doktadnie 7 kart jednego
koloru, b) wybrano doktadnie 6 kart jednego koloru.

1~7 ~6
C4C13C39

Odp. a) c (wybieramy kolor nac, sposobéow a nastgpnie 7 kart z tego koloru i 6 2z pozostatych 39 kart,

b) CiCH(CRH-C5C1C36—=C3C) _ 104620683024

_ . . . . . i .
B 635013550600 ~ 0164753 (jak poprzednio wybieramy kolor na C, sposobOéw a nastepnie 6 kart z tego

koloru i 7 z pozostatych 39 kart, co nie wyklucza uzyskania drugiej szostki a nawet siodemki, odejmujemy wigc liczbe C; Cl(’ 3 C; o
wybierajac kolor drugiej szostki C; , szostki w wybranym kolorze Cl(; i jedna karte z pozostatych 26 C;6 i liczbe uktadow (6+7). Bardziej
klarowne rozwigzanie polega na zliczeniu wszystkich mozliwych uktadow 6520, 6511, 6430, 6421, 6331, 6322.

Z talii 52 kart wybrano 13. Jakie jest prawdopodobienstwo ze a) brak bedzie przynajmniej jednego
koloru, b) brak bedzie doktadnie jednego koloru.

Odp. Oznaczmy przez Al AR A4 zdarzenia brak trefli, kar, kierow i pikow. Oznaczmy

Cy Cy o
p=P(4)= 13,p2=P(A1ﬁA2)= 13,p3=P(AlﬂAzﬁA3)= 3
Cs, Cs, Cs,

4
Ad a) Z wzoru wlaczen i wylaczen mamy prawdopodobienstwo braku co najmniej 1 koloru bl =P (UA7) =4 Dy — 6 D, +4 D5

i=1

Ad b) podobnie jak w pkt a obliczamy prawdopodobienstwo braku co najmniej 2 koloréw
bz =P(A| ﬁAz e 'UA3 ﬁA4) =6p2 —12p3 (3 sposrod 15 iloczynow (147 ﬂA/) ﬂ(Ak ﬂA,)sq puste). Stad

prawdopodobienstwo braku doktadnie 1 koloru jest rowne bl - bz =4 P~ 12 2 +16 D5

Dwie osoby rzucaja kolejno moneta. Wygrywa ta osoba, ktora pierwsza wyrzuci orta. Obliczy¢
prawdopodobienstwo wygrania dla obu graczy. (odp. p; =3 . p, =1)

Trzy osoby rzucajg kolejno monetg. Wygrywa ta osoba, ktora pierwsza wyrzuci orta. Obliczy¢
prawdopodobienstwo wygrania dla wszystkich graczy. ©odp: p; =4 .p, =2.p;=1)

W urnie znajduje si¢ n bialych i m czarnych kul. Dwaj gracze wyciagaja na zmiang po jednej kuli,
zwracajac za kazdym razem wyciagnieta kule. Gre prowadzi si¢ dotad, dopoki ktérykolwiek z
graczy nie wyciggnie biatej kuli. Obliczy¢, ze pierwszy wyciagnie kule bialg gracz rozpoczynajacy

m+n
)

ere. (Odp. pP= 2m+n

Dwaj strzelcy strzelaja kolejno do celu az do pierwszego trafienia. Prawdopodobienstwo trafienia
do celu przy jednym strzale dla pierwszego strzelca wynosi p; a dla drugiego p,. Znalez¢
prawdopodobienstwo, ze pierwszy strzelec bedzie strzelat wigksza ilo§¢ razy niz drugi.(Odp: P(4)=
pr+(1- p)(1- p2) prt(1- p)*(1- po)’ pr+..= pi/(1-(1- p1)(1- p2).
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Dwaj strzelcy strzelaja réwnocze$nie do celu az do pierwszego trafienia (przez dowolnego
strzelca). Prawdopodobienstwo trafienia do celu przy jednym strzale dla pierwszego strzelca wynosi
p1 a dla drugiego p,. Znalez¢é prawdopodobienstwa wygrania dla obu strzelcow,
prawdopodobienstwo remisu i prawdopodobienstwo, ze gra nigdy sie nie skonczy.(Odp: P(4)=p:(1-
p2)/(1-(1- p1)(1- p2); P(B)=(1-p1)p2/(1-(1- p1)(1- p2)) ; P(C)=pip2/(1-(1- p1)(1- p2)); P(D)=0.

Za pomocg indukcji matematycznej udowodni¢ niero6wnos¢

PU4)23 P(4)- Y P44

1<i<j<n

Zadanie Banacha. Matematyk nosi przy sobie dwa pudetka zapalek po n zapatek w kazdym
pudetku. Kiedy potrzebuje on zapatki wybiera losowo pudetko. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

gdy wybierze on puste pudetko w drugim bedzie » zapatek, gdzie r=0,1,...,n. (Odp: [2";) L)

2211—r-

Prawdopodobienstwo przekazania sygnatu przez jeden przekaznik jest p = 0.9. Przekazniki dzialajg
niezaleznie, tzn. niezadziatanie jednego z nich nie ma wplywu na niezadziatanie drugiego. Obliczy¢
prawdopodobienstwo przekazania sygnatu

a)przy potaczeniu szeregowym dwu przekaznikow, (Odp. p>=0,81)

b)przy potaczeniu rownoleglym. (0Odp. 2p-p*=0,99)

Zbadac¢ ktory z ukladow przedstawionych na rysunku ma wigksza niezawodnos$¢ przy zalozeniu, ze

przekazniki dziatajg niezaleznie i niezawodnos$¢ kazdego z nich jest p.

—{ ~f=

@)

(Odp. Niezawodno$¢ pierwszego ukladu jest rowna Pl = p2(2 - pz) a drugiego PZ = p2(3 -3 p+ pz)
Pl > PZ < pEe (0,%) stad dla p € (0,%) bardziej niezawodny jest uktad pierwszy a dla p € (%,1) bardziej niezawodny jest

uktfad drugi Dla p = % oba uktady maja réwng niezawodnos¢.

Po uplywie pewnego czasu T, kazda komoérka moze zgingé, przezy¢ albo podzieli¢ si¢ na dwie,

odpowiednio z prawdopodobienstwami Y4, Y4, 2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po uplywie
czasu 2T beda dwie komorki, gdy na poczatku byta jedna komorka. (Odp: % )

Przypusémy, ze kazda z n palek zostala ztamana na dwie czgéci — dlugg i1 krotka. 2m czgsci
polaczono w n par z ktéorych utworzono nowe patki. Znalez¢ prawdopodobienstwo a) ze czesci
zostang polaczone w takich samych kombinacjach, w jakich byly przed ztamaniem, b)ze wszystkie
dlugie czeSci beda polgczone z krotkimi czeSciami. (Odp: P(A)=+—+1---11 P(B)=

2n-12n-3 31>

n n=1 .11
2n—1 2n-3 31

Gracz X wymienia liczbe 2 z prawdopodobienstwem ¢ albo 3 z prawdopodobienstwem 1-g¢ .

Podobnie gracz Y musi wymieni¢ jedng z tych liczb. Gdy suma bedzie nieparzysta wygrywa gracz X
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a gdy parzysta wygrywa gracz Y. Jak gracz Y ma postgpowac by zapewni¢ sobie najwigksze

prawdopodobienstwo wygranej, jezeli zna on warto$¢ ¢?

Dwoch ludzi wykonuje po n rzutdw symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obaj

otrzymajq tyle samo ortow? (Odp: 3, Z:(Z)2 )
k=0

W szafie jest 10 par butow. Wylosowuje si¢ 4 buty. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze wsrdd nich
znajdzie Sl@ co najmniej jedna para. (Odp: % przez zdarz. przeciwne- mnozenie prawd. lub losowanie najpierw 4 numeréw
chot

4
CZO

par z 10 a nastepnie po jednym bucie z kazdej pary 1- )

W szafie jest n par butow. Wybieramy z nich 2r (2r<n) butoéw. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze

wsrod nich
. . . 22
a) nic ma ani _]edl’le_] pary (Odp: ”CZ" (losujemy 27 butéw z n lewych butéw na C 5 g sposobow a nastepnie kazdy
2n

but mozemy zostawié, lub wymieni¢ na odpowiadajacy mu prawy na 2% sposobow
AR L. 1 02r-292r-2
b) Zl'la_]dZIC S1€ doktadnie Jedna para. (Odp: % losujemy najpierw numer pary a nastgpnie z n-1 par
2n
butéw losujemy 2r-2 butéw nie do pary)
C2 24 g2

C) znajduy} Sl@ doktadnie 2 pary (Odp: % losujemy najpierw numer 2 par a nastgpnie z n-2 par butow
2n

losujemy 2r-4 butéw nie do pary)

W Kklasie jest 10 dziewczat i 10 chtopcow, ktoérym przydzielono arbitralnie i losowo miejsca w 10

dwuosobowych fawkach. Jaka jest szansa, ze w kazdej tawce bedzie siedziala dziewczyna i

1on22'°

chtopiec, (0dp: ~—5;

(poréwnaj z poprzednim zadaniem)

Rzucono 5 kosci do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej na trzech kosciach odstonig

23
108

si¢ takie same Scianki. (Odp:

Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy 5 rzutach monety orzel odstoni si¢ kolejno co najmniej 3
razy. (Odp: )

Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy 10 rzutach monety orzel odstoni si¢ kolejno co najmniej 5
razy. (Odp. ;)

Rozwiaza¢ powyzsze 2 zadania dla serii jedynek, gdy zamiast monety uzyto kosci do gry.
(Odp: L ,3L?

S0 !

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu parg symetrycznych kostek suma
oczek 8 wypadnie przed sumg oczek 7.( Odp. =

W urnie jest b biatych kul i ¢ czarnych. Wyciagamy je kolejno i odkladamy nie sprawdzajac

koloru. Niech zdarzenie C, polega na wyciagnieciu za n-tym kuli czarnej. Pokazaé, ze

P(C"):b—Jcrc ,gdy n<b+c.

Rzucamy kostka az do pierwszego wyrzucenia szostki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedziemy
rzucaé parzysta liczbg razy? (Odp: % )



34 Wiadomo, ze 4, B, C sa trzema zdarzeniami losowymi takimi, ze P(4)=%, P(B|A) =+,
P(C|AnB)=1, P(AuB)=%, P(C|B)=1+.0bliczy¢ P(4|BNC).

35 Wsrdd n monet k jest asymetrycznych, orzet wypada na nich z prawdopodobienstwem 1/3.
W wyniku rzutu wybrang losowo moneta wypadt orzel. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

ta moneta jest asymetryczna?
36 W miescie dzialaja dwa przedsigbiorstwa taksowkowe: Zielone Taxi
(85% samochodow) i Niebieskie Taxi (15%). Swiadek nocnego wypadku zakoficzonego
ucieczka kierowcy taksowki twierdzi, ze samochdd byt niebieski. Eksperymenty wykazaty,

ze $wiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80% przypadkéw, a myli sig¢ w 20%

przypadkow. Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyla niebieska takséwka?

37 Z badan genealogicznych wynika, zZe kobieta jest no$nikiem hemofilii z
prawdopodobienstwem p. Jezeli kobieta jest nos$nikiem hemofilii, to kazdy jej syn
dziedziczy t¢ chorobe z prawdopodobienstwem 0,5. Kobieta, ktora nie jest no$nikiem

hemofilii rodzi zdrowych synéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze:
(a) pierwszy syn bedzie zdrowy,
(b) drugi syn bedzie zdrowy, jesli pierwszy bedzie zdrowy,
(c) kobieta nie jest nosnikiem hemofilii, jesli dwaj pierwsi synowie sg zdrowi.
38 Wykonujemy 10 kolejnych niezaleznych rzutéw symetryczng moneta.

Niech S, oznacza liczbe ortdéw otrzymang w poczatkowych n rzutach. Oblicz
P(S;=31]8,,=7)0dp(3)

39 Mamy dwoch strzelcow. Prawdopodobienstwo trafienia w cel pojedynczym
strzatlem wynosi dla lepszego z nich 0.8, a dla gorszego 0.4. Nie wiemy, ktory z nich jest
gorszy, a ktory lepszy. Testujemy strzelcoéw poddajac ich ciggowi prob, z ktorych kazda
polega na oddaniu jednego strzatu przez kazdego z nich. Test przerywamy po pierwszej

takiej probie, w wyniku ktorej jeden ze strzelcow trafit, a drugi spudtowal. Nastepnie ten

strzelec, ktory w ostatniej probie trafil, oddaje jeszcze jeden strzal. Jakie jest

prawdopodobienstwo, iz tym razem takze trafi w cel? (Odp. 22)

40 W teleturnieju gracz ma do wyboru trzy koperty, dwie puste, jedna z nagroda pieni¢zng.
Gdy dokona wyboru, prowadzacy otwiera jedng z odrzuconych kopert i pokazuje, ze jest
pusta. Gracz moze w tym momencie zatrzyma¢ wybrang wczesniej koperte lub zmieni¢

wybor 1 wzig¢ pozostala z odrzuconych wczesniej kopert. Ktora strategia jest lepsza?

41 Do poszukiwania zaginionego rozbitka przydzielono 20 helikopteréw. Kazdy z nich mozna
skierowa¢ do jednego z dwodch rejonéw, w ktorych moze, odpowiednio z

prawdopodobienstwem 1/3 i 1/6, znajdowac si¢ rozbitek (z prawdopodobienstwem 1/2 nie

5
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ma go w zadnym rejonie). Kazdy helikopter wykrywa znajdujacego si¢ w danym rejonie
rozbitka z tym samym prawdopodobienstwem p =1—1\0/g 1 niezaleznie od innych

helikopteréw. Jak nalezy rozdzieli¢ helikoptery, by prawdopodobienstwo odnalezienia
rozbitka bylo maksymalne?

W pierwszej skrzynce jest 15 jablek zdrowych i1 5 zepsutych. W drugiej skrzynce jest 14
jabtek zdrowych i 6 zepsutych. Wybieramy losowo jedng ze skrzynek i wyciggamy z niej 3
rézne jabtka. Obliczy¢

(a) prawdopodobienstwo, ze wszystkie wybrane jablka sg zdrowe
(b) prawdopodobienstwo, ze wybrali§my druga skrzynke, skoro wszystkie jabtka okazaty
si¢ zdrowe

Rzucono dwa razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
oczek bedzie wicksza od 8 (4), gdy

a) w ktoryms rzucie wypadnie 5 oczek (B) (Odp: P(4 | B) =)

b) w pierwszym rzucie wypadnie 5 oczek (C)(Odp: A(4|C)=1)

Rzucamy trzema kostkami. Wiadomo, Zze na kazdej kostce wypadia inna liczba oczek. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze a) na zadnej kostce nie wypadta szostka; b) na pewnej kostce wypadia
szostka? Odp a) P(A | B) =343/ = 1 b) P(4'|B)=1-P(A4|B) =1

6-5-4/6°

Gracz dostal 13 kart z 52, obejrzat 8 z nich i stwierdzil, Ze nie ma asa. Jakie jest
Cio

5
Cis

prawdopodobienstwo, ze w ogodle nie ma asa? Odp.

W partii brydza przed licytacjg gracz E widzi Ze nie ma asa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
: CiCss
jego partner ma 2 asy? Odp. ==

13
C39

W partii brydza przed licytacjg gracz E widzi ze ma 8 pikéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
s

jego partner nie ma pikéw? Odp. o

Telegraficzne przekazywanie informacji odbywa si¢ metoda nadawania sygnatow kropka, kreska.
Statystyczne wlasciwosci zaktocen sa takie, ze bledy wystepuja przecietnie w 2/5 przypadkéw przy
nadawaniu sygnalu kropka i w 1/3 przypadkéw przy nadawaniu sygnalu kreska. Wiadomo, ze
ogolny stosunek liczby nadawanych sygnatow kropka do liczby sygnalow kreska jest 5:3. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze przy przyjmowaniu sygnatu a) kropka, b) kreska w rzeczywistosci te
sygnaly zostaly nadane.

W przypadkowych momentach odcinka [0, 7] moga nadej$¢ do odbiornika dwa sygnaty. Odbiornik
zostaje uszkodzony jesli ro6znica w czasie pomigdzy dwoma sygnatami jest mniejsza od ¢ (¢ < T).

Obliczy¢ prawdopodobienstwo uszkodzenia odbiornika w ciggu czasu 7.
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W koto o promieniu R wpisano trojkat rownoboczny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze doktadnie
3 sposrod 4 postawionych na chybit trafit w danym kole punktow bedg lezaty wewnatrz trojkata.
Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba tych punktow wewnatrz trdjkata ?

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze suma dwoch losowo wybranych utamkow wilasciwych
(dodatnich lub ujemnych) jest mniejsza od 1 a wartos¢ bezwzgledna ich rdznicy jest mniejsza niz
1/2.

Na odcinku [0,1] umieszczono losowo punkty L i M. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
a) $rodek odcinka LM nalezy do [0,1],

b) zpunktu L jest blizej do M niz do zera

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pierwiastki rownania x> +2ax + b= 0 sa rzeczywiste dodatnie,

jezeli (a,b) jest losowo wybranym punktem prostokata {(a,b): |a] <2, |b| < 1}.

Na plaszczyznie poprowadzono proste rownolegte odleglte na przemian o 2 i 3. Na plaszczyzne
rzucono losowo monet¢ o Srednicy 1. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta nie bedzie

miata punktéw wspdlnych z Zadng z prostych.

Kawatek drutu o dlugosci 20 cm zgieto pod katem prostym w przypadkowo wzigtym punkcie.
Nastepnie zgieto drut jeszcze w dwoch punktach, tak by utworzyla si¢ ramka prostokgtna o

obwodzie 20 cm . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pole ramki nie przekroczy 21 cm??

Zadanie Buffona. Plaszczyzng podzielono prostymi rownoleglymi odleglymi o 2a. Na plaszczyzne
te rzucamy w sposob przypadkowy odcinek o dlugosci 2/<2a . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

odcinek przetnie jedng z prostych ?

Pani X'i pani Y idgc z domu do biura majg do przebycia pewien wspolny odcinek drogi AB z tym, ze
przebywaja go w przeciwnych kierunkach. Pani X przybywa do punktu A4 za$ pani Y do B w
przypadkowym momencie czasu pomiedzy godzing 7°° i 7* i idzie ze staly predkoscia. Kazda z pan
przechodzi odcinek AB w ciggu 5 min. Obliczy¢ prawdopodobienstwo spotkania si¢ pan X'i Y.

Odcinek o dlugosci 10 cm zostal podzielony w sposob losowy na 3 czgsci . Obliczy¢

prawdopodobienstwo, ze z tych cze$ci mozna zbudowac trojkat.

Punkt X zostat wybrany losowo z odcinka 4B. Pokaza¢ ze
a) prawdopodobienstwo ze iloraz AX /BX jest mniejszy niz a (a>0) jest rowne a/(1+a)
b) prawdopodobienstwo zdarzenia ,,stosunek dtugosci krotszej czgsci do dluzszej jest mniejszy niz

1/3 ” jest rowne 1/2 .

Niech X bedzie losowo wybranym punktem z odcinka (0,4). Obliczy¢ prawdopodobienstwo ze

pierwiastki rownania x* +4X x +X +1=0 s rzeczywiste.
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62
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64
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66

67

68

69

70

Niech X, Y, Z beda losowo wybranymi punktami z przedziatu (0,1). Jakie jest prawdopodobienstwo,

7e pierwiastki rownania Xa’+Ya+Z7=0 sg rzeczywiste.

Punkt losowy (a,b)jest jednakowo prawdopodobny na kwadracie [0,1]* . Niech N bedzie liczba

pierwiastkow rzeczywistych wielomianu %x3 —a’x +b. Wyznaczyé rozktad zmiennej losowej N.
Wiadomo, ze P(4)=0.9 i P(B)=0.8. Wykaza¢, ze P(A|B)>0.875

Test medyczny wykrywa zachorowanie z prawdopodobienstwem 90%, ale tez u zdrowych wskazuje
on (btednie) na chorobe w 0.5% przypadkow. Faktyczny udziat chorych w populacji wynosi 0.08%.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze badana osoba jest faktycznie zdrowa, cho¢ test medyczny

wskazuje, ze jest ona chora ?

Na pietnastu kartkach egzaminacyjnych znajdujg si¢ po dwa pytania, ktore nie powtarzajg sig.
Student jest w stanie odpowiedzie¢ tylko na 25 pytan. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdania

egzaminu, jezeli wystarczy odpowiedzie¢ na dwa pytania z jednej kartki lub na jedno pytanie z
190

pierwszej kartki 1 wskazane pytanie z drugiej kartki. (Odp. 553

Student ma do przygotowania na egzamin 21 tematéw. Z tego opracowat jedynie 15 tematow. W
czasie egzaminu losuje 3 tematy. W przypadku odpowiedzi na wszystkie pytania otrzymuje piatke.
W przypadku gdy odpowie tylko na 2 pytania losuje z pozostatych tematow trzy dalsze tematy i gdy
odpowie na wszystkie pytania otrzymuje czworke, gdy za$ odpowie na 2 pytania otrzymuje trojke.
We wszystkich pozostalych przypadkach otrzymuje ocen¢ niedostateczng. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze tak przygotowany student otrzyma : a) pigtke, b) czworke, c) trojke
d) dwojke.

Wiadomo, ze 96% produkcji jest zgodne ze standardem. Uproszczony schemat kontroli jakosci
przepuszcza przedmioty dobre z prawdopodobienstwem 0.98 a przedmiot wadliwy z
prawdopodobienstwem 0.05. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przedmiot, ktéry uproszczona

kontrola jakosci przepuscita, jest zgodny ze standardem.

Prawdopodobienstwo trafienia do celu przy kazdym strzale dla trzech strzelcow sa odpowiednio
rowne 4/5 , 3/4 , 2/3 . Wszyscy trzej strzelcy rownocze$nie strzelili do celu i dwoch z nich trafito do

celu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze chybit trzeci strzelec .

Z pretow w ksztalcie walca o $rednicy 27 zbudowano krate o oczku w ksztalcie prostokata o
wymiarach a , b (mierzonych od osi pretow). Jakie jest prawdopodobienstwo trafienia w krate
kulka o $rednicy d dostatecznie malej w stosunku do oczka kraty, przynajmniej raz w trzech
probach, jezeli trajektoria lotu jest prostopadla do ptaszczyzny kraty.

Zmienna losowa X ma rozklad prawdopodobienstwa postaci:

Xi -3 -1 3 5
Di 0.1 0.2 0.5 0.2




Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej U, jesli:
U=2X+3b)U=X>c)U=X"-5.

71 Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang, mediang, kwantyl x,3; wariancj¢, odchylenie standardowe,
odchylenie przecigtne, wspotczynnik zmienno$ci, drugi i trzeci moment zwykly, trzeci moment

centralny, wspofczynnik asymetrii zmiennej losowej X.

72 Zmienna losowa X ma rozklad:

X 2 -1 2 5
p; 0.3 0.1 0.2 0.4

Wyznaczy¢ dwoma sposobami warto$¢ oczekiwang i1 wariancj¢ zmiennej losowej U=2X-3
a) znajdujac najpierw rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej U oraz

b) korzystajac z odpowiednich wlasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji.

73 Wyznaczy¢ stalg a tak, aby funkcja

0 dla x<1
F(x)= 2(1—1) dla 1<x<a
X

1 dla x>a

byla dystrybuanta ciaglej zmiennej losowej X. Obliczy¢ P(-1 < X < 1.5) i zinterpretowac je za
pomoca wykresu funkcji gestosci.

74 Wykazac, ze funkcja P 18 (R) — [0, ) zdefiniowana wzorem :

LlAn[o))], gdy-1edi2eA
JAAn[on|+L, gdy-ledi2e4
iAo +L, edy-1gAdi2e 4

1AN[0])|+2%, gdy-ledi2e4d

P(4)

jest rozktadem prawdopodobienstwa na prostej R. Wyznaczy¢ dystrybuante tego rozktadu.

75 Udowodni¢, ze funkcja F: R — [0,1] zadana wzorem

0, gdyx<-1
1 — <
Flx) = 3(x+1),2 gdy —1<x<0
24+1x7,gdy0<x<1

I, gdyx>1

jest dystrybuanta pewnego rozkladu prawdopodobienstwa na prostej R. Wyznaczy¢ funkcje

prawdopodobienstwa czesci dyskretnej i gestosci czgsci ciaglej tego rozktadu.



76 Udowodni¢ ze funkcja F: R — [0,1] zadana wzorem
se', gdy x<0
F(x)=q3+73x, gdy 0<x<lI
I, gdyx=1

jest dystrybuantag pewnego rozkladu prawdopodobienstwa P na prostej R. Wyznaczy¢ funkcje
prawdopodobienstwa czesci dyskretnej i ggstos¢ czesci ciaglej tego rozktadu. Obliczy¢ P ([-1,1/2))
oraz P ((-1/2,3)).

77 Amplituda X kolysania bocznego (wokot osi podluznej) statku jest zmienng losowa o gestosci

XZ

prawdopodobienstwa £ (x) =U—)‘2e7§, x>0. Znalez¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej
losowej X . Obliczy¢, czy jednakowo czesto wystepujg amplitudy wicksze i amplitudy mniejsze niz
EX).

78 Dany jest rozklad zmiennej losowej X postaci P* =0,2 0,4 +035,, + f-1, gdzie

f(x) =ae™a | oznacza miare Lebesgue’ana R .

a. Wyznaczy¢ dystrybuantg tego rozkfadu i naszkicowac jej wykres

[aP* =1 = 02+03+afedx=1 = a=1.
R

R

X

1 e . <_4
4.[6 dt ; x< Lot x<—4
—o0
1
4

e
r 24+le";-4<x<0
F) =14+ [eldr;~4<x<l F=1 ° *° *

Bti(l-e");0<x<1

(wersja lewostr. cg.)

X 75 1 -xy .
%+%Ie""dt;x>l o ty(I—e™);x>1
—00
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
Z 05
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0
6 -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6

X

b. Obliczy¢ P(X >0) 1 P(-0,5< X <2)

P(X>0)=1-P(X<0)=1-F(0,)=0,55
P(-05< X <2)=F(2)-F(-0,5,)=3-1(e? +e*)=0,6145

10
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79

80

81

82

&3

X+2, dlaX <-2
Niech Y =<0, dla —2< X <0. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Y .
4X, dlaxX >0

Najpierw wyznaczymy dystrybuant¢ zmiennej losowej Y .

le?? y<2
F(y-2);y<0 |wti¢ 5-2<y<0
Fy(y)=P(Y<y)={ Y - R
(7):y>0 m—get0<y<4
-y
l-Jet;y>4
107
09r
0,8
0,7t
0,6
%0,5-
0,41
03r
02r
0,1
0,0 .
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Stad uzyskujemy rozktad P .

-y
P' =028, +0,25(1—¢ )5, +0,35,, + (i e, () + e 1, ( y)j |l

Prawdopodobienstwo wykrycia awarii przewodéw w ciggu czasu nie wigkszego niz ¢ jest
p(t)=1—e*, 1> 0. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje czasu T potrzebnego na wykrycie

awarii.

Punkt materialny M porusza si¢ ze stalg predkosciag po okrggu o promieniu » . Niech P bedzie
ustalonym punktem okrggu a X odlegloscia punktu M od punktu P . Znalez¢ E(X) i M(X).

Predkos¢ X czasteczek gazu ma rozkltad (Maxwella) o gestosci prawdopodobienstwa flx) =
CPe™™ x>0, h - ustalone. Wyznaczy¢ statg C oraz E(X) i V(X).

Predkos¢ X czasteczek gazu ma rozklad (Maxwella) o ggstosci prawdopodobienstwa

2

f(x)= x/%)czefx7 , x 2 0. Wyznaczy¢ rozktad energii kinetycznej Y = ’”—)2(2 oraz E(Y) 1 ().

Wyrazi¢ moment centralny £ przez momenty zwykle i moment zwyczajny m; przez momenty

centralne i przez warto§¢ oczekiwang m; .

11
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&5

86

87

88

&9

90

91

92

93

94

Przez punkt (0,2) poprowadzono prosta w losowo wybranym kierunku. Znalez¢ rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X bedacej odcigta punktu przecigcia tej prostej z osig OX.

Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (-m,m) . Wyznaczy¢ rozktad zmiennej

losowej Y= sin X .

Zmienna losowa X ma rozklad z rosnaca ciagla dystrybuanta Fx(x). Znalez¢ rozklad zmiennej
losowej Y= Fx(X).

Niech X oznacza czas oczekiwania na pierwszy sukces w nieskonczonym ciagu niezaleznych prob
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p. Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej

losowej X oraz wyznaczy¢ E(X) 1 N(X).

Prawdopodobienstwo tego, ze dorosty owad zniesie & jajeczek jest dane przez rozktad Poissona o
parametrze A.Prawdopodobienstwo tego, ze z jajeczka rozwinie si¢ dorosty owad, wynosi p.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze owad ma doktadnie £ dorostych potomkow, £=0,1,2,...(Odp:

Rozktad liczby potomkdéw jest rozkladem Poissona z parametrem pA).

Krupier rzuca symetryczng monetg do chwili, gdy wypadnie orzet. Gdy orzet wypadnie w k-tym
rzucie, krupier wyptaca 2* ztotych, ale gdy orzel nie wypadnie po sze$ciu rzutach gracz placi s

zlotych 1 gra si¢ konczy. Ile powinna wynosi¢ oplata s aby gra byla sprawiedliwa?

Rzucamy 3 razy symetryczng kostka do gry. Jezeli wypadnie k£ razy parzysta liczba oczek, to
wygrywamy 2k ziotych, gdzie £k=0,1,2,3. Ile powinna wynosi¢ oplata za gre, aby gra byla

sprawiedliwa, tzn. warto$¢ oczekiwana wygranej byla rowna zeru.

Automat ustawiony na pozycji u produkuje watki, ktorych srednica ma rozktad normalny N(u, o)
gdzie 0=0.05. Watek uwaza si¢ za dobry, gdy jego srednica X miesci si¢ w przedziale (20.15,
20.25). Jak powinien by¢ ustawiony automat, aby prawdopodobienstwo wyprodukowania braku
bylo najmniejsze? Jaki procentowo udzial w calej produkcji beda miaty braki naprawialne
(X>20.25), a jaki nie naprawialne (X<20.15), jezeli automat ustawiono pomytkowo na pozycji
1=20.23.

Wyznaczy¢ dystrybuantg rozktadu jednostajnego w:
a) trojkacie Ty == { (x,y) e R*|0<x<1,y<l=x},

b) trojkacie Tb == { (x,y) e R* | 0<x<1,lx<y<1}

Zmienne losowe X i Y sa niezalezne i majg ten sam rozklad jednostajny na przedziale (0, 1).

Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z=X+Y . Znalez¢ E(Z) 1 V(Z).

Zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne i majg ten sam rozkltad N(O, 1). Znalez¢ rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z=-/X? +Y? . Znalez¢ E(Z) i V(Z).

12
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96

97

98

99

Wyznaczy¢ rozklad ilorazu dwoch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(0,1).

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o rozktadzie normalnym N(0,0,1,1,0).
1 1—,02

ﬁ(l—2pz+zz) ’

Wykaza¢, ze zmienna Z=Y/X ma rozklad o funkeji ggstosci f(z) =

Wykaza¢, ze zmienna losowa U =7 ma rozklad jednostajny na przedziale [0,1], gdy X'i Y sg

niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie wyktadniczym.

Zmienna (X,Y) ma rozktad o funkcji ggstosci fix,y)=x+y , 0<x<1, 0<y<l Wyznaczy¢ rozklady
zmiennych a) X+Y, b) X-Y, ¢) XV, d) Y/X . (Rohatgi str486)

Zmienne losowe Xj,...,X, sg niezalezne i maja ten sam rozklad o dystrybuancie Fy. Znalez¢ rozklad

prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y=max(Xj,...,X,).

100 Zmienne losowe Xj,...,X, sa niezalezne i majg ten sam rozktad o dystrybuancie Fy. Znalez¢ rozktad

prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y=min(Xj,...,X,).

101 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozkltad o funkcji ggstosci flx,y)=cxy, dla 0<x<y<I.

Wyznaczy¢: a) stala c,
b) wspotczynnik korelacji pyy) zmiennych X i Y. Czy zmienne X i Y sa niezalezne?
c) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzglgdem X (wykres),
d) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres).

102 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad o funkcji gestosci f(x,y)=c(x+y), dla 0<x<I,

0<y<1-x. Wyznaczy¢:

a) stala c,

a) wspotczynnik korelacji pix vy zmiennych X1 Y. Czy zmienne X i1 Y sa niezalezne?

b) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres), c)
prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres).

103 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad jednostajny na {(x,y): x*+°<1, x>0, y>0}.

Wyznaczy¢ : a) wspolczynnik korelacji pxy zmiennych X i Y. Czy zmienne X i Y sa niezalezne?
b) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej Y wzgledem X (wykres),
c) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej Y wzgledem X (wykres).

104Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad zadany funkcjg gestosci

—x(1+y)
xe , x>0, y>0 ,
Y Wyznaczy¢ :

fi (x,y)= .
e 0, w pozostatych przypadkach

a) wspotczynnik korelacji pix vy zmiennych X1 Y,
b) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres),
c) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej Y wzgledem X (wykres).

13



105 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad zadany funkcja gestosci
f(x,y)(an’) = {

a) rozktady brzegowe zmiennych X'i Y - czy zmienne X i Y sg niezalezne?,

b) rozktady warunkowe XY i Y|X,

-, O0<y<x<oo )
¢ e . Wyznaczy¢ :
0, w pozostalych przypadkach

c) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres),
d) P(X-Y>2|X=10), P(X-Y>2|1<X<10).
106 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozktad zadany funkcja gestosci

1 O<x<y<l

firn(x,p)= y’ . Wyznaczy¢ :
en 0, w pozostatych przypadkach

a) rozktady brzegowe zmiennych X'i Y - czy zmienne X i Y sg niezalezne?,
b) rozktady warunkowe X|Y 1 Y|X,
c) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres?)

d) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres).
107 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozktad zadany funkcja gestosci

24y(1-x) , O<y<x<l

S (%)= { Wyznaczyé :

0, w pozostatych przypadkach -

a) wspotczynnik korelacji px y) zmiennych X1 Y,
b) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres),
c) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej Y wzgledem X (wykres).

108 Dwuwymiarowa dyskretna zmienna losowa (X, ¥) ma rozktad

YX -1

(.

[} [y} [}

Bl Bl | o [BM] o
S
(=]

W=D
2|~

L
20

Wyznaczy¢:  a) wspolczynnik korelacji pxy zmiennych X 1 Y. Czy zmienne X i Y sa niezalezne?
b) lini¢ regresji pierwszego rodzaju zmiennej Y wzgledem X (wykres),
c) prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X (wykres),
d) rozktad zmiennej losowej R=~/ X * + Y? ,
e) warunkowy rozklad zmiennej X pod warunkiem R=1

1 2 1
109 Zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozkltad N(m,V), gdzie m={ J ,V={ }

Wyznaczyc¢ : a) funkcje gestosci f{x,y),
b) wspotczynnik korelacji oy v ,
c) rozktad X pod warunkiem X+Y=1.

14



0 4 0 -1
110 Zmienna losowa (X,Y,Z) ma trojwymiarowy rozktad N(m,X), gdzie m=|0|, 2= 0 4 0
2 -1 0 4

Wyznaczyc¢ : a) funkcje gestosci f(x,y,z),
b) wspodtczynnik korelacji oz ,
¢) P(-1<X < 2|Y-Z=1).

111 Odcinek [0, 1] tamiemy losowo na dwie czesci, nastgpnie wigksza czgs¢ famiemy losowo na dwie.
Punkty lamania majg rozklad jednostajny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze z otrzymanych

odcinkéw mozna zbudowac trojkat.

112Rzucamy 10 razy symetryczna moneta. Niech X oznacza aczng liczbe ortow a Y liczbe ortow w 4
pierwszych rzutach. Obliczy¢ E(X]Y) (Odp. E(X|Y)=Y+3)

113 Zatozmy, ze X;, Xz s niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym E(X,)=
i=1,2. Niech Y=min(X}, X; ). Wyznaczy¢ E(Xi|Y). (Odp. E(X, |Y)=Y +5-).

L
A b

114 Zatézmy, ze Up,U,...,U, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie

jednostajnym na przedziale [0,1].Obliczy¢ warunkowa wartos¢ oczekiwang E(max{Uy,U,,...,U,|Up).

n+U{"!

(Odp. Wskazowka max{Up,U,...,U,)= max{Uy, max{Uy,...,U,))

n+l

115 Rzucamy symetryczng monetg tak dtugo az w dwdch kolejnych rzutach pojawig si¢ "reszki". Oblicz

wartos¢ oczekiwanq hCZby wykonanych rzutow. (Odp. 6 ) Warunkowanie wynikiem pierwszego rzutu

116 Zatozmy, ze X1, Xa,..., Xu,... 3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na

przedziale [0,1] (ozn. U[0,1]), zas N jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem A

X5 X)), gdyN>0 .
(ozn. P(1)) niezalezng od X, Xj,..., X,,... Niech M = {max( 10 4 )Ng (})/ . Oblicz E(M).
, Ay N =

(Odp. E(M)=E(E(M |N))=E(L)=1+1(1-e7)).

117 Zmienne losowe N i X sg niezalezne i majg rozktady prawdopodobienstwa dane nastepujacymi
wzorami: P(N=n)=2",n=12,...; P(X >x)=2"",x>0. Obliczy¢ P(X>N). (Odp: %)
118 Zatozmy, ze dla danej wartosci ® = @, zmienne losowe Xi,...,X,,...sa warunkowo niezalezne i

maja dwupunktowy rozktad prawdopodobienstwa: P(X, =1|0)=6 , P(X,=0]0)=1-6.

Zmienna losowa ® ma rozkltad jednostajny na przedziale [0,1]. Niech N=min{n: X,=1}. Obliczy¢

1
n+2 )

P(N =n+1|N >n) dlan-0,1,2,... . (Odp:

119 Niech X;, X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie. Pokazaé, ze

V(Xl ‘Xl +X2):E(X12 ‘Xl +Xz)_E2(X1 ‘Xl +X2)
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120 Niech Xj, Y1, X5, Ya,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na

przedziale (0,1). Niech f': [0,1]— [0,1] bedzie funkcja mierzalna, Z; =1,y .y, . Udowodni¢, ze

n 1

lim%ZZi =.[f(x)dx p.n.

n—»0 i1 0

121 Owad sktada X jajeczek zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem A , a owad z jajeczka wylega
si¢ z prawdopodobienstwem p , niezaleznie od innych. Znalez¢ $rednig ilo$¢ potomkow. (Wykorzystac

warunkowg warto$¢ oczekiwang).

122 Zmienne losowe X i Y sa niezalezne i maja rozktad N(0,1). Znalez¢ funkcje charakterystyczna

zmiennej XY,

123 Niech (Q, B ,u) bedzie przestrzenig probabilistyczna przy czym p jest rozkladem N(m,1). Niech

J bedzie podciatem symetrycznych zbiorow borelowskich a v obcigciem miary p do 5. Wyznaczy¢
(o ile istnieje ) 4=

124 Zmienne losowe X;,X,,... sa niezalezne i maja ten sam rozklad o E(X;)=0 i
_ roo. Xi+-+X, d
V(X1)=1.Wykaza¢, ze —m—>N(O,1).
125Zmienne losowe X;,X,,... sa niezalezne 1 maja t¢ sama funkcj¢ charakterystyczng ¢.
Zmienna losowa N jest od nich niezalezna i ma rozklad Poissona. Wyznaczy¢ funkcje
charakterystyczng losowej sumy Y=X,+...+Xy . Zakladajac, Zze ¢ jest dwukrotnie
rozniczkowalna w 0 znalez¢ E(Y)i V(Y).

126 Wykaza¢, ze gdy zmienna losowa X ma rozklad Poissona o parametrze A, to

X, -4
i/z 5y v » 2dy A—oo. (Wskazowka-wykorzysta¢ funkcje charakterystyczne).

[x—m|

127 Wyznaczy¢ funkcjg charakterystyczna rozkladu Laplace’a o gestosci  f(x) =5-e * .

128 Zmienne losowe Xj, Xp,... s niezalezne i X; ma rozklad Poissona o parametrze A, = 1/2% (k=

1,2,...). Zbada¢ czy dla ciagu X; zachodzi prawo wielkich liczb.

129 Zmienne losowe Xj, X5,... sa niezalezne i X; ma rozktad normalny N(0, x/; ) dla k=1,2,... Zbada¢
czy dla ciagu X, zachodzi prawo wielkich liczb.

130 Niech X, bedzie zmienng losowa przyjmujaca z jednakowym prawdopodobienstwem jedng z dwoch
wartodci k* 1 —k*. Przy jakim s zachodzi prawo wielkich liczb dla $redniej arytmetycznej ciagu
Xi,...,X ,...takich niezaleznych zmiennych losowych.

131Po terenie miasta jezdzi 1000 samochodow. Prawdopodobienstwo wezwania pogotowia
technicznego przez jeden samochod wynosi p=0.002. Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(A4)
wezwania pogotowia przez ktorykolwiek z samochodow zakltadajac, ze wezwania sg zdarzeniami

niezaleznymi. Poda¢ wynik dokladny i1 przyblizony uzyskany z aproksymacji rozktadu
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dwumianowego rozktadem Poissona. Oszacowac teoretycznie btad tego przyblizenia i sprawdzi¢
jego dokladno$¢ w rozwazanym przypadku. (Odp. dokt. P(4)=0.864935; przybl. P(4)=0.864665,
oszacowanie btedu: btad <0.004.)

132 Tekst broszury zawiera 100000 znakow. W trakcie pisania kazdy znak moze zosta¢ biednie
wprowadzony z prawdopodobienstwem 0.001. Z kolei redaktor znajduje kazdy z bledow z
prawdopodobienstwem 0.9, po czym tekst wraca do autora, ktéry znajduje kazdy z pozostatych
btedow z prawdopodobienstwem 0.5. Jaka jest szansa, ze po obu korektach broszura begdzie
zawierata nie wigcej niz 3 bledy. (Odp. p=0.26503+0.00025)

133 Grupa studentéw rozwigzuje test skladajacy si¢ ze 100 pytan. Na kazde pytanie mozliwe sa 4
odpowiedzi. Od ilu poprawnych odpowiedzi poczawszy powinno si¢ stawia¢ oceng¢ pozytywna,

jezeli prawdopodobienstwo zdania egzaminu przy udzielaniu odpowiedzi na chybil trafit nie

powinno by¢ wieksze niz a) 0,1 b)0,01.(Odp a) prog > 30,5, b) prog > 35,07)

134 Waga pasazeré6w samolotow jest pewna zmienng losowa o wartosci oczekiwanej 4=70 kg i
odchyleniu standardowym ;=8 kg . Takze catkowity cigzar bagazu pasazera (tzn. tacznie z
bagazem recznym) jest zmienng losowa o wartosci oczekiwane] =21 kg i1 odchyleniu
standardowym o,=5 kg . Zakladajac, ze powyzsze zmienne losowe sg niezalezne obliczy¢

prawdopodobienstwo, ze 292 osoby tacznie z bagazem nie waza wigcej niz 26500 kg .

135 Wiamywacz -amator postuguje si¢ kluczem do wlasnego mieszkania jako wytrychem. Udaje mu si¢
w ten sposOb otworzy¢ jedne drzwi na sto. Przyjmijmy ze zysk z kazdego udanego wlamania
wynosi 5 000 zt. Ile mieszkan musi odwiedzi¢ ten zlodziej, aby z prawdopodobienstwem co

najmniej 0.9 uzyska¢ sume przekraczajacg 200 000 zt.

136 Kazda ze 100 pracujacych maszyn jest wlaczona w ciagu 80% calego czasu pracy a wlaczenia i
wylaczenia sg losowe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w przypadkowo wybranej chwili jest

wlgczonych wigcej niz 70 ale mniej niz 86 maszyn.

137 Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 w pojedynczym doswiadczeniu wynosi p = 0.1 . Znalez¢ liczbg
do$wiadczen n aby z prawdopodobienstwem co najmniej 0.9 liczba pojawienia si¢ zdarzenia 4 byla

nie mniejsza niz 10.

138 Towarzystwo ubezpieczen wzajemnych ma rezerwe 1000 zt z poprzedniego roku. W biezacym roku
stu klientow wplaca po 100 zt ubezpieczenia. W przypadku $mierci ubezpieczonego firma wyptaca
4000 zt. Prawdopodobienstwo $mierci kazdego z klientow jest jednakowe i réwne 0.01. Zalézmy,
ze przypadki zgonoéw sg niezalezne od siebie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze firma nie bedzie

wyplacalna w danym roku?

.....

100
Ax)=4x(1-x") dla 0<x < 1. Obliczy¢ P(50< Y X, <60).
i=1
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.....

100
f)=12x(1-x) dla 0<x< 1. Obliczyé P25< Y. X, <35).

i=1

141 Komputer dodaje 1200 liczb rzeczywistych z ktorych kazda zaokragla do najblizszej liczby
catkowitej . Zaktada si¢, ze bledy zaokraglen sg niezalezne i majg rozklad jednostajny na odcinku

(-0.5, 0.5). Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze blad w obliczeniu sumy nie przekroczy 10.

142 Aby stwierdzi¢ jak wielu wyborcéw popiera obecnie partic ABC losujemy probke i na nigj
przeprowadzamy badanie. Jak duza powinna by¢ ta probka aby uzyskany wynik roznit si¢ od
rzeczywistego poparcia dla partii ABC nie wigcej niz o b=3% z prawdopodobienstwem 1-0=0.95.
Jaki bedzie wynik jezeli przed losowaniem probki mamy czeSciowa informacje, ze poparcie dla
ABC nie przekracza 20%? ( Odp. 1068; 683)

14308miot (S. Lem, Dzienniki gwiazdowe) porusza si¢ skokami na przemian w przéd i w
tyl. Skoki sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym, przy czym
skoki w przod majag S$rednio Im a skoki w tyl $rednio 25cm. Obliczyé
prawdopodobienstwo, ze os$miot po wykonaniu 400 skokoéw oddali si¢ od punktu

startowego o 180m lub wigce;.

Rozw. Oznaczenia

X, -wielkos¢ skoku w przéd

X, - wielko$¢ skoku w tyt

Y =X, — X, -przemieszczenie po jednej sekwencji skokow
— _ _3

EY—EXP - EX, —1—%—;
— _ _1

VY =VX,+VX, =1+ =1

Skoro O$miot wykonal 400 skokéw na przemian w przéd i tyl. to wykonat 200 sekwencji skokow

Y Yo -
200 200 200

P(DY,|2180)=1-P(| Y Y,|<180) =1— P(-180—150 < > (¥, — EY,)< 180 —150) =

i=1 i=1 i=1

330 1 ¥ (Y —-EY) 30
=1-P( < : =< )=
{20017 200 Z‘ JY, 20017
200 Y —EY
1- P(-22,6 < ! it D 2,06) ~ 1— Fy,,(2,06) ~ 0,02

ho % g

144 Niech X;,X3,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach Poissona X,~
P(j) . Sprawdzi¢, czy dla tego ciagu zachodzi CTG

(Wsk. Tw. o dodawaniu i funkcja charakterystyczna)
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145 Niech X1,X,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkltadach P(X=1)=p,
. n . . l < .
P(X,=0)=1-p;.. pokazac¢, ze gdy szereg Zk:l Prq, jest rozbiezny, to C_Zk=1 (X, —m;), gdzie

C =, Z=1 G,f zbiega wg rozkladu do zmiennej losowej o rozktadzie N(0,1).

n

(Wsk. Sg speknione zat. tw. Lapunowa.)

146 Zmienne losowe [,b,... i X1,X5,... sa niezalezne. Kazda ze zmiennych /; ma taki sam rozklad
prawdopodobienstwa: P(I=1)=p, P(I~0)=1-p. Kazda ze zmiennych X; ma taki sam rozklad
prawdopodobienstwa taki, ze E(X)=u i V(X)=c >. Niech S,=>1X oraz K,=>1,.

i=1

i=1

. L . . S, -K
Wyznaczy¢ granice (w sensie zbieznosci wg. rozkladu) lim — nt

s n
27=1 Ii (X[ - lu) 27=1Yi

(Wskazowka = E(Y)=01i V(Y)=pc>.

Jn Jn

147 Zmienna losowa Y, przyjmuje z prawdopodobienstwem p,  warto$¢ X, gdzie X jest

zmienng losowa o rozkladzie N(0,1) a z prawdopodobienstwem 1-p, wartos¢ U, ,
gdzie U, jest zmienng losowg o rozkladzie N(0,7) prze czym r, - o a p, —> p. Dla
jakich pzmienna losowa Y, zbiega stabo (tzn. wg dystrybuant) do pewnej zmiennej
losowej

Rozw. Wyznaczymy najpierw dystrybuante zmiennej Y,

Fy(»)=PX, <y)=PX,<y|Y,=X)P(Y,=X)+P(Y,<y|Y, =U,)P¥,=U,)=

=p.EyvonM+1-p, )FN(O,,”z)(J’) =p.EyonM+1-p, )FN(0,1)(Ti)
Dla dowolnego ustalonego ) obliczamy
li_r)EFY" »= pFN(o,1)(y) +(1- p)FN(O,l)(O) = pFN(o,1)(y) +(1- p)% =F(y)

Widag, ze jedynie dla p =1 graniczna funkcja F(y) = pFy. (y)+ (1= p)5 jest dystrybuantg
rowng Fy 1, (»).Dla p<1 limF(y)=p+(1-p)L ==L+ <1 wigc F(y)nie jest dystrybuanta.

— 7
n k

148 Wykaza¢, ze lime™ " o_1

=2
n—o s kl

Rozw. Rozwazmy cigg niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z parametrem A =1,
czyli 9(1). Oczywiscie E(X;)=11 V(X,)=1.Z tw o dodawaniu dla rozkladu Poissona wynika, ze

zmienna Y = Z X, ma rozktad Poissona z parametrem A=n, czyli 9(n).
i=1

n k n ok

Wobec tego P(Y <n)= Z P(Y =k) :Z%e—" - Nasze zadanie obliczenia granicy lime™)’ ’L'
k=0 k=0 K- e o £

sprowadza si¢ wiec do obliczenia
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lim P(Y <n)=1limP()_ X, <n)= limP(Z(Xi —E(X)< oj =
n—>0 n—x0 in1 n—>0

i=1

X, -EX) RE ~ 1
—g;ngop{; T \/nV(Xi)]—{CTG}—Ewo,l)(o)—2

149 B

Zadania z aktuariatu

1.

4,

Urna zawiera 5 kul o numerach: 0, 1, 2, 3, 4. Z urny ciaggniemy kule, zapisujemy numer i kulg
wrzucamy z powrotem do urny. Czynnos$¢ t¢ powtarzamy, az kula z kazdym numerem zostanie

wyciagnieta co najmniej raz. Oblicz warto$¢ oczekiwana liczby powtorzen. (Odp. +21).

Rozw. Fakt- warto$¢ oczekiwana czasu oczekiwania (mierzonego liczba prob) na sukces w
probach Bernoulliego jest rowna odwrotnosci prawdopodobienstwa sukcesu.

Oznaczmy N, -liczba prob aby uzyska¢ dowolny dotychczas nie uzyskany wynik

1)
_J’_
|
|
—
w
~

5 5
Liczba powtérzen N =Y N, . Stad E(N)= Y E(N,) =
i=l 1

5
i=1 i=1

5 54,545
6—i_5+4+3+2

Dysponujemy 5 identycznymi urnami. Kazda z nich zawiera 4 kule. Liczba kul biatych w —i tej
urnie jest rowna i-1, gdzie i= 1,2...,5,pozostate kule sg czarne. Losujemy urne, a nastepnie
ciggniemy z niej jedna kule 1 okazuje si¢, Ze otrzymana kula jest biala. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze ciagngc druga kule z tej samej urny (bez zwracania pierwszej)
rowniez otrzymamy kule biata. (Odp. 2).

5
> P(BB,|Nr=1)P(Nr=i) s
Rozw. P(B, | B)) = PJ(DB;Bz) =L =3 43 4 =§
B) S pB | N =)P(Nr=i)

i=1

Cyfry 1, 2, 3, ..., 9 ustawiamy losowo na miejscach o numerach 1, 2, 3, ..., 9. Niech X bedzie
zmienng losowa réwna liczbie cyfr stojacych na miejscach o numerach rownych cyfrom. Oblicz
wariancj¢ zmiennej losowej X .(Odp. 1).

1 ,i —ta cyfrana swoim miejscu
Rozw. Oznaczmy X, = ) . ) .
0 ,i—ta cyfranie na swoim miejscu

9
X=X, X,~BlLY=EX,)=1, Cov(X,,X,)= E(X,X,) - E(X,)E(X,).
i=1

9
V(X)=DV(X)+D Cov(X,,X,) =9V (X,)+9-8Cov(X,,X,) =945 +9-8(5 —+4) =1
i=1

9-8 99
i#]j

Niech X1 Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach wykladniczych, przy czym

X : :

E(X)=41 E(Y)=6.Rozwazamy zmienng losowa Z = Tiv Obliczy¢ mediang rozktadu
+

zmiennej losowej Z . (Odp. 0,4).
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Rozw. F,(z)=P(Z<z)=P(#5<z)=P(Y >==X)=52dla 0<z<I. Stad
F,(z)=t=2z=04.

Wylosowano niezaleznie 15 liczb z rozktadu symetrycznego ciaglego i ustawiono je w ciag
wedhlug kolejnosci losowania. Otrzymano 8 liczb dodatnich (kazdg z nich oznaczmy symbolem
a) 1 7 uyjemnych (kazdg z nich oznaczmy symbolem b). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
otrzymano 6 serii, gdzie serig nazywamy ciag elementéw jednego typu, przed i za ktérym
wystepuje element drugiego typu, na przyktad w ciagu: aaabbbbaabbbbba jest 5 serii (3 serie
elementoéw typu a i 2 serie elementow typu b).

(Odp. +55).

Rozw.

o [le jest roznych 15-elementowych ciggdw o 8 elementach a i 7 elementach b - C185 (nalezy
wybra¢ miejsca dla elementow typu a)

e Na ile sposobé6w mozna podzieli¢ 8 elementow na 3 niepuste podzbiory- C72 nalezy wybraé 2
miejsca podzialu pomigdzy 8 elementami- jest 7 miejsc. Podobnie zbior 7 elementowy mozna podzieli¢ na C 62 sposobow na 3
niepuste podzbiory

_209C¢ _ 14

o P(A)= o

=143 uktadamy kolejno 6 podzbioréw na przemian zaczynajac od zbioréw typu a lub b.

Zalbézmy, ze zmienne losowe maja taczny rozktad normalny taki, ze E(X) =1,
EXY)=0,V(X)=2,V(Y)=9,Cov(X,Y)=3.Obliczyé¢ Cov(X*,Y?).(Odp. 18).

ks )
Rozw. ~N , =SX|Y~N(1+1iY,1),
Y 013 9

Cov(X*,Y) = E(X°Y)—EXHEXY*)=EXY)-V(X)+E* X))V (Y)+E*(Y))
=E(X°Y)-2+1DO+0)=E(X°Y*)-27=18+27-27=18
E(X*Y?) = E[E(X?Y? |Y)] = E[Y* - E(X? | Y)] = E[Y*-(V(X | V) + E*(X | V)]
=E[Y’(1+(1+1Y)]=2EQX)+2EX)+LEXY*=2-9+2-0+1-3-9 =18+27

W urnie znajduje si¢ 20 kul: 10 biatych i 10 czarnych. Losujemy bez zwracania 8 kul, a
nastgpnie z pozostatych w urnie kul losujemy kolejne 6 kul. Niech S;oznacza liczbe

wylosowanych kul biatych wsrdéd pierwszych 8 wylosowanych kul, a S, liczbg kul biatych
wsrod nastgpnych 6 kul. Oblicz Cov(Sy, S + S;) . (Odp. %).

Rozw. W urnie jest b =10kul bialych i ¢ =10 czarnych. Losujemy bez zwracania
n < b+ ckul. Niech K oznacza liczbg wyciagnigtych kul biatych. Oczywiscie
J— 1, w i - tym losowaniu wylosowano kule biat
P(K =k) =5 Niech K = ) 4 . Y w1 . Wowczas
Chre 0, w i - tym losowaniu wylosowano kulg czarng
K=YK,.
i=1

P(K, =1) =2 -dowdd kroku indukcyjnego

b+c
P(K; =)= P(K, =1| K, , =D)P(K, , =)+ P(K; =1| K, , = 0)P(K|_, = 0)

— b1 b b ¢ _ _bbtel) _ b
b+c—1 b+c b+c—1 b+c (b+c—1)(b+c) b+c
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K,~B(,5%),i=1,--,n ale K, nie sa niezalezne. Oczywiécie E(Ki) L V(K) =525
Con(K,.K,) = Cov(K, . K,) = E(K,K,) = E(K)E(K,) = g hcly b= e

S8=2Ki,S6=ZKi,
Cov(Sy, S + ;) = Cov(ZK ZK) Cov(ZK,,ZK)wov(ZK,,ZK)—

i=1 i=1 i=1 i=9

1> 12

(b+c)? (b+c NERE

Zalozmy, ze niezalezne zmienne losowe X ,..., X maja rozklady wyktadnicze o wartosciach

)

I’l+l’l

1 . .
oczekiwanych rownych E(X,) =-, i=1,...,n. Obliczy¢ P(X, = min{X,,...,X,}).(Odp
i

Rozw.
P(X, =min{X,,...X,}) = P(X, - X; >0,.,X, - X, >0) =

J'P(X2 — X, > 0,0, X, — X, >0 X, =0) fy, ())dt) =

J' P(Xy > 1y X, > 1) fiy, (D)) = J' H(l Fy (0/fyx, (t)dt IHe e ldr =

0 i=2 0 i=2
o0 o0 ( 1)
n(n+
—(14+2+--+n)t g, _ 0 lg_ 2
.[e dt=\e dt = oD
0 0

Mamy dwie urny: I 1 II. Na poczatku do§wiadczenia w kazdej z urn znajdujg si¢ 2 kule biale 1 2
czarne. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny - po czym kulg wylosowang z urny [ wrzucamy
do urny II, a t¢ wylosowang z urny Il wrzucamy do urny I. Czynno$¢ te powtarzamy
wielokrotnie. Obliczy¢ granice (przy n—oo) prawdopodobienstwa, iz obie kule wylosowane w

n-tym kroku sg jednakowego koloru. (Odp. %).

Rozw. Sytuacja po kazdym losowaniu jest jednoznacznie opisana przez liczbg biatych kul w
pierwszej urnie. Niech i oznacza liczbe biatych kul w pierwszej urnie. Oznaczmy przez ly,,,,l4
mozliwe stany. Macierz prawdopodobienstw przejscia jest postaci

O 1 0 0 O
w 1 o 90
P=10 % % % 0 , Stan poczatkowy p,=[0,0,1,0,0]. Wektor prawdopodobienstw
0 0 & % 7
0 0 0 1 0]

znalezienia si¢ ukladu w poszczeg6lnych stanach po n krokach jest rowny p, = p,P" 1 moze by¢
przyblizony przez p, = p,P” ,ktéry mozna wyliczy¢ przechodzac do granicy w rownosci

p, =p, P.wicc p, =p,P<, (P" —I)p. =0, co oznacza, ze wektor p’ jest wektorem
wlasnym transponowanej macierzy przejécia P”, odpowiadajacym wartosci whasnej =1. Stad

P.=[55.a 15,2251 . Wektor ten przybliza prawdopodobienstwa bycia uktadu w poszczegdlnych

stanach po n krokach (n —duze). W kolejnym losowaniu wylosujemy kule tego samego koloru <
uklad pozostanie w tym samym stanie. Oznaczmy S, -stan ukiadu po n tym losowaniu
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A, = obiekulesa tego samego koloru w n - szym losowaniu

4
P(A,,)= Y P(4,,] S, =DP(S, =) =SE+11E+ L5 -3
i=0

10. Zmienne losowe sg niezalezne o jednakowym rozktadzie normalnym o wartosci oczekiwanej 1 1

5 20
wariancji 4. Niech S5 =Y X1 8,y = >_ X, . Oblicz E(S; | S,, = 24) (Odp. 51).

i=1 i=1

R Ss N| 3|20 20 =8, [8,,~NG+1(S,, —20),15)
OZW. ~ , ~ L — s
Sh 2020 80 > e

=855 |(S,,=24)~N(6,15)
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