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Dziatania wewnetrzne i zewnetrzne

Niech X bedzie ustalonym niepustym zbiorem.

Def. Dwuargumentowym dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X nazywamy funkcje 7: X x X —> X .
Jesli xe X 1 ye X ,to h(x,y)e X nazywamy wynikiem dziatania /4 na argumentach x i y.
Wygodniejszy jest zapis dziatania x * y zamiast A(x, y).

Przyklady

1. dodawanie (+) i mnozenie ( -) sa dziataniami wewngtrznymi w zbiorach N, Z, W, R

2. odejmowanie nie jest dzialaniem wewngtrznym w N

3. dzialanie m ® n=m" jest dziataniem wewngtrznym w N

4. zbidr obrotow kwadratu wokot jego $rodka przeksztalcajacych go na siebie. Oznaczmy O, obrot

o kat k% . Wobec tego X =1{0,,0,,0,,0;,} . Jako dzialanie wewngtrzne rozpatrzymy sktadanie

(o) obrotow. Mozemy ulozy¢ nastepujaca tabelke dziatania

© Oy | O, | O | O
Oy | O | O | O, | G5
O, | O, | O, | O3 | Oy
O, | O, | O3 | O | O
O3 | O3 | Og | O | O

a+b

5. Dziatania a® b= ,a*b=a+b+1, aeb=a—b+ab sa wewnetrzne w R

Niech 4 i F' beda dwoma ustalonym niepustymi zbiorami.

Def. Dwuargumentowym dzialaniem zewnetrznym w zbiorze X nad zbiorem F nazywamy funkcje

g FxX—->X.

Przyklad. Niech X bedzie zbiorem wektorow na ptaszczyznie a F=R . Dzialaniem zewngtrznym w

zbiorze wektoréw X nad zbiorem R jest mnozenie wektora przez liczbe rzeczywista.

Uwaga. Poniewaz zbiory X i F nie musza by¢ rézne, to dziatanie wewngtrzne jest szczegolnym

przypadkiem dzialania zewngtrznego.

Wybrane wifasnosci dziatania wewnetrznego

Niech * bedzie dziataniem wewngtrznym w zbiorze X.

Def. Element ec X nazywamy elementem neutralnym dzialania * gdy, VxeX x*e=e*x =x.
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Tw. Jezeli dziatanie wewngtrzne posiada element neutralny, to jest on jedyny.
Dow.(niewprost) Przypusémy, ze dziatanie * posiada dwa rézne elementy neutralne e; # e,.
e1= e * ey= e, (sprzecznosc)
Pierwsza rownos$c¢ jest konsekwencja faktu, ze e, jest elementem neutralnym a druga konsekwencja

faktu, ze e jest elementem neutralnym.

Def. Dziatanie * nazywamy przemiennym, gdy Vx,yeX x*y = y*x.

Def. Dzialanie * nazywamy tacznym, gdy Vx,y,zeX (x#y)*z =x*(y*z)

Element symetryczny (odwrotny, przeciwny)

Niech * bedzie dzialaniem wewngtrznym w zbiorze X posiadajacym element neutralny e.

Def. Element X € X nazywamy elementem symetrycznym (odwrotnym , przeciwnym) do elementu
xeX, gdy x*xX=X*x=e.

Tw. Jezeli dzialanie taczne posiada element neutralny, to element symetryczny do danego elementu,
(o ile istnieje) jest wyznaczony jednoznacznie.

Dow. (niewprost) Niech y; i y, beda elementami symetrycznymi do danego elementu x. Woéwczas

V1= yr¥e= yix(x#y2)=( yi¥x)*¥yr= e*yr= ys.

Podstawowe struktury algebraiczne

Grupa

Def. Niech X=() bedzie niepustym zbiorem a * dzialaniem w zbiorze X . Par¢ (X, *) nazywamy grupa
jezeli

1. VxyeX x*yeX (dzialanie * jest wewngetrzne)

2. VxyzeX (xxy)*z=x*(y*z) (dziatanie * jest taczne)

3. deeX VxeX x*e=ekx=x (istnieje element neutralny dzialania * (jest on jedyny!)

4, VxeX dxeX x*Xx=X#*x=e (dlakazdego elementu istnieje element symetryczny)
Jezeli dodatkowo jest spelniony warunek
5. VxyeX xxy=y=x. (przemienno$¢ dziatania *)

to grupe (X, *) nazywamy grupa przemienna albo abelowa ' .

Grupe o skonczonej liczbie elementéw nazywamy grupa skonczona. Jezeli X jest grupa skonczona
majaca n elementow, to mowimy, ze rzad grupy X jest rowny n, co zapisujemy |X|=n. Jezeli grupa jest

nieskonczona, to piszemy |X]|=co.

' Niels Abel (1802-1829) matematyk norweski
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W grupie (X, *) potrafimy rozwiaza¢ rOwnanie

a*x=b (rozwiazaniem jest x=a *b

oraz rOwnanie

x*ka=b (rozwiazaniem jest x=b*a )

Addytywny i multiplikatywny zapis dzialania

Jezeli dziatanie (*) ma podobne wlasnoéci do dodawania liczb, to dziatanie nazywamy
addytywnym i uzywamy symbolu (+) . Element neutralny e dziatania addytywnego (+) nazywamy
zerem 1 oznaczamy e=0, natomiast element symetryczny do elementu x nazywamy elementem

przeciwnym i oznaczamy X =-—Xx.

Jezeli dziatanie (*) ma podobne wlasnosci do mnozenia liczb, to dziatanie nazywamy
multiplikatywnym i uzywamy symbolu () . Element neutralny e dziatania multiplikatywnego (+)

nazywamy jedynka i oznaczamy e=1, natomiast element symetryczny do elementu x nazywamy

elementem odwrotnym i oznaczamy X =x'.

Przyklady grup
e ({-L1},") (multiplikatywna) grupa abelowa
e (R, (addytywna) grupa abelowa
e (R,) nie jest grupa (multiplikatywna) bo 0 nie ma elementu odwrotnego)
o (R-{0},") (multiplikatywna) grupa abelowa
o zbior X ={0,,0,,0,,0;} obrotow kwadratu wokot jego srodka przeksztalcajacych go na siebie z
dziataniem sktadania (o) obrotow jest grupa abelowa.
e Zbior X={0,1,2,3} zdziataniem a @ b ="reszta z dzielenia a+b przez 4” jest grupa abelowa
Podgrupa

Def. Niech (X,*)bedzie grupa a Y X podzbiorem zbioru X. Jesli (Y ,*) jest grupa, to (Y,*) nazywamy

podgrupg grupy (X ,*).

Morfizmy (odwzorowania) grup

Niech (X,®) i (¥,®) beda grupami.

Def. Odwzorowanie #: X—Y nazywamy homomorfizmem grupy (X,®) w grupe (Y,®), gdy

Vx,,x, € X1 h(x; @ x,)=h(x;) ® h(x,) . Gdy odwzorowanie 4 jest bijekcja ,to ~: X—Y nazywamy

izomorfizmem grup (X,®) i (¥,®).

Przyklady

Grupy (R, -) i (R, +) sa izomorficzne. Izomorfizm ustanawia funkcja (x)=log(x).
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Ciato

Intuicja. Cialem nazywamy zbior w ktorym potrafimy wykonywac 4 podstawowe dziatania (+),(-),
%’l’n(i'ez)vaz odejmowanie to dodawanie elementu przeciwnego a dzielenie to mnozenie przez
odwrotno$¢ wystarczy rozwazac 2 dziatania (+) i ().

Def. Niech X#() bedzie niepustym zbiorem a @ i ® dziataniami X . Trojke (X, @, ®) nazywamy
cialem jezeli

1. VxyeX x®yeX

2. VxyzeX (x®y)@z=xD(yPz)

3. 30eX VxeX x®0=x®0=x

4. VxeX I -xeX x ®(-x)=(-x) ® x=0

5. VxyeX x®y=y®x

(postulaty 1+5 mozna krotko zapisa¢ (X, @) jest grupa przemienng )

6. VxyeX x®yeX

7. VxyzeX (x®y)®z=x®()®z)

8. JleX VxeX x®Il=1®x=x

9. VxeX—{0} Ix'eX x®(x)=x"®x=1

(postulaty 6+9 mozna krotko zapisa¢ (X-{0}, ®) jest grupa )

10. Vx,yzeX (x®y)®z=x®2)@(y®z) 1zQ(xBy)=(zRx)D (z®y)

(® jest rozdzielne wzgledem ).

Jezeli ponadto

11. Vx,yeX x®y=)y®x to cialo nazywamy cialem przemiennym.

Przyklady cial (sprawdzi¢ na ¢wiczeniach)

e przemienne cialo liczb wymiernych (W ,+,.)
e przemienne cialo liczb rzeczywistych (R ,+,)
o (A,+)gdzie A={a+bV2:a,beW}

Podciato
Def. Niech (X, @, ®) bedzie ciatem a Y X podzbiorem zbioru X. Jesli struktura (¥, @, ®) jest ciatem,

to (¥, ©, ®) nazywamy podcialem ciala (X, @, ®).

Latwo pokaza¢, ze ciato (W ,+,-) jest podciatem ciata (4 ,+,-) gdzie 4= {a + h2: a,beW?} natomiast
cialo (4 ,+,) jest podcialem ciata (R ,+,-).
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Dziatania modulo w zbiorze liczb catkowitych Z

Niech n bedzie dowolng ustalona liczba naturalna. W zbiorze liczb catkowitych definiujemy 2 nowe

dzialania @ i ® w nastgpujacy sposob:

a®b=(a+b),=reszta z dzielenia (a+b) przez n,

a®b=(a-b),=reszta z dzielenia (a-b) przez n.

Latwo pokaza¢ (¢wiczenia), ze

(a®b)®c=(a+b+c),=aDb®c)

(a®b)®c=(abc), =a®b®c)

Morfizmy (odwzorowania) ciaf

Niech (X,0,0) i (Y,®,®) beda ciatami .

Def. Odwzorowanie #: X—Y nazywamy homomorfizmem ciata (X,o,e) w ciato (V,9,®), gdy

W, x, € X 1 1O 0 X2) = hx) @ h(xy)
h(x, @ x,)=h(x,) ® h(x,)

Gdy odwzorowanie 4 jest bijekcja, to #: X—Y nazywamy izomorfizmem ciat (X ,0,0) i (¥,0,8).



