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Ciafo liczb zespolonych

Oznaczmy C=RxR. Elementami zbioru C sa pary liczb rzeczywistych. RoOwnos¢ par rozumiemy w
naturalny sposob

(a1,a,)=(b;,b,) & a, =b, na, =b,.
Zdefiniujemy dodawanie i mnozenie par nastgpujaco:

(a1,a,) +(b),b,) =(a, +by,a, +b,)

(ar,ay) - (by,by) = (ayby — ayb,,a,b, + a,b))

Mozna tatwo sprawdzi¢ (¢wiczenia), ze (C,+,-) jest ciatem przemiennym.
Elementem neutralnym dodawania (czyli zerem) jest element (para) (0,0). Elementem przeciwnym do
(a,,a,) jestelement (-a,,—a,).

Elementem neutralnym mnozenia (jedynka) jest para (1,0). Natomiast elementem odwrotnym do

elementu (a,,a,)#(0,0) jest (al’az)_l :( a, —a, J

al +al al +al
Rzeczywiscie poszukujac elementu odwrotnego (oznaczmy go (x,)) do (a,,a,)#(0,0) musimy
rozwigza¢ rownanie
(a,a;)-(x,y)=(a\x —ayy,ay + ay,x) = (1,0),
co jest rownowazne uktadowi

ax—ayy=1
a,x+a,y=0

a -a
1 _ 2
y

, ktorego rozwiazaniem jest x = =—.
a; +a,

2 2 °
a; +a,

Liczba zespolona z to para liczb rzeczywistych z =(a,b). Pierwszy element pary nazywamy czeScia
rzeczywistg liczby z i oznaczmy a=Re z , natomiast drugi element pary nazywamy cze$cig urojona
liczby z i oznaczmy a=Im z.
Wida¢, ze

(a,0)+(b,0)=(a+b,0)

(a,0)-(b,0)=(ab,0)

czyli liczby zespolone postaci (a,0) mozna utozsamia¢ z liczbami rzeczywistymi. Formalnie
zbior R = {(a,0);a € R} zpowyzej zdefiniowanymi dziataniami dodawania i mnozenia par jest cialem
izomorficznym z cialem liczb rzeczywistych (R,+,-). [zomorfizm ustanawia odwzorowanie /(a,0)=a.
Przyjmujac zasade utozsamiania struktur izomorficznych mozemy powiedzie¢, ze cialo liczb

rzeczywistych (R, +,-) jest podciatem ciala liczb zespolonych (C,+,-).

Liczbg zespolona (0,1) nazywamy jednostka urojong i oznaczmy
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i=(0,1).
Zauwazmy ze
=(0,1)(0,1)=(-1,0) ,
czyli i=(0,1) jest pierwiastkiem algebraicznym z liczby —1 (spelnia rownanie z*+1=0).

Podobnie liczba -i=(0,-1) jest pierwiastkiem algebraicznym z liczby —1.

Fakt (posta¢ algebraiczna liczby zespolonej). Kazda liczbg zespolona z mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci

z=a+tib; abeR
Powyzsza posta¢ nazywamy postacia dwumienng. Jest ona wygodna, gdyz dziatania na liczbach
zespolonych zapisanych w postaci dwumiennej wykonujemy tak jak na dwumianach (wielomianach)
pamigtajac tylko, ze i*=-1 i nie musimy pamigta¢ wzoru definiujacego mnozenie oraz dzielenie

(mnozenie przez element odwrotny)

Przyklad.
(1+2i) (3-i)=3-i+6i-2i*=5+5i

Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczbeg zespolona z = (a,b) = a + i b interpretujemy jaki punkt na ptaszczyznie. Punkty te potrafimy
dodawac i odejmowac tak jak wektory na ptaszczyznie. Potrafimy je takze mnozy¢ i dzieli¢ a takich

dziatan nie znamy dla wektoréw

Def. Modulem liczby zespolonej z = (a,b) = a + i b nazywamy liczbe rzeczywista | z| =va* +b> .

Uwaga . Jedyna liczba zespolona o module réwnym 0 jest liczba (0,0)
Tw. |z1122] < |z +Hza]  (Ewiczenia)
Def. Liczbg zespolona z = (a,—b) = a — ib nazywamy liczbg sprzezona do liczby z=(a,b) =a +1ib.

Latwo pokaza¢, ze prawdziwe sg nastgpujace zwiazki

. B-:

* Zl+22:Z+Z
° Z 22—2_12
. Z-E—|z|2

Ostatnia wlasno$¢ sprze¢zenia jest szczegdlnie uzyteczna przy dzieleniu liczb zespolonych.
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Przyklad.
2-3i _(2-30(-2) -4-Ti . 4,
1+2i  (1+20)1-2i) 5 P

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Kazda liczbg zespolona rozna od (0,0) mozna zapisa¢ w postaci

b

. a . b a )
Z=a+lb=|2|(—+l—j=|z| +1i .
|zl |z] Na> +b*  Na> +b’

2 2
Poniewaz | ——— | + L =1 mozemy oznaczy¢
Va® +b* Va® +b*
a . . b
COS QP = ——= 1 sing =

Va® +b* Va® +b* ‘

Def. Posta¢ z=| z | (cos @ +1isin go) nazywamy postacia trygonometryczng liczby zespolonej z = (a,b)
= a+1b.Kat ¢ nazywamy argumentem liczby zespolonej i oznaczmy ¢ =Arg z . Argument jest
wyznaczony z doktadnoscia do wielokrotnosci kata 2.

Argument ¢ €(-m, ] nazywamy argumentem gléwnym i oznaczmy ¢ =arg z. Argument gtowny
jest wyznaczony jednoznacznie. Liczbie (0,0) nie przypisujemy argumentu. Jest ona jednoznacznie

wyznaczona przez swoj modut.

Przyklad. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej z =2 — 23 Odp. z= 4(cos(— %) +isin(— %))

Interpretacja geometryczna mnozenia i dzielenia liczb zespolonych
Przedstawmy liczby w postaci trygonometryczne;j

2=z |(cosg +ising) (¢ =Argz))

2 =|Zz|(COS(p2+iSin(02) (¢, =Argz,)
Korzystajac z wzorow trygonometrycznych otrzymujemy

2z, =z, |(COS¢1 +1isin ¢1)| Z, |(COS¢2 +isin(p2)=| z |l z, |(COS((P1 +@,) +isin(g, "‘(92))

Z K ‘(COS(/)I +isin(01) _ |z, |

= — (cos(p, — @,) +isin(p, — p,))
z, |z, |(COS(02 +lSln(02) |z, |

Wobec tego
|21 z2|=z1| |20 Arg(z, z,)= Arg(z))+ Arg(z)),
z
L= u Arg(z—‘J = Arg(z,) — Arg(z,).
2 |Z 2| Z
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Jako szczegodlny przypadek otrzymujemy (dowodd indukcyjny) wzor deMoivre’a

(cos +isin@)' =(cosng +isinng)

Przyklad. Obliczy¢ (-1+1)° = [ﬁ(eos%’ +isin 37”)]8 -2° (cosz‘fT” +isin z‘fT”): 16.
Pierwiastki naturalnego stopnia z liczb zespolonych

Dana jest liczbaz=a+ib.
Pytanie: Czy istnieje liczba zespolona w taka ze w'=z ?

Jesli taka liczba w istnieje , to nazwiemy ja pierwiastkiem (algebraicznym) n-tego stopnia z liczby z.

Tw. Dla dowolnej liczby zespolonej z#(0,0) istnieje doktadnie n pierwiastkow n-tego stopnia z tej
liczby.
Dowdd. Zapiszmy liczby z i w w postaci trygonometrycznej

z=| z|(cos¢)+isin(p) ;o w=w| (cosa +isina).
Z roéwnosci z = w" dostajemy

|z|(cosp+ising)=|w|" (cosna +isinna)

a stad [z|Hw|" ; cosp=cosna ;sing=sinna.

Wobec tego|w|=4/|z]| , &

_pr2kz o
n

Przyklad . Q/_z{zk =cosk§+isink%;k =1,...,5}

(interpretacja graficzna -wierzchotki szeSciokata foremnego)



